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VORWORT. 


Das  für  die  synthetische  Geometrie  bahnbrechende  Werk 
Jacob  Steiner's:  „Systematische  Entwickelung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  ein- 
ander ^^  Berlin  1832,  enthält  in  seiner  Vorrede  einen  voll- 
ständigen Plan,  nach  welchem  der  berühmte  Verfasser  die 
Resultate  seiner  Forschungen  in  fünf  einander  folgenden 
Theilen  niederzulegen  gedachte.  Von  diesen  ist  nur  der  erste, 
allerdings  wichtigste  Theil  erschienen,  welcher  die  Prinzipien 
enthält,  auf  denen  die  synthetische  Geometrie  in  ihrem  heuti- 
gen Standpunkte  beruht.  Indessen  wurde  Vieles  von  dem  In- 
halte des  fünften  Theiles,  welcher  eine  „ausführliche  und 
umfassende  Behandlung  der  Kurven  und  Flächen 
zweiten  Grades  durch  Konstruktion  und  gestützt 
auf  projektivische  Eigenschaften"  enthalten  sollte, 
in  den  Vorlesungen,  welche  Steiner  während  einer  Reihe  von 
Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalten  hat,  vorgetragen, 
Einiges  ist  in  Crelle's  Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  sowie  schonfrüherinden  Annales  de 
mathematiques  par  M.  Gergonne  veröffentlicht  worden. 
Jene  geistreichen  und  zur  eigenen  Forschung  anregenden 
mündlichen  Vorträge,  denen  sich  der  grosse  Geometer  mit 
besonderer  Liebe  unterzog,  kamen  indess  nur  wenigen  Jüngern 
der  Wissenschaft  zu  Gute  und  die  in  diesen  Vorlesungen 
auseinandergesetzten,  hinsichtlich  ihrer  Anschaulichkeit  und 
Fnshtbarkeit  unübertroffenen,  synthetischen  Methoden  und 
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Betrachtungen  scheinen  nachgerade  der  Gefahr  nahe,  vergessen 
oder  von  der  immer  weiter  sich  ausbreitenden  alhnächtigen 
analytischen  Methode  in  den  Hintergrund  gedrängt  zu  werden ; 
es  erscheint  daher  als  eine  Pflicht  deutscher  Wissenschaft,  dies 
zu  verhüten  und  die  Wege,  welche  der  schöpferische  Geist  des 
grössten  Geometers  seiner  Zeit  den  unmittelbaren  Schülern  zeigte, 
der  Nachwelt  zu  erhalten,  um  dadurch  den  zahlreichen  Ent- 
deckungen auf  die  Spur  zu  kommen,  welche  noch  heute  Räthsel 
sind  für  die  wissenschaftliche  Welt.  Hierzu  gesellt  sich  für  den 
Herausgeber  noch  die  besondere  Pflicht  dankbarer  Pietät  gegen 
seinen  hochverehrten  Lehrer.  Im  Wintersemester  1852/53 
hatte  ich  das  Glück,  eine  von  Steiner  unter  dem  Titel: 
„Ueber  die  neueren  Methoden  der  synthetischen 
Geometrie"  angekündigte  Universitätsvorlesung  zu  hören 
und  zugleich  durch  persönlichen  Verkehr  mit  dem  grossen 
Meister  in  den  Ideengang  seiner  Schöpfungen  eingeführt  zu 
werden.  Die  damalige,  wenn  auch  mangelhafte,  doch  sorg- 
fältig ausgearbeitete  Nachschrift  liegt  der  heutigen  Bearbei- 
tung zu  Gnmde.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Dr.  C.  F.  Geiser, 
Docenten  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich, 
welcher  als  Nefife  des  verstorbenen  Steiner  testamentarisch 
mit  der  Veröffentlichung  seines  wissenschaftlichen  Nachlasses 
beauftragt  ist,  wurde  mir  die  Bearbeitung  dieses  Abschnit- 
tes bereitwilligst  überlassen  und  der  Theil  der  hinterlassenen 
Manuscripte  Steiner's,  welcher  sich  auf  „die  geometrischen 
Gestalten"  bezieht,  zur  Verfügung  gestellt;  aus  diesem  reichen 
Schatze  habe  ich  Alles,  was  in  den  vorgeschriebenen  Gang 
der  Darstellung  gehörte,  mit  Gewissenhaftigkeit  aufgenom- 
men und  aus  unvollendeten  Aufzeichnungen  zu  ergänzen  oder 
herzustellen  versucht.  Dass  es  schon  früh  in  Steiner's  Ab- 
sicht gelegen  hat,  diesen  auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen 
fünften  Abschnitt  seines  grossen  Werkes  vollständiger,  als 
es  im  ersten  Theil  geschehen  konnte,  und  abweichend  ^on 
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der  dortigen  Behandlung  allein  von  den  Grundprinzipien  aus 
darzustellen,    zeigt   die  vollständig   erhaltene  Einleitung  zu 
einer  nicht  vollendeten  Abhandlung;  die  erstere  ist  in  einem 
Konvolut  von  Papieren  unter  der  Aufschrift  „Aufklärungs- 
Broschüre  1833/34"  enthalten  und  lautet  folgendennassen: 
,;Ueber  einige  merkwürdige  Lehren  der  neueren  synthe- 
tischen   Geometrie.      In   dieser   Abhandlung   werde   ich 
zunächst  die   Betrachtungen  über  projektivische  Gerade 
und  Strahlbüschel ,  welche  im  ersten  Theile  der  von  mir 
verfassten    Schrift:     „Systematische    Entwicklung    der 
Abhängigkeit    geometrischer   Gestalten    von   einander", 
enthalten  sind,   kurz  wiederholen  und  sodann  die  natur- 
gemässe  Erzeugung  der  Kegelschnitte  aus  jenen  Gebil- 
den ableiten,   sowie  ferner  den  Ursprung  verschiedener 
merkwürdiger  Eigenschaften,  wie  z.  B.  der  sogenannten 
Involution  imd  der  theorie  des  polaires  reciproques  etc. 
aus  denselben  nachweisen. 

In  der  genannten  Schrift  wurden  der  alt -herge- 
brachten Weise  zu  Liebe  die  Kegelschnitte  aus  dem 
Kegel,  der  einen  Kreis  zur  Basis  hat,  hergeleitet.  Ob- 
wohl ich  die  Unzweckmässigkeit  dieses  Verfahrens  schon 
damals  deutlich  fühlte,  so  glaubte  ich  doch,  um  nicht 
zu  sehr  von  dem  gewöhnlichen  Gange  abzuweichen, 
demselben  folgen  zu  müssen.  Allein  der  Umstand,  dass 
man  gezwungen  ist,  die  Umkehrung  eines  Satzes  zu 
behaupten  (§  38,  II),  der  sich  durch  die  Elementar- 
geometrie nicht  befriedigend  beweisen  lässt  —  nämlich 
des  Satzes,  dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  von  einer 
Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  kann  — 
zeigte  die  Nothwendigkeit,  jene  Darstellungsweise  zu 
verlassen  und  eine  dem  Gegenstande  angemessenere  auf- 
zufinden. Die  hier  folgende  genügt  dieser  Forderung 
im  höchsten  Grade,  indem  sie  die  Erzeugung  der  Kegel- 
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schnitte  durch  projektivische  Gerade  und  Strahlbüschel 
als  eine  unmittelbare,  systematisch  nothwendige  oflTenbart 
und  dieselbe  rein  synthetiscji  auf  die  möglichst  einfache 
Weise  bewerkstelligt.  Ebenso  wird  das  wahre  Wesen  der 
Involution  und  ^er  theorie  des  polaires  reciproques  durch 
besondere  Eigenschaften  der  genannten  projektivischen 
Gebilde  geoflTenbart ,  indem  ihre  nothwendige  Entstehung 
auf  überraschende  Weise  aus  diesen  Eigenschaften  sich 
nachweisen  lässt  und  zugleich  ihr  inniger  Zusammenhang 
sich  kund  giebt,  was  übrigens  in  der  mehrerwähnten 
Schrift  bereits  angedeutet  worden  (§  45).  Die  Schwierig- 
keit, die  hierbei  in  Rücksicht  auf  die  Kegelschnitte  zu 
überwinden  war,  bestand  darin,  zu  beweisen,  dassdas 
durch  zwei  schiefliegende  projektivischeGerade 
hervorgebrachte  Erzeugniss  identisch  sei  mit 
dem  Erzeugniss  zweier  projektivisch'er  Strahl- 
büschel, die  sich  in  schiefer  Lage  befinden.  Diese 
Schwierigkeit  ist  jetzt  nicht  nur  sehr  leicht,  sondern  ich 
möchte  sagen,  sie  ist  auf  die  einfachste  Weise  gehoben, 
nämlich  durch  consequentes  Festhalten  der  geringsten  An- 
zahl von  Elementen,  durch  welche  die  Projektivität  jener 
Gebilde  bestimmt  wird,  und  zwar  durch  diejenigen  Ele- 
mente, welche  sich  sowohl  in  Hinsicht  der  Gebilde,  als 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  am  bemerkbarsten  machen. 
Dadurch  können  nun  zugleich  alle  übrigen  Lehren, 
welche  den  Gegenstand  des  ersten  Theiles  der  genannten 
Schrift  hilden,  zweckmässiger  entwickelt  werden,  weil 
nunmehr  die  Betrachtungen  in  der  Ebene  sich  bis  zu 
ihrer  Vollendung  ausführen  lassen,  ohne  dass  es  nöthig 
wird,  den  Büschel  im  Räume,  der  ihr  entgegensteht, 
zu  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Eigenschaften  des  letzteren 
lassen  sich  dann  umgekehrt  leicht  aus  jenen  der  Ebene 
ableiten,   was   der   natürlichere  Gang   ist.     Der   Kegel 
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zweiten  Grades  erhält  dabei  eine  allgemeinere  Erklärung, 
die  nicht  mehr  an  seine  besondere  Eigenschaft ,  an  seine 
Kreisschm'tte,  geknüpft  ist,  und  nicht  allein  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  aller  seiner  ebenen  Schnitte, 
sondern  auch  die  Eigenschaften,  welche  ihm  im. Ganzen 
zukommen,  seine  zwei  Erzeugungsarten  durch  projekti- 
vische  Gebilde  sind  dann  mit  seiner  Entstehung  zugleich 
bekannt.  Auch  führt  die  gegenwärtige  Erzeugungsweise 
der  Kegelschnitte  schneller  und  direkter  als  jene  frühere 
Betrachtungsweise  in  ihre  innere  Natur  hinein  und 
schliesst  uns  am  unmittelbarsten  den  organischen  Zusam- 
menhang ihrer  zahlreichen  Eigenschaften  und  Geheim- 
nisse auf.  Ich  bemerke  hier  noch ,  dass  die  Betrachtung 
projektivischer  Gerader  und  Strahlbüschel  sich  so  ver- 
einfachen lässt,  dass  sie  ohne  Hülfe  trigonometrischer 
Ausdrücke  durchgeführt  werden  kann,  wodurch  sie  ge- 
eignet wird,  der  Elementargeometrie  einverleibt  zu  wer- 
den und  darin  manche  zweckmässige  Verbesserung  zu 
bewirken,  indem  zu  ihrem  trocknen  Inhalt  die  belebenden 
Porismen,  die  Theorie  der  Transversalen  und  besonders 
die  vollständige  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hinzutritt, 
dergestalt,  dass  alle  diese  Gegenstände  sich  ebenso  leicht 
und  einfach  behandeln  lassen,  als  nach  der  bisherigen 
Methode  der  Kreis.  Dass  in  meiner  mehrerwähnten  Schrift 
trigonometrische  Ausdrücke  eingeführt  worden,  ist  kein 
Irrthum  oder  Mangel  in  der  Darstellung,  wie  man  beim 
ersten  Anblick  leicht  wähnen  möchte,  sondern  die  Ent- 
wickelungen  der  folgenden  Theile  bedürfen  derselben, 
um  zu  der  allseitig  vollendeten  Ausbildung  zu  gelangen, 
der  sie  fähig  sind.^^ 

„Den  24.  Mai  1836." 
Diese  vor  dreisBig  Jahren  geschriebene  Einleitung  habe 
ich  geglaubt,  der  gegenwärtigen  Bearbeitung  ungekürzt  vor- 
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ausschicken  zu  dürfen,  weil  ich  bemüht  gewesen  bin,  in 
dem  hier  ausgesprochenen  Sinne  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten darzustellen.  Von  der  versprochenen  Abhandlung 
selbst  finden  sich  unter  den  Papieren  nur  Bruchstücke,  welche 
vorzugsweise  die  Theorie  der  Involution  (das  Punkt-  und 
Strahlsystem)  behandeln,  ferner  den  erwähnten  Beweis  von 
der  Identität  der  beiden  Erzeugnisse  projektivischer  Gerader 
und  projektivischer  Strahlbüschel  und  einige  Notizen  über 
Involutions- Netze  enthalten,  unter  den  übrigen,  mir  zur 
Einsicht  gestatteten  Manuskripten,  welche  aus  den  verschie- 
densten Zeitepochen  herrühren ,  fanden  sich  zur  Verwerthung 
für  den  vorliegenden  Zweck  Untersuchungen  über  Kegel- 
schnitt-Büschel und  -Schaaren,  insbesondere  über  „konjugirte 
KegelschnittbüscheP^  und  „harmonisch  -  zugeordnete  Kegel- 
schnitte", manche  schwer  zu  enträthselnde  kurze  Aufzeich- 
nungen und  viele  Bemerkungen,  die  vermuthlich  den  Vor- 
lesungen ihren  Ursprung  verdanken.  Alles,  was  über  die 
Ebene  hinausging  und  sich  grösstentheils  auf  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  bezog,  musste  für  jetzt  unberücksichtigt 
bleiben.  Der  Anfang  einer  beabsichtigten  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten,  wie  sie  Steiner  in  seinen 
Vorlesungen  vorzutragen  pflegte,  findet  sich  noch  an  einer 
späteren  Stelle,  welche  mit  den  charakteristischen  Worten 
beginnt: 

„Juni  1849.  Der  veränderte  Gang,  der  nach  §  18 
(Syst.  Entw.  d.  A.  g.  G.)  eintritt,  ist  seit  Jahren  in 
den  Vorlesungen  verbessert  und  einige  Mal  sogar  mit 
Begeisterung  vorgetragen  worden,  musste  aber  jedesmal 
mit  saurer  Mühe  wieder  erst  neu  hergestellt  werden, 
was  in  der  neuesten  Zeit  bei  Abnahme  an  Eifer  und 
Gedächtniss  stets  schwieriger  wurde.  Es  wird  nun  kaum 
möglich  sein,  die  in  einzelnen  Perioden  in  günstigen 
Licht -Momenten  vorgetragenen  Sätze  und  Beweise  wieder 
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hervorzurufen,    um   den   besten  Gang   der  Betrachtung 

endlich  festzustellen  .  .  /^ 

Hierauf  folgen  verschiedene  Aufzeichnungen  aus  den 
Vorträgen  im  Sommersemester  1849,  die  aber  zum  grössten 
Theil  Wiederholungen  sind  und  nur  bis  zu  dem  erwähnten 
Identitätsbeweise  reichen. 

Hinsichtlich  der  Vertheilung  und  Behandlung  des  Stoffes 
habe  ich  mir  nur  wenig  Abweichungen  von  der*  zu  Grunde 
liegenden  Ausarbeitung  der  Steiner'schen  Vorlesung  erlaubt, 
während  die  Menge  desselben  erheblich  vergrössert  ist;  auch 
die  Steiner'sche  Terminologie  habe  ich  bis  auf  wenige  Aus- 
nahmen festgehalten;  der  Gebrauch  der  Bezeichnung  „Punkt- 
reihe" anstatt  „Gerade"  (als  kontinuirliche  Aufeinanderfolge 
sämmtlicher  Punkte  einer  unendlich  -  langen  geraden  Linie) 
ist  schon  so  üblich  geworden ,  dass  er  keiner  Entschuldigung 
bedarf.  Der  erste  Abschnitt  (projectivische  Beziehung 
gerader  Punktreihen  und  ebener  Strahlbüschel  auf  einander) 
enthält  eine  kurze  Wiederholung  der  ersten  in  der  syst. 
Entw.  niedergelegten  Prinzipien;  hier  wie  in  der  Folge  habe 
ich  die  von  Moebius  in  die  Geometrie. eingeführte  Auffassung 
entgegengesetzter  Grössen  (Strecken  und  Winkel)  durch  Be- 
rücksichtigung des  Richtungs-  und  Drehungs- Sinnes  festge- 
halten, wonach  z.  B.  wenn  a  und.  6  zwei  Punkte  bezeichnen, 
durch  „a6"  nicht  blos  der  absolute  Abstand  beider  Pimkte,  son- 
dern die  in  dem  Sinne  von  a  nach  b  durchlaufenie  Strecke 
bedeutet,  also  ab  +  ba  =  0  ist.  Die  ebenfalls  von  Moebius 
herrührenden  Beziehungen  zwischen  den  24  möglichen  Wer- 
then  eines  Doppelverhältnisses  (§  6)  habe  ich  aufgenommen. 
Sodann  ist  die  Bestimmung  der  doppelten  Systeme  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  und  Winkel  bei  zwei  projekti- 
vischen  Punktreihen  und  Strahlbüscheln  .(§§  12,  13)  und 
eine  ausführliche  Behandlung  der  Involution  (des  Punkt-  und 
Strahl -Systems,  §§  16  und  17)  hinzugekommen.   Der  zweite 
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Abschnitt  (der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projektivischer 
Gebilde)  definirt  den  Kegelschnitt  auf  doppelte  Art  und 
weist  die  Identität  beider  Erzeugnisse  nach  (§  23).  Der 
Pascarsche  (und  Brianchon'sche)  Satz  erscheint  nur  als  ein 
etwas  veränderter  Ausdruck  der  Projektivität  zweier  gleich- 
artiger Gebilde.  Die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  geschieht 
durch  Berücksichtigung  der  unendlich  -  entfernten  Punkte 
(§  25).  Zu  den  Kriterien  für  die  Erzeugung  der  verschiede- 
nen Kegelschnitte  durch  zwei  projiektivische  Punktreihen 
ist  das  für  die  gleichseitige  Hyperbel  hinzugekommen,  welches 
ich  nirgends  gefunden  habe.  Die  Steiner'sche  Erweiterung  des 
berühmten  hexagrammum  mysticum  (§  28)  schien  mir,  ob- 
wohl sie  etwas  von  dem  Gange  der  Untersuchung  abführt, 
doch  mitzutheilen  erlaubt,  zumal  ich  das  hier  zusammenge- 
stellte Tableau  der  60  Sechsecke,  aus  deren  Gru^ipirung  die 
Lage  der  PascaFschen  Linien,  Steiner'schen  Punkte  und  Gera- 
den in  der  von  Hesse  angegebenen  Weise  anj  anschaulichsten 
hervortritt,  anderswo  vermisst  habe.  Das  naturgemässe  Auf- 
treten des  Punkt  -  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  (§  29) 
führt  zu  den  Polareigenschaften  desselben  (§§  30,  31),  welche 
möglichst  vollständig  auseinandergesetzt  sind.  Als  besondere 
Fälle  dieser  allgemeinen  Beziehungen  ergeben  sich  dann  die 
Eigenschaften  der  konjugirten  Durchmesser,  der  Axen  des 
Kegelschnitts  (§§  32,  33)  und  der  Brennpunkte  (§§  35,  36). 
Die  metrischen  Beziehungen  treten  dabei  ungezwungen  und 
fast  ohne  Rechnung  hervor  (§  33).  Auf  die  Fokaleigen- 
schaften wird  dann  noch  etwas  näher  eingegangen,  mn  die 
Brücke  vollständig  herzustellen,  welche  die  hier  durchge- 
führte Auffassung  der  Kegelschnitte  mit  derjenigen  mehr 
elementaren  Behandlung  derselben  verbindet,  bei  der  die 
metrischen  Eigenschaften  der  Brennpunkte  den  Ausgangs- 
punkt bilden.  Der  letzte  Paragraph  (§  37)  über  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Kegelschnitte  ist  mehr  als  ein  Anhang 
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ZU  betrachten,  bestimmt,  die  Nützlichkeit  des  Prinzips  der 
projektivischen  Beziehung  an  einem  besonderen  Beispiel  vor 
Augen  zu  führen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  dem  Kegelschnittbüschel 
und  der  Kegelschnittschaar  gewidmet.  Von  den  drei  mit- 
getheilten  Ei^tstehungsarten  dieser  Gebilde  ist  die  erste 
(Steiner'sche,  §  38)  die  anschaulichste,  erfordert  aber  die 
Realität  der  vier  Mittelpunkte  (Grundpunkte)  des  Büschels; 
bei  der  zweiten  (§  40)  können  auch  zwei  von  diesen  Punk- 
ten imaginär  sein;  die  dritte  (§41)  ist  die  allgemeinste  und 
liefert  auch  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären 
Mittelpunkten  durch  reelle  Konstruktion.  Die  charakteristische 
Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  von  jeder  Geraden  in 
den  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  getrofiten  zu  werden, 
tritt  bei  allen  drei  Entstehungäarten  unmittelbar  hervor. 
Die  Untersuchung  der  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnit- 
ten, welche  in  einem  Büschel  und  einer  Schaar  vorkommen 
und  wie  sich  dieselben  in  Gruppen  vertheilen,  lässt,  wie 
mir  scheint,  den  Vorzug  der  synthetischen  Methoden 
recht  deutlich  erkennen ;  hieran  knüpfen  sich  die  Polar- 
Eigenschaften  dieser  Gebilde'  und  einige  besondere  Fälle. 
Einen  neuen  oder  doch  wenig  bekannten  Gegenstand:  „drei 
konjugirte  Kegelschnittbüschel '^  behandelt  §  50.  Endlich 
werden  die  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  zweier 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  ermittelt  (§  53)  und  die 
verschiedenen  Fälle,  welche  hinsichtlich  der  Realität  dieser 
Elemente  eintreten  können,  genauer  diskutirt.  Der  letzte 
Paragraph  dieses  Abschnittes  behandelt  einen  bisher  wenig 
untersuchten  Gegenstand:  Die  harmonisch-zugeordneten  oder 
sich  polar  selbst -entsprechenden  Kegelschnitte,  mit  denen 
im  Zusammenhange  die  Aufgabe  gelöst  wird :  „Zu  zwei  ge- 
gebenen Kegelschnitten  einen  solchen  dritten  zu  finden,  in 
Bezug    auf  welchen  als  Basis   der  eine    die  Polarfigur   des 
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andern  ist/'  Hier  tritt  schon  der  imaginäre  Kegelschnitt  auf 
und  verlangt  eine  Erweiterung  des  Begriffes,  welche  in  dem 
vierten  Abschnitt  durch  das  Involutions-Netz  (Polar- 
system) gegeben  wird.  Die  Polareigenschaften  eines  Kegel- 
schnitts werden  unabhängig  von  demselben  aufgefasst  und 
liefern  ein  stets  reelles  Gebilde,  das  Involutions-Netz,  welches, 
je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist,  einen  reellen 
oder  imaginären  Kegelschnitt  vertritt,  ebenso  wie  das  Punkt- 
system auf  einer  Geraden  ein  reelles  Punktenpaar  (Asymp- 
totenpunkte) oder  ein  imaginäres  vertritt.  Von  den  ver- 
schiedenen Bestimmungsarten  des  Netzes  (§  57),  deren 
Zahl  durch  Hinzunahme  anderer  Elemente  leicht  beträcht- 
lich vermehrt  werden  kann,  ist  die  allgemeinste  vermit- 
telst fünf  beliebiger  Paare  konjugirter  Punkte  durch  eine 
zwar  umständliche  aber  lineare  Konstruktion  bewerkstelligt, 
üie  folgenden  Paragraphen  enthalten  zum  Theil  eine  Wie- 
derholung früherer  Betrachtungen  auf  der  allgemeineren 
Grundlage,  indem  die  ausgezeichneten  Elemente  des  Netzes: 
Durchmesser,  Mittelpunkt,  Brennpunkte  mit  ihren  hervor- 
ragendsten Eigenschaften  für  das  Netz  ähnlich,  wie  für  den 
reellen  Kegelschnitt  ermittelt  werden.  Die  Annahme  zweier 
beliebig  gegebenen  Netze  in  der  Ebene  (§  61)  führt  zum 
Netz -Büschel  und  zur  Netz-Schaar;  dadurch  werden  die 
früheren  Gebilde  des  Kegelschnitt -Büschels  und  der  Kegel- 
schnitt-Schaar  vervollständigt,  indem  auch  die  imaginären 
Kegelschnitte,  welche  ihnen  angehören  können,  ziun  Vor- 
schein kommen.  Der  letzte  Paragraph  (§  62)  untersucht 
das  aus  drei  beliebig  angenommenen  Netzen  oder  Kegel- 
schnitten gebildete  Kegelschnitt -Netz  und  die  Tripelkurve 
und  bildet  somit  den  üebergang  zur  Theorie  der  Kurven 
dritten  Grades. 

Aus  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  und  bei  einer  ge- 
naueren   Durchsicht    des    Buches    wird    der    kundige   Leser 
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erkennen,  dass  ich  manche  Resultate  aufzunehmen  mir  ge- 
stattet habe,  welche  im  Laufe  der  Zeit  hinzugekommen  sind 
und  von  denen  ich  nicht  mehr  ermitteln  konnte,  ob  Steiner 
sie  früher  als  Andere  gefunden  hat,  oder  nicht,  wenn  sie 
sich  eben  in  dem  systematischen  Entwickelungsgange  natur- 
gemäss  darboten  und  der  Steiner'schen  Anschauungsweise 
ungezwungen  anschlössen.  Ich  glaube,  dass  dies  nicht  zum 
Nachtheil  eines  Buches  geschehen  ist,  welches  seines  ganz 
elementaren  Charakters  wegen  vorzugsweise  bestimmt  ist, 
als  Lehrbuch  zur  Einführung  der  studirenden  Jugend  in  die 
synthetische  Geometrie  zu  dienen.  Aus  diesem  Grunde  lag 
mir  auch  weniger  daran,  die  in  Anwendung  gebrachten 
Methoden  bis  zur  äussersten  Grenze  auszubeuten  und  die  in 
unerschöpflicher  Menge  sich  darbietenden  Sätze  und  Eigen- 
schaften mit  möglichster  Vollständigkeit  aufzureihen,  als 
vielmehr  die  fruchtbaren  Betrachtungen  selbst,  welche  zu 
jenen  führen,  in  das  klarste  Licht  zu  setzen;  dem  Leser 
sollte  auch  noch  Etwas  zu  thun  übrig  bleiben  und  überall 
da  z.  B.,  wo  nach  dem  in  der  Natur  des  Gegenstandes 
begründeten  Prinzip  der  Dualität  einer  Betrachtung  sich  die 
polar  gegenüberstehende  anschloss,  ist  diese  entweder  blos 
angedeutet,  oder  es  sind  die  abweichenden  Punkte  allein 
ausgeführt;  möchte  der  Leser  daher  noch  recht  viel  Stoff 
zur  Ergänzung  und  Erweiterung  und  besonders  die  Auf- 
munterung zur  eigenen  Forschung  aus  dem  Vorgetragenen 
entnehmen. 

Was  meinen  eigenen  bescheidenen  Antheil  an  diesem 
Buche  betrifft,  so  verzichte  ich  selbstverständlich  in  Anbe- 
tracht  der  Entstehung  desselben  auf  jeden  Anspruch,  wie 
auf  jede  Priorität,  ohne  darum  die  Verantwortlichkeit  für 
Dasjenige,  was  etwa  Irriges  in  demselben  vorkommen  sollte, 
von  mir  abzulehnen.  Ich  halte  meine  Arbeit  für  hinreichend 
belohnt;  wenn  dadurch  das  Studium  der  Steiner^schen  Schrif- 
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ten  erleichtert,  das  Interesse  für  synthetisch -geometrische 
Forschungen  von  Neuem  angeregt  und  insbesondere  die  studi- 
rende  Jugend  zu  einem  der  interessantesten  und  fruchtbar- 
sten Felder  mathematischer  Spekulation  hingeführt  wird. 

Schliesslich  bleibt  mir  noch  übrig,  Herrn  Dr.  Geiser 
hiermit  öffentlicji  meinen  Dank  auszusprechen  für  die  freund- 
lichst gestattete  Einsicht  in  die  Steiner'schen  Manuskripte 
und  das  bereitwillige  Abtreten  seines  Anrechtes  zur  Ver- 
öffentlichung dieser  Vorlesung. 

Breslau  im  September  1866. 


Schröter. 
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Erster  Abschnitt 

ProjektiTlsche  Beziehung  gerader  Punktreihen  und 
ebener  Strahlbflschel  auf  einander. 


§  1.    Grundgebilde. 

Die  sämmtlichen  auf  einander  folgenden  Prnkte  einer  (unend- 
lich langen)  geraden  Linie  nennt  man  eine  gerade  Punk  treibe 
oder  schlechtweg  Punktreihe,  wenn  nur  von  geraden  Punktreihen 
die  Rede  ist.  Die  Gerade  selbst,  deren  Punkte  aufgefasst  werden, 
soll  der  Träger  der  Punktreihe  heissen.  Die  sämmtlichen  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  gehenden  Strahlen  (unendlich  lange 
gerade  Linien)  nennt  man  ein  ebenes  Strahlbüschel  oder 
schlechtweg  Strahlbüschel,  wenn  nur  von  ebenen  Strahlbüscheln 
die  Rede  ist.  Der  Punkt,  durch  welchen  sämmtliche  Strahlen  gehen, 
heisst  der  Mittelpunkt  des  Strahlbüschels.  Die  Punkte  der  Punkt- 
reihe und  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  heissen  Elemente 
dieser  geometrischen  Gebilde. 

§  2.    Frojektivische  Beziehung  der  Grundgebilde 

auf  einander. 

Diese  beiden  einfachsten  geome-  (Fig.  l.) 

trischen  Gebilde  (Punktreihe  und 
Strahlbüschel)  sind  von  gleicher 
Mächtigkeit  und  einfacher  Unend- 
lichkeit, d.  h.  es  giebt  ebenso  viel 
Punkte  auf  einer  Geraden,  als  Strah- 
len durch  einen  Punkt.  Dies  er- 
kennen wir,  indem  wir  die  beiden 
Gebilde  zu  einander  in  Beziehung 
setzen.  Sämmtliche  durch  einen  Punkt  B,  den  Mittelpunkt  eines 
Strahlbüscheis  gehende  Strahlen  a,  b,  c,  d  .  ,  .  x  ,  ,  treffen  eine 
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beliebige  (nicht  durch  B  gehende)  Gerade  %  in  den  resp.  Punk- 
ten abcb  .  .  .  .  X  .  .  (Fig.  1)  und  stellen  eine  derartige  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  beider  Gebilde  her,  dass  jeder  Strahl 
des  Strahibuschels  durch  den  gleichnamigen  Punkt  der  Punkt- 
reihe geht  und  umgekehrt  jeder  Punkt  der  Punktreihe  auf  dem 
gleichnamigen  Strahl  des  Strahlbüschels  liegt.  Zwei  solche  zu- 
sammenliegende Elemente  heissen  entsprechende  Elemente 
und  diese  Lage  der  beiden  Gebilde,  bei  welcher  jeder  Strahl  des 
Strahlbüschels  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe 
geht,  perspektivische  Lage.  Die  durch  die  perspektivische 
Lage  beider  Gebilde  hergestellte  eindeutige  Beziehung  der  Ele- 
mente auf  einander  kann  nun  festgehalten  werden,  während  die 
perspektivische  Lage  aufgehoben  wird  (etwa  dadurch,  dass  das 
Strahlbüschel  B  und  die  Punktreihe  91  beliebig  in  der  Ebene 
verschoben  werden),  aber  die  entsprechenden  Elemente  in  irgend 
einer  Weise  z.  B.  durch  Bezeichnung  mit  gleichlautenden  Buch- 
staben fixirt  werden.  Die  auf  diese  Art  von  der  perspektivischen 
Lage  unabhängig  gemachte  eindeutige  Beziehung  der  Elemente 
beider  Gebilde  auf  einander  heisst  projektivische  Beziehung 
und  die  Gebilde  selbst  projektivisch,  wenn  ihre  entsprechen- 
den Elemente  so  liegen,  dass  jene  in  perspektivische  Lage  ge- 
bracht werden  können. 

§  3.    Unendlloh  entfernter  Punkt  der  Punktreihe  und 
Parallelstrahl  des  Strahlbüschels. 

Die  Zusammengehörigkeit  entsprechender  Elemente  lässt  sich 
bei  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Grundgebilde  auch  so 
auffassen,  dass  man  einen  veränderlichen  Strahl  x  des  Strahl- 
büschels um  den  Mittelpunkt  B  dreht,  wodurch  sein  Schnittpunkt 
X  mit  dem  Träger  %  auf  demselben  fortrückt.  Dabei  tritt  nun 
ein  Mal  der  besondere  Fall  ein,  dass  der  Strahl  x  in  parallele 
Lage  zu  dem  Träger  91  gelangt  und  dadurch  der  Schnittpunkt  x, 
welcher  sonst  immer  eine  bestimmte  angebbare  Lage  auf  %  hatte, 
der  Wahrnehmung  entschwindet  oder,  wie  man  sich  ausdrückt, 
ins  Unendliche  rückt.  Betrachten  wir  den  Strahl  x  kurz  vor  und 
kurz  nach  dieser  parallelen  Lage,  so  wird  der  entsprechende 
Punkt  T  einmal  nach  der  einen  Seite  und  das  andere  Mal  nach 
der  andern  Seite  hin  sehr  weit  entfernt  liegen,  während  es  bei 
der  parallelen    Lage   selbst   zweifelhaft  bleibt;   ob  er  nach  der 
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einen  oder  nach  der  andern  Seite  hin  liegt.  Trotzdem  nehmen 
mv  der  Uebereinstimmung  wegen  an,  dass  auch  der  Parallei- 
strahl  den  Träger  ^  nur  in  einem  Punltte  treffe,  und  nennen 
diesen  (obwohl  er  sich  der  Walirnehmung  entzieht)  den  unend- 
lich entfernten  Punkt  der  Punktreihe,  den  wir  uns  sowohl 
nach  der  einen  Seite  als  auch  nach  der  andern  Seite  hin  liegend 
vorstellen  können.  Der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Geraden  % 
ist  ein  ausgezeichneter  und  bei  Verrücki||g  derselben  unverän- 
derlicher Punkt,  welcher  die  charakteristische  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  jeder  nach  ihm  hingehende  Strahl  mit  der  Geraden 
parallel  ist. 

Der  unendlich  entfernte  Punkt  verbindet  gewissermassen  die 
nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  verlaufenden  Enden  der  geraden 
Linie  und  stellt  eine  Kontinuität  her  entsprechend  der  kontinuir- 
lichen  Drehung  des  Strahles  im  Strahlbüschel. 

§  4.    Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  von  Strahlen 
des  Strählbüschels  und  den  entsprechenden  Punkten 

der  Punktreihe. 

Aus  der  eben  betrachteten  zusammengehörigen  Bewegung: 
der  Drehung  des  Strahles  o;  um  ^  und  dem  Fortrücken  des 
entsprechenden  Punktes  x  auf  ^  ergiebt  sich  zugleich  eine 
Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  entsprechender  Elemente 
oder  des  Drehungssinnes  mit  dem  Richtungssinn.  Der  Strahl  x 
kann  sich  um  den  Mittelpunkt  B  entweder  in  dem  einen  oder 
entgegengesetzten  Drehungssinne  herumbewegen  (^v/^  entweder 
wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  auf  welche  man  sieht,  oder  ent- 
gegengesetzt); dem  entsprechend  muss  der  Punkt  x  entweder 
in  dem  einen  (von  Hnks  nach  rechts)  oder  in  dem  entgegen- 
gesetzten Richtungssinne  (von  rechts  nach  links)  auf  dem  Träger 
^  fortrücken.  Sind  a  und  b  zwei  besondere  Lagen  des  sich 
drehenden  Strahles  x,  so  kann  x  auf  doppelte  Weise  aus  der  Lage  a 
in  die  Lage  b  übergeführt  werden,  entweder  in  dem  einen  oder  ent- 
gegengesetzten Drehungssinne.  Diese  Zweideutigkeit  hört  aber 
auf,  sobald  wir  drei  besondere  Lagen  abc  annehmen  und  ver- 
langen, der  veränderliche  Strahl  solle  von  a  durch  b  nach  c  ge- 
langen (ohne  indessen,  während  er  sich  von  a  nach  b  bewegt, 
in  die  Lage  von  c  gekommen  zu  sein).     Durch  die  Aufeinander- 
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folge  ab  c   ist  der  Drehungssinn  von  x  mit  bestimmt  (Fig.  2). 

/p.    2 )  S^od  ^  ^^^  ^  2^^^  besondere  Lagen 

des  fortruckenden  Punktes  Xt  so 
kann  x  von  a  nach  b  auf  doppelte 
Weise  gelangen,  entweder  direkt 
oder  durch  den  unendlichen  ent- 
fernten Punkt  (§3),  Diese  bei- 
den Wege  haben  entgegengesetz- 
ten Richtungssinn.  Die  Zweideutigkeit  hört  aber  auf,  sobald  wir 
drei  besondere  Lagen  aic  annehmen  und  festsetzen,  der  Punkt  x 
solle  von  a  durch  b  nach  c  gelangen  (ohne  auf  dem  Wege  von  a 
nach  b  die  Lage  c  eingenommen  zu  haben);  durch  die  Aufein- 
anderfolge abc  ist  der  Richtungssinn  von  x  mitbestimmt  (Fig.  3). 
(Fig.  3.)  ^^  ^^^  abc  und  abc  entsprechende  Ele- 

mente der  beiden  projektivischen  Gebilde 


^ — ^mmi   •/  sind,   so  wird,   sobald  durch   die  Auf- 

^        ^         ^  einanderfolge  a&c  der  Drehungssinn  des 

Strahlbuscheis  festgestellt  ist,  durch  die  zugehörige  Aufeinander- 
folge abc  der  Richtungssinn  der  Punktreihe  unzweideutig  mitbe- 
stimmt, und  nehmen  wir  im  Strahlbüschel  den  entgegengesetzten 
Drehungssinn  durch  die  Aufeinanderfolge  acb,  so  wird  durch  die 
Aufeinanderfolge  acb  auch  der  zugehörige  Richtungssinn  in  der 
Puuktreihe  entgegengesetzt.  Durch  diese  Bemerkung  wird  später 
jede  Zweideutigkeit  hinsichtlich  der  Lage  entsprechender  Ele- 
mente aufgehoben. 

§  5.    Doppelverhältniss.    (Anharmonische  Funktion.) 

Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Elemente  der  beiden 
Grundgebilde,  welche  durch  die  perspektivische  Lage  derselben  her- 
vorgerufen wird,  unabhängig  von  letzterer  darzustellen,  suchen  wir 
Beziehungen  auf  zwischen  den  Abständen  beliebiger  Punkte  der 
Punktreihe  und  den  Winkeln,  welche  die  entsprechenden  Strahlen 
mit  einander  bilden,  solchergestalt,  dass  diese  Beziehungen  von 
der  relativen  Lage  der  beiden  Gebilde  unabhängig  sind. 

Seien  al^cb  .  .  .  beliebige  Punkte  der  Punktreihe  31,  so  soll 
nach  dem  Vorgange  von  Möbius  durch  die  Nebeneinanderstellun^ 
der  Buchstaben 

nicht  allein  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  a  und  b  (ihr  Ab- 
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stand)  bezeichnet  werden,  sondern  auch  der  Richtungssinn ,  in 
welchem  die  Strecke  von  a  nach  b  hin  auf  direktem  Wege 
durchlaufen  wird,  so  dass  also 

(I.) ab  +  6a  =  0,   d.  h.  ba  =  —  ab 

ist,  wonach  dann  für  irgend  drei  Punkte  abc  der  Geraden  die 
Gültigkeit  der  Gleichung 

(IL)  .  . .  ab  +  bc=!  ac  oder  ab  +  bc  +  ca  =  0 

allgemein  stattfindet,  mag  der  Punkt  c  zwischen,  a  und  b  oder 
ausserhalb  der  Strecke  liegen,  und  für  irgend  vier  auf  der  Gera; 
den  befindliche  Punkte  abcb  u.  a.  eine  Beziehung  gilt,  die  wir 
nur  desshalb  anführen,  weil  wir  sogleich  von  ihr  Gebrauch  ma- 
chen werden;  da  nämlich 

ab  +  bc  =  ac 
ab      =:  ab  +  bb 
so  folgt 

ah  .  ab  +  bc .  ab  =  ac .  ab  +  ac .  bb 
ab-[a.b  —  ac}  =  ac .  bb  —  b  c .  ab 

(HL)  •  •  •  •   ab.cb  +  bc.  ab  +  ca.bb  =  0. 

Seien  ferner  ab  cd.  .  .  die  entsprechenden  Strahlen  des  mit 
der  Punktreihe  abc...  perspektivisch  liegenden  Strahlbüschels 

B  und  bezeichne 

(ab) 

den  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  a  und  b  von  einem 
veränderlichen  Strahl  x  in  demjenigen  Drehungssinne  von  a  nach 
b  hin  beschrieben,  welcher  übereinstimmt  mit  dem  Richtungs- 
sinne der  Strecke  ab  (§4),  dann  lassen  sich  .  . 
leicht  Beziehungen  ermitteln  zwischen  den  Win- 
keln des  Strahlbüschels  und  den  entsprechen- 
den Abschnitten  auf  der  Punktreihe,  indem 
man  nach  bekannten  Sätzen  der  Elementar- 
geometrie die  Fläche  des  Dreiecks  ^ab  auf 
doppelte  Weise  ausdrückt;  das  aus  B  auf  31  gefällte  Perpendikel 
treffe  in  p,  dann  wird 

Bei .  Bh  .  sin  (ab)  =  Bp  .  ah 
oder 

/^\  ab      Bcl  .  Bh 

^^    '  '   '   ' sin  (ab)  Bp 

Nimmt  man  ein  drittes  Paar  c  und  c  entsprechender  Elemente  hinzu, 
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60  treten  in  gleicher  Weise  zwei  neue  Relationen  hinzu: 

^^1   '   '   '   '   sin  (ac)  B\>     '    sin  (6c)  ßp 

Nur  die  rechten  Seiten  dieser  Beziehungen  enthalten  Stücke, 
welche  von  der  perspektivischen  Lage  beider  Gebilde  abhängen, 
während  die  linken  Seiten  frei  davon  sind ;  es  gelingt  aber  nicht, 
aus  diesen  drei  Gleichungen  (1)  und  (2)  jene  Stucke  zu  elimini- 
ren ;  wir  ziehen  daher  noch  ein  viertes  Paar  entsprechender  Ele- 
mente d  und  b  in  die  Betrachtung  und  erhalten  drei  neue  Rela- 
tionen 

(^\        ftb      Ba.Bh .      bb      ^b.^b .       cb      Bc  ,  Bb 

^^     sin  {ad)  ^  p     '  sin  {bd)  B)/,      '  sin  {cd)  B^ 

Aus  diesen  6  Relationen  (1)  (2)  (3)  können  wir  nun  in  mehr- 
facher Weise  andere  ableiten,  die  unabhängig  sind  von  den  Stücken 
Ba  Bi  Bc  Bi  B)f,  also  bestehen  bleiben,  wenn  die  perspekti- 
vische Lage  aufgehoben  wird;  es  folgt  nämlich  u.  a.  die  Beziehung 

, , X  a c  ,  ob sin  (ac)  ^  sin  {ad) 

^^ bc'*bb        sin  (6c)*  sin  (6rf) 

und  alle  übrigen  Relationen,  wenn  wir  in  irgend  einer  Weise  die 
vier  Punkte  abcb,  in  derselben  Weise  aber  auch  ab  cd  per- 
mutiren. 

Der  Ausdruck    ^'  rr»  welchen  wir  der  Kürze  wegen  mit 

(abcb) 

bezeichnen  wollen,  heisst  das  Doppelverhältniss  (oder  das 
anharmonische  Verhältniss,  die  anharmonische  Funktion)  von  vier 
Punkten,  und  um  die  Bildungsweise  desselben  leichter  zu  über- 
sehen,  nennen  wir  a  und  b  ein  Paar  zugeordneter  Punkte, 
c  und  b  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte;  dann  sind  zur 
Bildung  des  Doppelverhältnisses  die  einfachen  Verhältnisse  der 
Abstände  jedes  Punktes  des  einen  Paares  zugeordneter  Punkte 

von  den  beiden  Punkten  des  anderen  Paares:  ^  und  ^  durch 

bc  bb 

einander  zu  theilen;  welche  von  den  vier  Punkten  übrigens  auf 
diese  Weise  einander  zugeordnet  werden,  ist  an  sich  gleichgültig, 
nur  sollen  bei  der  Bezeichnung  (abcb)  die  beiden  ersten  und 
die  beiden  letzten  als  zugeordnete  Punktenpaare  festgehalten  wer- 
den.   Ebenso  heisst  der  Ausdruck 

sin  (ac)  ^  sin  {ad) 
sin  (6c)  *  sin  {bd) 
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welchen  wir  mit  (ab cd)  bezeichnen,  das  Doppeiv«rhäitniss  von 
vier  Strahlen  des  Strahlbüschels  und  es  werden  dabei  ebenfalls 
a  und  b,  c  und  d  als  zugeordnete  aufgefasst. 
'.    Die  gefundene  Beziehung  (4)  sagt  also  aus: 

Bei  zwei  projektivischen  Gebilden:  einer  Punkt- 
reihe und  einem  Strahlbüschel  findet  zwischen  irgend 
vier  entsprechenden  Elementenpaaren  abcb  und  abcd 
immer  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

(abcb)  =2  (abcd), 

§  6.   Verschiedene  Werthe  eines  Doppelverhältnisses  durch 

Vertauschung  der  Elemente. 

Ehe  wir  aus  dem  gefundenen  Resultat  Folgerungen  ziehen, 
wollen  mr  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhange  die  24  Werthe 
des  Doppelverhältnisses  mit  einander  stehen ,  weiche  wir  erhalten, 
wenn  wir  die  Elemente  desselben  auf  alle  möglichen  Arten  mit 
einander  vertauschen.    Sei  der  Werth  des  Doppelverhältnisses 

^:^  =  (abcl>)  =  Ä: 

so  erkennen  wir  zunächst  aus  der  Bildungsweise  desselben,  dass 

(1)  .  .  .  .  (ab  cb)  =  (6a  bc)  =  (cb  ab)  =  (bc  ba) 

ferner,  da 

ac    ab  1 


bc  *  bb       ^  .  ?i 
bb*  bc 

(2) (abcb)  •  (abbc)  =  l. 

Endlich  giebt  die  Relation  (111)  §  5  zwischen  irgend  vier  Punk- 
ten einer  Geraden : 

ab.cb  +  bc.ab  +  ca.bb  =  0 

folgende  Beziehung  zwischen  Doppeiverhältnissen 

oc,  ob    ,    ob  ,  ob ^ 

bc'  bb  "*"  cb'cb~ 
oder 

(3) (abcb)  +  (acbb)  =  l 

und  hieraus  lassen  sich  die  Werthe  des  Doppelverhältnisses  für 
alle  24  möglichen  Vertauschungen  folgendermassen  durch  einen 
Werth  desselben  k  ausdrücken: 
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^(a^cb)  =  (babc)  =  (cbab)  =  (bcba)  =  k 
(abbc)  =  (bacb)  —  (bcab)  =  (cb6a)  =i- 
(acbb)  =  (cabb)  =  (bbac)  =  (bbca)  =  l—k 
(acbb)  =  (cabb)  =  (bbac)  =  (bbca)  =  ^ 

(abbc)  =  (bacb)  =  (bcab)  =  (cbba)  =  ^ 

[(abcb)  =  (babc)  =  (cbab)  =  (bcba)  =  ;^^- 

Dieselben  Beziehungen  ergeben  sich  für  das  Doppelverhält- 
niss  von  vier  Strahlen  [ah cd)  aus  der  in  §  5  nachgewieseneu 
Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 

(abcb)  =  (a6crf), 

§  7.    Veränderung  des  Werthes  eines  Doppelverhältnisses 
bei  der  Bewegung  eines  seiner  Elemente. 

Für  die  Folge  ist  es  nützlich  zu  wissen ,  wie  sich  der  Werlh 
eines  Doppel  Verhältnisses  verändert,  wenn  eines  seiner  Elemente  alle 
möglichen  Lagen  annimmt',  während  die  drei  andern  festgehalten 
werden.  Nehmen  wir  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
(abcb)  und  lassen  den  Punkt  b  sich  bewegen,  so  bleibt  von  dem 

Doppelverhältnisse  V^'-^l  <^as  erste  Verhältniss  unverändert  und 

es  variirt  nur  das  zweite.     Untersuchen  wir  daher  zunächst,  wie 

sich   das    Verhältniss    ^    verändert,   während   x   alle 

möglichen  Lagen  auf  der  Geraden  ab  einnimmt.  Es 
treten  hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  ein:  entweder 
liegt  X  auf  der  endlichen  Strecke  zwischen  ql\^  oder  auf  einer 
der  beiden  unendlichen  Strecken  ausserhalb  ab;  im  ersten  Falle 
haben  die  Strecken  ax  und  br  entgegengesetzten,  im  zweiten 
Falle  gleichen  Richtungssinn  (§5);  wir  nehmen  daher  im  ersten 

Falle  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  r-  mit  dem  nega- 
tiven Vorzeichen  ( — ),  im  zweiten  Falle  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen (  +  )  und  unterscheiden  dadurch  die  beiden  Gebiete  auf 
der  geraden  Linie^  in  weichen  der  Punkt  x  liegen  kann.  Wenn 
nun  X  mit  a  zusammenlallt,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses 

P  gleich  0,  er  bleibt  negativ,   solange  sich  x  von  a  nach  b  hin 
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bewegt;  er  wird  s=5 —  1,  wenn  x  in  die  Mitte  m  zwischen  a  und 
h  fällt,  wächst  (abi^olut  genommen),  während  a  von  m  nach  h 
geht,   und  wird,   wenn  r  in  I)  hineinfällt,  unendlich  gross  (cx>); 

dabei  liegen  die  absoluten  Werthe  des  Verhältnisses  ^ ,  während 

X  zwischen  a  und  m  liegt,  zwischen  0  und  1,  während  x  zwischen 
m  und  h  liegt,  zwischen  1  und  oo  und  keine  zwei  gleichen  Werthe 
können  vorkommen;  das  Verhältniss  nimmt  also  alle  negativen 
Werthe  von  0  bis  oo  und  jeden   nur  ein  Mal  an;  geht  x  weiter 

über  b  hinaus,  so  wird  ^  positiv  und  nimmt  ab  von  dem  Werth  oo 

an,  welchen  es  in  h  hatte ;  je  weiter  x  gelangt,  desto  mehr  nähert 

sich  der  Werth  des  Verhältnisses  dem  Werthe  +  1,  da  ?^  =  1  +  ?- ; 

'  br  '   hx 

für  den  unendlich  entfernten  Punkt  selbst  wird  daher  das  Ver- 
hältniss den  Grenzwerth  -f  1  annehmen;  gehen  wir  durch  den 
unendlich   entfernten  Punkt  auf    die   andere  Seite   der  Geraden 

et  v 

über  (§3),   so  wird   der  Werth  des  Verhältnisses  r^  <  1,  weil 

jetzt  b  von  x  entfernter  liegt  als  a,  während  es  vorher  umge- 
kehrt  war;   nähert  sich  x  mehr   und   mehr  dem  Punkte  a,   so 

nimmt  der  Wertl^  ^  immer  mehr  ab  bis  zum  Werthe  0,  der  dann 

eintritt,  wenn  x  wieder  mit  a  zusammenfallt.  Für  das  ganze  Gebiet 
ausserhalb  der  Strecke  ab,  welches  durch  den  unendlich  entfernten 
Punkt  in  zwei  Abschnitte  zerfällt,  ist  demnach  der  Werth  des 
Verhältnisses  positiv  und  zwar  auf  dem  einen  Abschnitte  >  1 
(nimmt  von  oo  bis  1  ab),  auf  dem  andern  Abschnitte  <  1  (nimmt 
von  1  bis  0  ab),  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  selbst  -|-  1 ; 
jeder  positive  Werth  des  Verhältnisses  kommt  aber  nur  ein  Mal 

vor.     Im  Ganzen  nimmt  also  das  Verhältnis!^  ^  bei  der  Bewegung 

von  X  alle  positiven  und  alle  negativen  Werthe  von  +  0  bis  +  oo 
und  jeden  nur  ein  Mal  an.  Will  man  vom  Vorzeichen  absehen 
und  nur  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  auffassen,  so  tritt 
ein  solcher  immer  zwei  Mal  auf,  einmal  für  eine  bestimmte  Lage 
zwischen  ab,  das  andere  Mal  ausserhalb  ab;  die  Punkte  gruppiren 
sich  also  dann  paarweise,  wie  z.  B.  der  Mittelpunkt  m  und  der 
unendlich  entfernte  Punkt  dem  Werthe  1  entspricht;  durch  das 
hinzugefügte  Vorzeichen  heben  wir  aber  diese  Zweideutigkeit  auf. 
Hieraus  ergiebt  sich  nun  auch  die  Veränderung  des  Doppel- 
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« 

Verhältnisses  (abcb),  wenn  eines  seiner  Elemente  sich  bewegt 
Sei  b  dies  veränderliche  Element,  so  wird  in  dem  Doppelverhält* 

nisse  ^ :  ^  allein  das  Verhältniss  ~  sich  ändern  und  alle  posi- 

bc    bb  bb  *^ 

tiven  und  negativen  Werthe  durchlaufen;  die  mit  dem  konstanten 

Werthe  ^  multiplicirten  reciproken  Werthe  dieses  Verhältnisses 

werden  daher  auch  alle  positiven  und  negativen  Werthe  in  steti- 
ger Aufeinanderfolge  annehmen  und  jeden  nur  ein  Mal.  Wie  die 
positiven  und  negativen  Werthe  mit  der  Veränderung  von  b  einan- 

der  folgen,    hängt    von    dem  Werthe    des   Verhältnisses  r-  ab, 

welcher  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  c  ausserhalb  ab 
oder  zwischen  ab  liegt: 

1)  Liegen  abc  der  Art:  a  b  '~>  so  ist  ^  positiv 
und  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 

wird  für  b  im  Unendlichen  ^  =  + 

bc 

während  b  von  oo  bis  a  geht  + 
wenn  b  in  a  hineinfällt  =  oo 
während  b  von  a  bis  b  geht  — 
wenn  b  in  b  hineinfällt  =:  0 
während  b  von  b  bis  c  geht  + 
wenn  b  in  c  hineinfallt  =  +  1 
während  b  von  c  bis  ins  Unendl.  geht +. 

2)  Liegen  aBc  der  Art:  ^i"  l  l  ,  so  ist  ^  negativ 
und  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 

wird  für  b  im  Unendlichen  —  =  — 

bc 

während  b  von  oo  bis  a  geht        — 

wenn       b  in  a  hineinfällt  ==  oo 
während  b  von  a  bis  c  geht  + 

wenn       b  in  c  hineinfällt  £=4-1 
während  b  von  c  bis  b  geht  + 

wenn      b  in  b  hineinfällt  ==  0 
während  b  von  b  bis  oo  geht       — . 

Die  beiden  zugeordneten  Punkte  a  und  b,  für  welche,  wenn  b 
hineinfällt,  das  Doppelverhältniss  die  Werthe  oo  und  0  annimmt, 
bilden  die  Uebergänge  von  den  positiven  zu  den  negativen  Wer- 
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then  desselben;  ausserdem  tritt  einmal  der  besondere  Werth  -fl 
auf,  wenn  b  in  c  hineinfällt,  also  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  zusammenfällt  und  für  den  unendlich  entfernten  Punkt 

geht  das  Doppelverhältniss  in  das  einfache  =-  über. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend 
vier  Paar  entsprechenden  Elementen  einer  Punktreihe  und  eines 
mit  ihr  projektivischen  Strahlbüscheis  können  wir  auf  einen  ganz 
gleichen  Verlauf  des  Werthes  von  {ab cd)  schliessen,  wenn  von 
den  vier  Strahlen  einer  z.  B.  d  das  ganze  Strahlbüschel  durchläuft. 

§  8.    Harmonisohe  Elemente. 

Unter  allen  Werthen,  welche  ein  Doppelverhältniss  annehmen 
kann,  giebt  es  einen,  welcher  seines  häufigen  Vorkommens  wegen 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist;  ehe  wir  daher  in  den  allgemei- 
nen Betrachtungen  fortfahren,  wollen  wir  diesen  besonderen  Fall 
näher  ins  Auge  fassen.  Dieser  wichtigste  specielle  Werth  eines 
Doppelverhältnisses  ist  —  1,  und  wenn  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten 

(al6cb)  =  — 1 

ist,  so  heissen  diese  vier  harmonische  Punkte  und  zwar 
a  und  b  zugeordnete  harmonische  Punkte,  ebenso  c  und  b 
zugeordnete;  da  das  Doppelverhältniss  von  vier  harmonischen 
Punkten  —  1  ist,  so  folgt  (§  7),  dass,  wenn  c  zwischen  a  und  ( 
liegt,  nothwendig  b  ausserhalb  ab  liegen  muss  und  umgekehrt, 
dass  also  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zugeordneter 
Punkte  durch  das  andere  Paar  getrennt  wird  und  zwischen  ihren 
Abständen  die  Bedingung  stattfindet 

(I) ^J  +  ?|=Ooder^  +  i-J  =  0 

^^  bc        bb  ba       bb 

oder  die  Verhältnisse  ~  und  ~  haben  gleichen,  aber  entgegen- 
gesetzten Werth.  Aus  den  Beziehungen  in  §  6  ergiebt  sich  für 
Ar  =  —  1 ,  dass,  wenn 

(abcb)  =  — 1 
(abcb)  =  (abbc)  =  (babc)  =  (bacb) 
=  (cbab)  =  (cbba)  =  (bcab)  =  (bcba)  =  —  1, 

dass  man  also  sowohl  ein  Paar  zugeordneter  harmonischer  Punkte 
unter  sich,  als  auch  mit  dem  andern  Paar  vertauschen  kann,  ohne 
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die  harmonische  Eigenschaft  aufzuheben.  Ferner  ergiebt  sich  aus 
§  7,  dass,  wenn  man  irgend  drei  Punkte  aic  auf  einer  Geraden 
willkührlich  annimmt  und  zwei  z.  B.  a  und  h  als  zugeordnet 
auffasst,  nur  ein  einziger  bestimmter  vierter  dem  c  zugeordeter 
harmonischer  Punkt  b  existirt^  weicher,  wenn  c  zwischen  ai  liegt, 
ausserhalb  ab  liegen  muss  und  umgekehrt;  eine  einfache  Kon- 
struktion desselben  allein  mittels  des  Lineals  ergiebt  sich  später 
(siehe  §  9).  Hier  erwähnen  wir  nur  noch  einige  metrische  Be- 
ziehungen, welche  sich  aus  dem  besonderen  Wertbe  —  1  des 
Doppelverhältnisses  ergeben. 

Wenn  nämlich 

(abcb)  =  — 1, 

so  ist  (§6) 

(acbb)  =  ^ 

das  heisst 

ab l_ab 

cb        2  cb 

Schreiben  wir  diese  Beziehung  dergestalt 

ac+  cb 1^  ac  +  cb 

cb      ""2        cb      ' 
so  folgt 

(«) ä=Hä+^} 

das  heisst,  der  reciproke  Werth  desAbstandes  eines  von 
dem  zugeordneten  harmonischen  Punkte  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  den  reciproken  Werthen  der 
Abstände  des  ersten  von  den  beiden  andern  zugeord- 
neten Punkten. 

Ferner  fuhren  wir  die  Mitte  m  zwischen  zwei  zugeordneten 
Punkten  ab  ein,  also 

dann  wird  die  vorige  Relation 

ob ^am mb 

cb        cb  ~  cb  ' 
woraus  folgt 

mg bc 

ab        c^ 

und  durch  Vertauschung  von  a  und  b 

mb oc ma, 

bb  ~  cb~  bb  ' 


(V) { 
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aus  den  beiden  Beziehungen 

mg bc       ma bb 

ab        cb        ac        cb 

folgt  durch  Hinzufugung  von  1  auf  beiden  Seiten 

mb bb       mc cb 

ab        cb       oc       cb 
und  hieraus  folgt: 

(III) (ma)2=(mb)^=m<:.mb 

m Si=0'=C-9' 

Auch  kann  u.  A.  noch  die  Relation  bemerkt  werden: 

ca  .  c6  =  cm  .  cb 
ba.  bb=  bm.  bc 

welche  alle  sich  leicht  in  Worten  ausdrucken  lassen;  ähnliche 
metrische  Relationen  ergehen  sich,  wenn  wir  die  Mitte  n  zwischen 
den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten  c  und  b  einfuhren. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beziehung  III.  für  vier  har- 
monische Punkte:  das  Quadrat  des  Abstandes  der  Mitte 
zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten  von  einem  dersel- 
ben ist  gleichdem  Rechteck  aus  den  Abständen  der  sei- 
ben  Mitte  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten. 

Halten  wir  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  ab  fest,  so  bleibt  auch  deren  Mitte  m  unverän- 
dert; bewegen  wir  dann  c,  so  verändert  sich  mit  ihm  der  vierte 
harmonische  Punkt  b  in  der  Weise,  dass  das  Rechteck  mc  .  mb 
konstant  bleibt.  Wir  können  hierdurch,  während  wir  von  vier 
harmonischen  Punkten  das  eine  Paar  zugeordneteter  Punkte  fest- 
halten, das  ganze  System  von  Paaren  zugeordneter  Punkte  ver- 
folgen, welche  mit  den  beiden  festen  harmonisch  liegen,  und 
merken  insbesondere  zwei  specielle  Fälle:  Ij  wenn  c  in  m  liegt, 
so  liegt  b  im  Unendlichen,  d.  h.  zwei  beliebige  Punkte 
einer  Geraden,  die  Mitte  zwischen  ihnen  und  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  sind  immer  vier  harmoni- 
sche Punkte  und  zwar  die  beiden  ersten  zugeordnet,  die  beiden 
letzten  zugeordnet;  2)  wenn  c  in  (  oder  in  a  hineinfällt,  so  muss 
auch  b  hineinfallen,  d.  h.  wenn  von  vier  harmonischen 
Punkten  ein  Paar  zugordnete  zusammenfallen,  so 
muss  in  diesem  Punkte  auch  einer  des  andern  Paares 
zugeordneter  Punkte  liegen,  oder:  vier  harmonische  Punkte 
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können  insbesondere  so  liegen,  dass  drei  zusammenfallen  und  einer 
abgesondert  ist.  Weil  endlich  mc  .  mb  =  (ma)^  positiv  ist,  so 
müssen  mc  und  mb  gleichen  Richtungssinn  haben,  d.  h.  c  und  b 
immer  auf  derselben  Seite  von  m  liegen;  ivährend  also  c  von  m 
nach  a  fortschreitet,  geht  der  vierte  harmonische  Punkt  b  vom 
Unendlichen  in  entgegengesetztem  Richtungssinne  nach  a  (denn 
je  grösser  von  dem  konstanten  Rechteck  die  eine  Seite  wird, 
desto  kleiner  muss  die  andere  werden),  und  wenn  c  von  th  nach 
(  fortruckt,  bewegt  sich  b  vom  unendlich  entfernten  Punkt  eben- 
falls nach  b  hin  (vergl.  §  7). 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  nun  direkt  übertragen 
auf  vier  Strahlen,  deren  Doppelverhältniss  den  Werth  — 1  hat. 
Solche  vier  Strahlen  ah  cd  eines  Strahlbüschels,  für  welche 

[ahcd]  =  —1 

ist,  heissen  vier  harmonische  Strahlen  und  zwar  a6  zuge- 
ordnete, c^  zugeordnete  Strahlen;  der  Werth  des  Doppel- 
verhältnisses liefert  zwischen  den  Winkeln  die  Beziehung 

,^.  sin  (flc)    ,    sin  (arf)  ^ 

^^ sin  {hc)  "*"  sin  {bd)  ^* 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (§  5)  folgt,  dass, 
wenn  man  irgend  vier  harmonische  Punkte  mit  einem 
Punkt  B  durch  Strahlen  verbindet^  diese  vier  harmo- 
nische Strahlen  sind,  und  wenn  man  irgend  vier  har- 
monische Strahlen  durch  eine  beliebige  Gerade  schnei- 
det, die  vier  Schnittpunkte  vier  harmonische  Punkte 
sind,  zugleich  auch  zugeordnete  Strahlen  die  zugeordneten  Punkte 
enthalten  und  umgekehrt. 

Hiernach  ergiebt  sich  die  relative  Lage  von  vier  harmonischen 
Strahlen  aus  der  von  vier  harmonischen  Punkten.  Zwei  zugeord- 
nete Strahlen  a  b  theilen  nämlich  die  ganze  Ebene  in  vier  Winkel- 
räume, von  denen  zwei  und  zwei  (Scheitelwinkelräume)  gleich 
sind;  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  kann  nun  nicht  In 
dieselben  Scheitelwinkelräume  fallen,  sondern  wenn  der  Strahl  c 
in  das  eine  Paar  Scheitelräume  fällt,  so  muss  der  zugeordnete  d 
in  das  andere  Paar  Neben-Scheitelräume  fallen  oder  wie  man  sich 
kürzer  ausdrückt:  bei  vier  harmonischen  Strahlen  wird  ein  Paar 
zugeordneter  Strahlen  durch  das  andere  Paar  getrennt.  Ferner 
giebt  es  zu  drei  beliebig  gewählten  Strahlen  nur  einen  bestimm- 
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ten  vierten  harmoDischen,  der,  wenn  zwei  als  zugeordnet  fest- 
gesetzt sind,  dem  dritten  zugeordnet  ist.    Ebenso  übertragen  sich 
die  metrischen  Relationen  II,  III,  IV,  auf  vier  harmonische  Strahlen: 
Da 

Bin  (da)    ,    »in  {db)  ^ 

sin  (cfl)         sin  (cb)  "^ 

und 

{da)  s=:  {de)  +  [ca);     (db)  =  {de)  +  {cb) 

bei  festgehaltenem  Drehungssinn,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung 
der  sin  der  Summen 

(2)  .  .  .  .  cotg  {cd)  =  ^  |cotg  {ca)  +  cotg  (c6)}. 

Auch  die  übrigen  metrischen  Beziehungen  zwischen  vier  har- 
monischen Strahlen,  analog  III  und  IV  ergeben  sich,  wenn  man 
mit  m  einen  Halbirungsstrahl  des  Winkels  {ab)  bezeichnet,   also 

{am)  =  (m6)  =  —  {bm)  ==  —  {ma); 
die  Relation  (1)  lässt  sich  dann  so  schreiben 

sin  \{am)  -4"  (>»c)|     i    sin  {(aw)  +  i^d)}  ^ 

sin  htm)  +  {mc)\  "^  sin  Ubm)  +  (mb)\  ~  ^ 

und  giebt  aufgelöst  mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Relationen 

tg  (toc)  —  ig  (ma)    .    ig  (md)-'ig(mä)  __  ^ 
ig  (mc)  +  tg  (ma)    *    tg  (md)  +  ig  (ma) 

ig  (mc)  __  tg  (ma) 
ig  (ma)        ig  (md)' 

(3)  .  .  .  .  tg2  {ma)  =  tg^  (mb)  =  tg  (mc) .  tg  (md). 
Ferner 

sin  Uam)  +  {mc)\  +  sin  Ubm)  +  (mc)\  :=■  sin  (ac)  +  sin  (bc) 

aufgelöst 

2cos  {am) .  sin  {mc)  =  sin  {ac)  +  sin  (bc) 

ebenso 


anderseits 


2 cos  (am)  *  sin  {mdl)  c=:  sin  (ad)  +  sin  (bd) 


2sin  (am)  cos  {mc)  =  sin  (ac)  —  sin  (bc) 
2 sin  (am)  cos  {md)  =  sin  {ad)  —  sin  (bd). 

Es  folgt  aber  aus  (1) 

sin  (ac)  -f-  sin  (bc) sin  (bc)  ,    sin  (ad)  +  sin  (bd) sin  (bd) 

8m(bd)  —  sin(a<;^)        sm  (bd) '    sin  (bc)  —  sin  (ac)        sin  (be)' 

woraus  dann  folgt: 
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/ ,.  sin  2(mc) fsin  (6c)\2 fsin  (ac)^ 

W   '   '   '    '     8in2(jnd)~\sin{bd))    ~\8in(arf)J-  * 

Die  Beziehung  (3)  lässt  ähnlich  wie  (III)  die  Abhängigkeit  eines 
Paares  zugeordneter  Strahlen  von  dem  andern  und  der  Halbirungs- 
linie  ihres  Winkels  erkennen;  halten  wir  ab  und  also  auch  die 
Halbirungslinie  m  des  Winkels  {ab)  fest  und  verändern  c,  so  wird 
auch  der  vierte  harmonische  Strahl  d  sich  bewegen,  aber  das 
Produkt  tg  [mc) .  tg  (md)  konstant  bleiben;  fällt  insbesondere  c  auf 
m,  so  muss  tg  {md)  =  oo  werden,  also  dzum  senkrecht  stehen 
oder  was  dasselbe  sagt:  d  wird  der  Halbirungsstrahl  des  Neben- 
winkels von  (ab).  Wir  schliessen  also:  Wenn  zwei  Strahlen 
den  Winkel  und  Nebenwinkel  zweier  andern  halbiren, 
so  bilden  sie  mit  jenen  vier  harmonische  Strahlen  und 
sind  einander  zugeordnet;  aber  auch  umgekehrt:  Wenn 
von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zugeordnete  zu 
einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die  Win- 
kel der  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen.  (Wir 
erkennen  ferner  leicht,  dass  dieselbe  Relation  (3)  bestehen  bleibt, 
wenn  wir  statt  der  einen  Halbirungslinie  m  des  Winkels  (ab)  die 
andere,  zu  ihr  senkrechte  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels 
setzen).  Fällt  zweitens  bei  der  Bewegung  von  c  dieser  Strahl  auf 
a  oder  b,  so  muss  auch  ^  auf  denselben  fallen,  also:  Wenn  von 
vier  harmonischen  Strahlen  ein  Paar  zugeordneter 
zusammenfallen,  so  muss  auch  einer  des  andern  Paa- 
res hineinfallen,  oder:  vier  harmonische  Strahlen  können  die 
besondere  Lage  haben,  dass  drei  zusammenfallen  und  der  vierte 
abgesondert  liegt.  Hinsichtlich  der  Bewegung  sehen  wir  endlich, 
dass,  während  c  das  Gebiet  zweier  Scheitelräume  des  Winkels  {ab) 
durchstreift,  der  zugeordnete  Strahl  d  das  Gebiet  der  beiden  an- 
dern Neben  -  Scheitelräume  in  entgegengesetztem  Drehungssinne 
durchstreift  und  dass  beide  einmal  in  a,  das  andere  Mal  in  b  zu- 
sammenkommen. 

§  9.    Vorkommen  harmonischer  Elemente  beim  vollstän- 
digen Viereck  und  Vierseit* 

Harmonische  Punkte  und  Strahlen  bieten  sich  bei  sehr  vielen 
geometrischen  Untersuchungen  dar ;  des  Folgenden  wegen  müssen 
wir  auf  ihr  Vorkommen  beim  vollständigen  Viereck  und  Vierseit 
aufmerksam  machen.     Sind  nämlich  c))  Cib^  irgend  virr  Punkte 


_  ^ 
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der  Ebene  (Fig.  5)  (ein  vollständiges  Viereck),  so  giebt  es  drei 
Paar  Verbindungslinien  je  zweier  der-  (Fig.  6.) 

selben  (drei  Seitenpaare)  nämlich 

cb     qbi  die  sich  in  a  treffen  mögen 
CCi     bbi      -       -      -  ^       - 
cbi     qb     -       -      -  ^^     - 

Diese  drei  Schnittpunkte  bilden  das 
sogenannte  Diagonaldreieck  des  vollstän- 
digen Vierecks  und  seine  drei  Seiten 
heissen  die  drei  Diagonalen  des  voll- 
ständigen Vierecks,  seine  Ecken  die  Diagonalpunkte  desselben; 
ziehen  wir  BB^,  welche  Linie  cb  und  C|bi  resp.  in  b  und  b^  treffe, 
so  ist,  weil  die  vier  Strahlen  ^a,  ^b,  jPc,  ^b  die  Gerade  c,bi 
resp.  in  abj^qbi  treffen,  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen 
einmal  gleich  (abcb)  und  zweitens  gleich  (abiqbi)  (§5),   mithin 

(abcb)  =  (abiCibi). 

Die  vier  Strahlen  ^^a,  B^^b^,  ^i^i,  ^ib^  treffen  aber  die  Gerade 
cb  in  den  resp.  Punkten  abbc  und  qb^  in  abiCib],  mithin  ist 

(abiCjbi)  =  (abbc) 
folglich  auch 

(abcb)  =  (abbc). 
Nun  ist  aber  allgemein  (§  6.  2)  (abcb)  (abbc*)  =  1,  folglich 

(abcb)^  =  1, 

(abcb)  selbst  also  +  1  oder  —  1;  den  Werth  +1  kann  dies 
Doppelverhältniss  nach  §  7  nicht  haben,  weil  derselbe  nur  dann 
auftritt,  wenn  zwei  zugeordnete  Punkte  zusammenfallen,  was  hier 
offenbar  nicht  der  Fall  ist,  mithin  muss 

(abcb)=--l 
sein,  d.  h.  (§  8)  die  vier  Punkte  abcb  sind  harmonisch  gelegen, 
ebenso  abiC^b^;  folglich  sind  auch  die  vier  von  B  ausgehenden 
Strahlen  vier  harmonische  Strahlen  und  ebenso  die  vier  durch  B^ 
laufenden  Strahlen;  da  von  den  letzleren  sowohl  die  Gerade  c  c^ 
als  auch  bb^  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  wird,  durch 
welche  die  vier  von  a  ausgehenden  Strahlen  laufen,  so  sind  auch 
die  letzteren  vier  harmonische  Strahlen.  Wir  können  daher  fol- 
genden Satz  aussprechen: 

Beim   vollständigen  Viereck   bilden  in  jedem   der 
drei  Diagonalpunkte  die  beiden  Seiten  und  die  beiden 

Schröter,  Theorie  d.  Keg-elschn.  2 
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Diagonalen,  welche  durch  denselben  gehen,  vier  har- 
monische Strahlen  und  zwar  je  ein  Paar  zugeordnete. 

Dieselbe  Figur  lässt  sich  auch  anders  auffassen:  Wir  können 
die  vier  Verbindungslinien  cb  c^b^  cq  bb^  als  vier  beliebige  Ge- 
rade in  der  Ebene,  ein  vollständiges  Vierseit  ansehen;  diese  vier 
Geraden  schneiden  sich  in  drei  Punktenpaaren,  den  sechs  Ecken 
des  vollständigen  Vierseits  oder  den  drei  Paar  Gegenecken,  nämlich 
B  und  a,  c  und  b^,  b  und  q;  die  drei  Verbindungslinien  dieser  drei 
Paar  Gegenecken  heissen  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits, 
ihre  Schnittpunkte  die  Diagonalpunkte.  Hiernach  lautet  der 
vorige  Satz: 

Beim  vollständigen  Vierseit  bilden  auf  jeder  der 
drei  Diagonalen  die  beiden  Ecken  des  Vierseits  und 
die  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen  vier 
harmonische  Punkte  und  zwar  je  ein  Paar  zugeordnete. 

Es  folgt  hieraus  leicht  eine  Konstruktion  sowohl  des  vierten 
harmonischen  Punktes  als  auch  Strahles  zu  drei  gegebenen  allein 
mit  Hülfe  des  Lineals,  wenn  zwei  als  zugeordnete  angenommen  sind : 

1)  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  abc  gegeben,  und  soll 
der  vierte  harmonische  dem  c  zugeordnete  Punkt  b  gefunden  wer- 
den, während  a  und  (  das  eine  Paar  zugeordneter  Punkte  ist, 
so  ziehe  man  durch  c  einen  beliebigen  Strahl  und  nehme  zwei 
beliebige  Punkte  x  und  y  auf  demselben,  verbinde  xoi,  xi,  ya, 
yi  und  bestimme  die  Schnittpunkte 

{oca,  yh)  und  (a:b,  ya), 

deren  Verbindungslinie  die  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  b  trifft. 

2)  Sind  drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Strahlen  abc  ge-. 
geben  und  man  soll  den  vierten  harmonischen  dem  c  zugeordne- 
ten Strahl  d  finden,  während  ab  das  andere  Paar  zugeordneter 
Strahlen  sind ,  so  ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  c 
irgend  zwei  Gerade,  welche  a  und  b  resp.  in  ab  und  a^bi  treffen; 
dann  giebt  der  Schnittpunkt  (abj,  baj  mit  0  verbunden  den  ge- 
suchten vierten  harmonischen  Strahl  d 

§  10.  Allgemeine  Folgerungen  ans  der  Gleiohheit  der 
Doppelverhältnisae.    Konstruktion  entsprechender  Elemente 

zweier  projektivisoher  Gebilde. 

Die  am  Ende  des  §  5  bewiesene  Gleichheit  der  Doppelver- 
hältnisse  zwischen  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  und  vier 
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Strahlen  eines  Strahlbüscfaels,  welche  durch  jene  gehen: 

(abcb)  =  {abcd) 

liefert  zuvörderst  zwei  aligemeine  Satze,  deren  specielle  Fälle  für 
harmonische  Punkte  und  Strahlen  wir  hereits  angewendet  haben, 
nämlich : 

1)  Zieht  man  durch  ein  beliehiges  Strahlbüschel 
von  vier  Strahlen  abcd  irgend  welche  Gerade  (Trans- 
versalen),  die  jene  resp.  in  den  Punkten  abcb  treffen, 
so  ist'der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb)  immer 
derselbe 

(abcb)  =  const. 

welches  auch  die  Lage  der  hindurchgehenden  Trans- 
versale sei,  nämlich  gleich  dem  Werthe  des  Doppel- 
verhältnisses der  vier  Strahlen  (abcd). 

2)  Verbindet  man  irgend  vier  Punkte  abcb  einer 
Geraden  mit  beliebigen  Punkten  der  Ebene  durch  je 
vier  Strahlen  abcd,  so  haben  diese  Strahlbüschel  im- 
mer dasselbe  Doppelverhältniss 

{abcd)  =i  const. 

welches  auch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  sei,  näm- 
lich das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte  (abcb). 

Da  ferner  diese  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen 
entsprechenden  Elementen  der  beiden  in  perspektivischer  Lage  be- 
findlichen Gebilde  ganz  unabhängig  ist  von  der  perspektivischen 
Lage,  indem  sie  nur  die  Abstände  der  Punkte  und  die  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  enthält,  so  bleibt  sie  auch 
bestehen,  wenn  die  perspektivische  Lage  aufgehoben  wird,  und 
enthält  das  allgemeine  Gesetz  für  die  projektivische  Be- 
ziehung (§  2)  eines  Strahlbüschels  und  ,p.  gv 
einer  Punktreihe  auf  einander.  Wenn  wir 
also  die  Strahlen  eines  Strahlbüschels  und 
die  Punkte  einer  Punktreihe  projektivisch 
auf  einander  beziehen  wollen,  so  dürfen 
wir  drei  Paar  Elemente  abc  und  abc  will- 
kührlich  als  entsprechende  annehmen  (Fig. 
6) ,  denn  erst  zwischen  vier  Paaren  besteht 
die  Bedingung                                                      a         c  ö 

(abcd)  =  (abcb). 

2* 
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Durch  jene  drei  Paar  ist  aber  die  Beziehung  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt;  denn  nehmen  \^'ir  jetzt  einen  beliebigen  vierten 
Strahl  d  des  Sirahlbüschels,  so  ist  der  Werth  von  [ab cd)  gegeben, 
und  da  (abcb)  denselben  gegebenen  Werth  hat,  so  giebt  es  nur 
einen  bestimmten  Punkt  b  (§7),  welcher  diesen  Werth  liefert,  wo- 
fern man  auch  das  Vorzeichen  des  Werthes  von  (abcb)  berück- 
sichtigt.   (Will  man  von  dem  Vorzeichen  absehen,  so  würde  durch 

die   vorige  Gleichung   das  Verhältniss  ^  nur  seinem   absoluten 

Werthe  nach  gegeben  sein  und  die  Lage  des  Punktes  b  wäre  dann 
zweideutig;  ob  aber  b  zwischen  ab  oder  ausserhalb  ab  liegt,  ent- 
scheidet alsdann  die  Uebereinstimmung  des  Drehungssinnes  mit 
dem  Richtungssinn  in  beiden  projektivischen  Gebilden  und  diese 
gestaltet  nur  eine  Lage  von  b;  siehe  §  4).  Demnach  gehört  zu 
jedem  Strahle  d  nur  ein  einziger  entsprechender  Punkt  b  und  auch 
umgekehrt;  lassen  wir  den  Strahl  d  das  ganze  Strahlbüschel  durch- 
streichen ,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  die  ganze  Punktreihe 
durchlaufen.  Wir  können  also  den  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen : 

SämmtlichePaare  entsprechenderElemente  zweier 
projektivischer  Gebilde  (eines  Strahlbüschels  und 
einer  Punktreihe)  sind  vollständig  bestimmt  durch 
drei  Paar  entsprechenderElemente,  welche  willkühr- 
lich  angenommen  werden  können;  zu  jedem  vierten 
Element  des  einen  Gebildes  kann  das  entsprechende 
Element  des  andern  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse 

(a6car)  =  (aber) 

unzweideutig  ermittelt  werden  und  die  beiden  Gebilde 
lasssen  sich  dadurch,  wenn  sie  in  beliebiger  (allge- 
meiner) Lage  sich  befinden,  in  ihre  ursprüngliche  per- 
spektivische Lage  zurückbringen. 

Wir  werden  bald  Konstruktionen  ermitteln,  um  entsprechende 
Elemente  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde,  allein  mittels  des 
Lineals  zu  erhalten.    (Siehe  Ende  des  §). 

Die  beiden  im  Anfange  dieses  §  ausgesprochenen  Sätze  lassen 
sich  nun  in  dem  Sinne  erweitern,  dass  man  an  Stelle  von  vier 
Strahlen  und  vier  Punkten  das  ganze  Strahlbüschel  und  die  ganze 
Punktreihe  treten  lässt  und  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppel- 
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(Fig.  7.) 


Verhältnisse  die  durch  dieselbe  gegebene  projektivische  Beziehung 
entsprechender  Elemente  zweier  Gebilde. 

Wir  sagen,  zwei  Punktreihen  abcb 
...T...  und  aibiCibj...  Ti-..  befinden 
sich  in  perspektivischer  Lage,  wenn  sie 
sich  in  demselben  Strahlbuschel  B  be- 
finden, d.  h.  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  a  ttj ,  6  bi .  . .  r  Xi 
sämmtlich  durch  einen  Punkt  B  laufen 
(Fig.  7);  der  Punkt  B  heisst  dabei  Pro- 
jektionspunkt, die  sämmtlichen  Strah-  %^ 
len  aa^,  bbi,  cq...  Projektions- 
strahlen, diejenigen  Punkte,  welche  auf  demselben  Projektions- 
strahle liegen,  entsprechende  Punkte.  Diese  Beziehung  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  Punktreihen  ist  demselben  Ge- 
setze unterworfen,  wie  die  früher  betrachtete  Beziehung  zwischen 
Strahlbüschel  und  Punktreihe,  dass  nämlich  für  irgend  vier  Paar 
entsprechender  Elemente  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt- 
findet (abcx)  ===  (^^i^iCiTi)  nach  §  10,  1). 

Diese  Beziehung  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn  die  perspekti- 
vische Lage  aufgehoben  wird,  und  heisst  für  die  allgemeine  Lage 
der  beiden  Punktreihen  die  projektivische  Beziehung  derselben, 
oder  die  Gebilde  selbst  projektivisch.  Der  vorhin  für  Strahlbüschel 
und  Punktreihe  ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt  in  ganz 
gleicher  Weise  für  zwei  projektivische 
Punktreihen.    Anderseits  sagen  wir, 

zwei  Strahlbüschel  ahcd.,,x und 

. .  befinden  sich  in 


(Fig.  8.) 


«1  ^1  ^1  ^\ 


Xi 


perspektivischer  Lage ,  wenn  ihfe 
Strahlen  durch  die  Punkte  derselben 
Punktreihe  gehen  oder  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  (aa^) 
(66j)  (cq) . .  (xxi)  auf  derselben  Ge- 
raden 91  liegen  (Fig.  8);  diese  Gerade  heisst  alsdann  der  per- 
spektivische Durchschnitt  der  beiden  Strahlbüschel  und 
immer  zwei  entsprechende  Strahlen,  welche  durch  densel- 
ben Punkt  des  perspektivischen  Durchschnitts  gehen.  Die^fiil« 
Ziehung  entsprechender  Strahlen  der  beiden  Strahlbüscbd'i^ihf  <aifil^ 
ander  ist  demselben  Gesetze  unterworfen,   wie  .«Keiifr-ähetiiKililerH 
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suchte  Beziehung  zwischen  Strahlbuschel  und  Punktreihe ,  dass 
nämlich  für  irgend  vier  Paar  entsprechender  Elemente  die  Gleich- 
heit der  Doppekerhältnisse 

{abcx)  t=  {a^b^c^x^) 
stattfindet  (nach  §  10,  2);  sie  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn 
die  perspektivische  Lage  aufgehoben  wird,  und  heisst  ebenfalls  für 
die  allgemeine  Lage  zweier  Strahlbuschel  projektivische  Be- 
ziehung derselben,  oder  die  Gebilde  selbst  projektivisch.  Der  vor- 
hin für  Strahlbüschel  und  Punktreihe  ausgesprochene  allgemeine 
Satz  gilt  Jetzt  in  ganz  gleicher  Weise  für  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel. 

Wir  haben  hiedurch  eine  eindeutige  gegenseitige  Abhän- 
gigkeit d^r  Elemente  zweier  Gebilde  (mögen  diese  1)  Strahlbuschel 
und  Punktreihe  oder  2)  zwei  Punktreihen  oder  3)  zwei  Strahl- 
büschel sein)  aus  der  perspektivischen  Lage  derselben  abgeleitet 
und  durch  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend 
vier  entsprechenden  Elementenpaaren  unabhängig  von  der  per- 
spektivischen Lage  ausgedrückt,  so  dass  wir  ^  auch  umgekehrt 
schliessen  können: 

Wenn  die  Elemente  zweier  Gebilde  in  der  Weise 
einander  entsprechen,  dass  zwischen  irgend  vieren 
des  einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  an- 
dern die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  stattfindet, 
zugleich  aber  auch  Uebereinstimmung  des  Drehungs- 
sinnes (oder)  und  Richtungssinnes  (§4)  herrscht,  dann 
sind  die  beiden  Gebilde  projektivisch  d.  h.  können  in 
perspektivische  Lage  gebracht  werden. 

Hieraus  folgt  ein  allgemeiner  sehr  häufig  zur  Anwendung 
kommender  Satz:  * 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Gebilden  (Punkt- 
reihen oder  Strahlbüschel)  in  der  Verbindung  mit  ein- 
ander stehen,  dass  das  erste  mit  dem  zweiten,  das 
zweite  mit  dem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten 
u.  s.  f.  das  vorletzte  mit  dem  letzten  projektivisch  ist, 
so  ist  auch  das  letzte  mit  dem  ersten  projektivisch. 

Wir  wollen  hievon  sogleich  eine  Anwendung  machen  zur  Kon- 
struktion entsprechender  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Gebil- 
den, deren  Beziehung  durch  drei  Paar  willkührlich  gewählte  Ele- 
mentenpaare bestimmt  wird: 
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(Fig.  9.) 


— ^ 


a)  Sind  auf  zwei  Geraden  %%  drei  Paar  Punkte  al&c  und 
a|biCi  willkührlich  gegeben  und  sollen  diese  entsprechende  Punkten- 
paare zweier  projektivischeu  Punktreihen  5l5li  sein,  so  ist  durch 
sie  die  ganze  projektivische  Beziehung  fest  bestimmt  und  es  kön- 
nen beliebig  viele  andere  Paare  ent- 
sprechender Punkte  allein  mittels  des 
Lineals  in  folgender  Weise  konstruirt 
werden:  Man  ziehe  aa^  und  nehme  in 
diesem  Strahl  zwei  beliebige  Punkte 
B  und  B^  an  (Fig.  9),  dann  treffen 
sich  Bi  und  B^i^  in  ß,  ferner  Bc 
und  ^^  Ci  in  y;  man  ziehe  ßy  und 
verbinde  irgend  einen  Punkt  §  dieser 
Linie  einmal  mit  B  und  das  andere 
Mal  mit  B^;  wo  diese  Strahlen  31  und  9li  treffen,  hat  man  allemal 
zwei  entsprechende  Punkte  x  und  x^  der  beiden  Punktreihen ;  bewegt 
man  ^  auf  der  Geraden  ßy,  so  erhält  man  dadurch  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Punkte.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion 
ist  mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes  evident,  denn  bezeichnen  wir 
noch  den  Schnittpunkt  von  ßy  mit  aaj  durch  cc,  so  ist  die  Punkt- 
reihe aber.,  projektivisch  mit  der  Punktreihe  aßy^,  weil  beide 
perspektivisch  liegen  (im  Strahlbüschel  ^) ,  ferner  aßy^  projekti- 
visch mit  a^^iCiXi,  weil  beide  perspektivisch  liegen  (im  Strahl- 
büschel B^),  folglich  auch  ai  ex  .  .  projektivisch  mit  a^  i^  Cj  Xi 
w.  z.  b.  w. 

Andere  Konstruktion.  (Fig.  10). 
Strahle  aa^  einen  beliebigen  Punkt  B  an 
und  ziehe  durch  a^  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  von  Bi  und  Bc  resp.  in 
ß  und  y  getroffen  wird;  dann  mögen 
sich  ßi^  und  yCj  in  B^  treffen;  verbin- 
det man  irgend  einen  Punkt  x  der  ersten 
Punktreihe  mit  B  und  trifft  Bxin  ^  die 
Gerade  ßy,  so  wird  B^  §  die  zweite  Punkt- 
reihe in  dem  gesuchten  entsprechenden 
Punkte  Ti  treffen. 

b)  Sind  durch  die  Mittelpunkte  B  und  B^  drei  Strahlenpaare 
abc  und  a^b^c^  willkührlich  gezogen  und  sollen  dieselben  ent- 
sprechende Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlbüschel  B  und  Bi 


Man  nehme  in  dem 

(Fig.  10.) 
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sein,  so  ist  durch  sie  die  ganze  projektiviscbe  Beziehung  vollkom* 
men  bestimmt  und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  allein  mittels  des  Lineals  in  folgender  Weise 
konstruirt  werden:  Durch  den  Schnittpunkt  (a,  a^)  ziehe  man 
zwei  beliebige  Gerade  ^  und  ^^  und  bestimme  die  Schnittpunkte 
(m  =  B  {%€)  =  c  m,b,)  =  i,  {^,c,)  ^  q;  (6bi,  cq)  =  0. 
Jeder  durch  0  gehende  Strahl  trifft  91  und  ^^  in  zwei  solchen 
Punkten  x  und  y^ ,  dass  dieselben  mit  B  und  B^  verbunden  zwei 
entsprechende  Strahlen  xx^  der  beiden  Strahlbüschel  liefern  und 
wir  erhalten  durch  die  Bewegung  der  Geraden  um  0  die  sämmt- 
liehen  Paare  entsprechender  Strahlen.  Der  Nachweis  der  Richtig- 
keit dieser  Konstruktion  sowie  die  Uebertragung  der  zweiten  im 
vorigen  Falle  a)  angegebenen  Konstruktion  wird  für  den  Leser 
ohne  Schwierigkeit  sein. 

c)  Sind  drei  Strahlen  abc  eines  Strahlbüschels  B  und  drei 
Punkte  aiBjCi  einer  Geraden  5li  willkührlich  gegeben  und  sollen 
dies  entsprechende  Elemente  zweier  projektivischen  Gebilde  B,  Sl^ 
sein ,  so  ist  durch  sie  die  ganze  projektiviscbe  Beziehung  vollstän- 
dig bestimmt  und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  entspre- 
chender Elemente  allein  mittels  des  Lineals  in  doppelter  Weise 
konstruirt  werden:  entweder  man  schneide  das  Strahlbüschel  B 
durch  eine  beliebige  Transversale,  wodurch  man  drei  Schnittpunkte 
a6c  auf  derselben  erhält,  suche  nach  a)  zu  abc  und  aib^q  be- 
liebig viele  Elementenpaare  rXi  und  ziehe  Bx,  so  ist  dieses  der 
jedesmal  entsprechende  Strahl  zu  Xi;  oder  man  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  B^  mit  a^BiC^  durch  drei  Strahlen  a^b^c^^  suche 
nach  b)  zu  abc  und  a^b^c^  beliebig  viele  Paare  entsprechender 
Strahlen  xxi;  der  Schnittpunkt  von  x^  mit  Sl^  liefert  denjenigen 
Punkt  Xi,  welcher  dem  Strahle  x  entsprechend  ist 

§  11.     Bedingung    für    die    perspektivische   Lage    zweier 

projektivischer  G-ebilde. 

Zwei  projektiviscbe  Gebilde:  ein  Strahlbüschel  und  eine 
Punktreihe  befinden  sich  dann  in  perspektivischer  Lage,  wenn 
jeder  Strahl  des  Strahlbüschels  durch  den  ihm  entsprechenden 
Punkt  der  Punktreihe  geht  (§  2)  oder  jeder  Punkt  der  Punkt- 
reihe auf  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  des  Strahlbüschels 
liegt.  Dies  ist  der  Fall  für  jedes  Elementenpaar,  sobald 
es   nur   für  irgend   drei   Paar    entsprechender    Elemente    statt- 
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findet,  weil  durch  diese  drei  Paare  die  ganze  projektivische  Be- 
ziehung bestimmt  wird.  Hat  man  daher  ein  Strahlbüschel  und 
eine  mit  ihm  projektivische  Punktreihe  in  irgendwelcher  Lage,  so 
dürfte  es  höchstens  zwei  Mal  vorkommen,  dass  Strahlen  durch  die 
ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen;  denn  käme  es  drei  Mal  vor, 
so  müssten  sämmtliche  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  gehen  und  die  beiden  Gebilde  lägen  perspektivisch. 

Zwei  projektivische  Punktreihen  befinden  sich  in  perspekti- 
vischer Lage,  wenn  die  Verbinclungsstrahlen  sämmtlicher  Paare 
entsprechender  Punkte  (Projektionsstrahlen)  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  (Projektionspunkt)  gehen  (§  10) ;  dies  wird  auch  hier 
für  sämmtliche  Paare  der  Fall  sein,  sobald  es  für  irgend  drei 
Paare  stattfindet,  weil  durch  drei  Paare  die  ganze  projektivische 
Beziehung  bestimmt  wird.  Derjenige  Projektionsstrahl,  welcher 
bei  der  perspektivischen  Lage  der  beiden  Punktreihen  nach  dem 
Schnittpunkte  ihrer  Träger  hingeht,  trifft  sie  in  zwei  zusammen- 
liegenden, im  Schnittpunkte  vereinigten  Punkten ,  welche  entspre- 
chende Punkte  sind;  umgekehrt:  wenn  im  Schnittpunkte  der  Trä- 
ger beider  Punktreihen  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  wird  der  sie  verbindende  Projektionsstrahl  seiner  Richtung 
nach  unbestimmt  oder  kann  jede  Gerade  sein,  die  durch  diesen 
Schnittpunkt  geht;  suchen  wir  daher  den  Schnittpunkt  zweier  be- 
liebiger anderer  Projektionsstrahlen  auf  und  verbinden  ihn  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Träger,  so  können  wir  sagen,  dass  durch 
ihn  drei  Projektionsstrahlen  gehen,  dass  also  die  beiden  Punkt- 
reihen perspektivisch  liegen;  wir  können  daher  für  die  perspek- 
tivische Lage  zweier  Punktreihen  folgende  einfachere  Bedingung 
setzen: 

L  Wenn  zwei  projektivische  Punktreihen  so  lie- 
gen, dass  in  dem  .Schnittpunkte  ihrer  Träger  zwei 
entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so  be4*inden  sie 
sich  in  perspektivischer  Lage,  d.h.  die  Verbindungs- 
linien sämmtlicher  Paare  entsprechender  Punkte  lau- 
fen durch  einen  Punkt. 

In  gleicher  Weise  verhält  es  sich  mit  der  perspektivischen 
Lage  zweier  projektivischer  Strahlbüschel;  dieselbe  findet  dann 
statt,  wenn  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Paare  entsprechender 
Strahlen  auf  derselben  Geraden  liegen,  und  dies  ist  der  Fall,  so- 
bald drei  von  diesen  Schnittpunkten  in  einer  Geraden  liegen;  diese 
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Bedingung  wird  aber  wieder  dadurch  erfüllt,  dass  auf  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  zu- 
sammenfallen, weil  deren  Schnittpunkt  jeder  beliebige  ihrer  Punkte 
sein  kann;  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  zweier  belie- 
biger anderer  Strahlenpaare  enthält  dann  also  drei  solcher  Punkte 
und  die  Gebilde  liegen  somit  perspektivisch;  also: 

II.  Wenn  zwei  projektivische  Strahlbüschel  so  lie- 
gen, dass  auf  die  Verbindupgslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen,  so  be- 
finden sie  sich  in  perspektivischer  Lage,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  sämmtlicher  Paare  entsprechender 
Strahlen  liegen  auf  einer  Geraden. 

Diese  beiden  Sätze  werden  in  der  Folge  die  häufigste  An- 
wendung finden ;  beispielsweise  wollen  wir  ein  Paar  geometrische 
Sätze  aus  ihnen  ableiten: 

Werden  zwei  sich  in  cc  treffende  Gerade  von  drei  durch  einen 
Punkte  gehenden  Strahlen  in  den  Punkten  aby  und  «i^iy!  ge- 
troffen (Fig.  11)  und  nehmen  wir  auf  yy^  zwei  beliebige  Punkte 
cc^  an,  so  werden,  weil  die  Punkte  aaby  und  c[a^b^y^  perspekti- 
visch liegen,  wenn  wir  c  mit  den  ersteren  und  Cj  mit  den  letzte- 
ren verbinden,  in  c  und  c^  zwei  projektivische  Strahlbüschel  von 
je  vier  Strahlen  entstehen;   diese  haben  aber,  weil  cy  und  c^y^ 

zusammenfallen  auf  cc^  nothwen- 
'  *^'     *^  dig  perspektivische  Lage  (I) ,  mit- 

hin liegen  die  drei  Schnittpunkte 
[ca,  c^a^)  {cb,  c^b^)  und  cc  oder 
(ab,  a^b^)  in  einer  Geraden  d.  h. 
Wenn  zwei  Dreiecke  abc 
und  üib^c^  so  liegen,  dass 
die  Verbindungslinien  ih- 
rer Ecken  aa^^  6&j,  cq  durch 
einen  Punkt  laufen,  dann 
liegen  die  Schnittpunkte 
ihrer  korrespondirenden  Seiten 

{ab,  «i^t)  {bc,  b^Cy)  {ca,  c^a^) 

auf  einer  Geraden. 

Der  in  derselben  Weise  abzuleitende  gleichlaufende  Satz  ist 
zugleich  der  umgekehrte  von  diesem: 
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Wenn  zwei  Dreiecke  a6c  und  a^b^c^  so  liegen,  dass 
die  drei  Schnittpunkte  ihrer  Seiten  (ab,  a^bi)  (6c,  ä^c,) 
und  [ca,  c^a^)  auf  einer  Geraden  sich  finden,  so  laufen 
die  Verbindungslinien  ihrer  korrespondirenden  Ecken 
aa^,  bbi,  cc^  durch  einen  Punkt. 

Denkt  man  sich  noch  ein  drittes  Dreieck  6(2^2^2  ^^  gelegen 
(perspektivisch),  dass  aa^aj,  bbib2^  cc^c^  in  je  einer  durch  den 
Punkt  B  gehenden  Geraden  liegen,  so  kommt  der  vorige  Satz  drei 
Mal  zur  Anwendung  und  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Sei- 
tenpaare liegen  drei  Mal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese 
drei  Geraden  laufen  wieder  durch  einen  Punkt;  bezeichnen  wir 
nämlich  diese  Schnittpunkte  in  mehr  symmetrischer  Weise: 

(ft^q,  62^2)  =  «     (^2^2»  ^^)  =  «1     (^^»  ^^i)  =  ^2 

(Cj  «1 ,   C2  «2)  =  /^       (<^2«2»     C^)=ßl       (<^ «  »    <^1  «l)  = /^2 

(«i&i,  «2*2)  =  Y   («2^2»  «*)  =  Yi   («^'  «1*1)  =  n 

SO  liegen  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  aßy  als  auch  0;^  ß^  y^ 
und  ci2ß2?2  ^^  J^  einer  Geraden f  fassen  wir  nun  die  beiden  Dreiecke 
aa^a^  und  ßß^ßi  ^^^>  ^^  ergiebt  sich  aus  dem  Schema,  dass 


er  Ky  identisch  ist  mit  ^2^2 
ciyCt^         -  '      '     b  c 

a^a  -  -       -     byCy 


ß  ßy  identisch  mit  ^2^2 
ßiß2         '  -     c  a 

ßiß  -  -     ^i«i 


folglich  der  Schnittpunkt 

(a  a^,  ß  j3j)  identisch  mit  €2 

(«2«  »  ß2ß)  •  -     ^1- 

Da  nun  ccyC2  in  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  dem 
vorigen  Satze  aß,  cc^ß^,  «2/^2  sich  in  einem  Punkte  treffen.  Wir 
haben  daher  folgenden  Satz: 

Wenn  auf  drei  durch  einen  Punkt  0  gehenden 
Strahlen  sich  die  Ecken  von  drei  Dreiecken  abc^  a^b^c^, 
02^2^2  so  gelegen  vorfinden,  dass  »»^«2,  bbyb2,  cCyC2  in 
je  einem  Strahle  liegen,  dann  werden  von  den  Schnitt- 
punkten korrespondirender  Seiten: 

(^1  ^1 »  ^2  ^2)  =  '"f    (^2  ^2 » ^  ^)  =^  '^i     (^  ^ »  ^1  ^1)  =  ^2 

(C^a^,    0302)  f==*  ß      (^2«2'    ^«)  =  ßi       (^«'  ^l«l)  =  1^2  * 
(«1  61,    «2^2)  =  y       («2^2»    «^)  =  Yi       («^>   «1^)  =  ^2 

die  Punkte:  aßy,  f^ißiyi»  «2/^2^2  ^^  J®  einer  Geraden  lie- 
gen und  diese  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  Q  laufen. 
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Diese  Figur  liefert  ein  eigenthümliches  Arrangement  von 
15  Geraden  und  20  Punkten  in  der  Art,  dass  immer  4  von  den 
20  Punkten  auf  einer  der  15  Geraden  liegen  und  immer  3  von 
den  15  Geraden  durch  einen  der  20  Punkte  laufen.  Die  20  Punkte 
entsprechen  sich  ferner  paarweise  in  der  Art,  dass,  wenn  man 
von  irgend  einem  ausgeht,  die  drei  durch  ihn  gehenden  Geraden 
und  die  auf  letzteren  gelegenen  Ecken  dreier  Dreiecke  aufsucht, 
die  angegebene  Konstruktion  zu  einem  bestimmten  anderen  Punkte 
des  Systems  führt,  ebenso  wie  man  von  0  zu  Q  gelangt.^) 

§  12.   Besondere  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Pnnkt- 
reihen.  Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 

Unter  allen  Paaren  entsprechender  Punkte  bei  zwei  pro- 
jektivischen Punktreihen  giebt  es  einige  von  besonderer  Eigen- 
thümlichkeit,  welche  ihrer  Bedeutung  wegen  näher  untersucht 
werden  sollen;  bei  jeder  Geraden  ist  der  unendlich  entfernte 
Punkt  von  besonderem  Interesse,  weil  er  seine  Eigenthümlichkeit 
nicht  verändert,  wenn  die  Gerade  irgendwie  ihre  Lage  verändert 
(§  3).  Nennen  wir  bei  zwei  projektivischen  Punktreihen  2l9li  den 
unendlich  entfernten  Punkt  der  einen  q,  den  der  andern  r^  so 
werden  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q^  und  r  von  besonde- 
rer Bedeutung  sein.  Denken  wir  uns  die  beiden  Punktreihen  in 
perspektivische  Lage  gebracht,  wodurch  die  unendlich  entfernten 
Punkte  sich  nicht  ändern,  und  sei  ^  der  Projektionspunkt  für  die 

rFii.  12^  ^  perspektivische    Lage 

^    ^'     '^  ^^  (Fig.  12),    so  treffen 

die  durch  B  zu  den 
Trägern  der  beiden 
Punktreihen  gezoge- 
nen Parallelen  jene  in 
den  beiden  Punkten  r 
und  q^.  Die  durch  diese 
"^  Buchstaben  r,  qj  sank- 

tionirten    ausgezeichneten    I^unkte    heissen    daher    die   Durch- 
schnittspunkte  der  Parallelstrahlen  und  §ind  nichts  an- 


*)  Auf  diese  Figur  hat  zuerst  Hesse  (im  Grell  eschen  Journal  für 
reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  41  Seite  270)  aufmerksam  ge- 
macht und  gezeigt,  dass  dieselbe  bei  der  Steiner  sehen  Erweiterung 
des  Pascalschen  Satzes  auftritt  (§28). 
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(leres  als  die  den  unendlich  entfernten  Punkten  ent- 
sprechenden Punkte;' sie  bleiben  unverändert,  wenn  die  per- 
spektivische Lage  aufgehoben  wird ,  weil  die  unendlich  entfernten 
Punkte  selbst  q  und  r^  sich  nicht  ändern.  Es  könnte  scheinen, 
als  ob  das  bei  der  perspektivischen  Lage  in  dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Träger  vereinigt^  Paar  eei  ein  ausgezeichnetes  Paar  ent- 
sprechender Punkte  wäre;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  es 
seine  Eigenthümlichkeit  mit  der  Aufhebung  der  perspektivischen 
Lage  verliert  und  jedes  andere  Paar  entsprechender  Punkte  ver- 
einigt ebenfalls  perspektivische  Lage  hervorruft.  Nehmen  wir 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  xXi  und  ^^^  und  die 
besonderen  Paare  rtj,  qq^,  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Dop- 
pelverhältnisse 

(^9tq)  =  (ri9itiq,) 

da  nun  q  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  ersten  Geraden  ist 
und  allgemein 

^q       ^q  "'"    ' 
so  wird  für  ^q  =  cx) 

^  =1,  ebenso  ^*  =  1, 

mithin 

^)t      r,qi' 
oder 

XX.  qirr=r9.qi9,; 

halten  wir  also  ein  Paar  \)\)^  fest  und  verändern  das  andere  Paar 
xxi,  so  bleibt  dieses  Rechteck  konstant 

rx  .  qjTi  =  const. 

und  wir  sehen  das  ganze  System  entsprechender  Punkte  vermit- 
telst der  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  durch  eine  viel 
einfachere  Relation  mit  einander  verbunden,  als  es  die  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse  war,  denn  es  gilt  der  Satz: 

Bei  zwei  projektivischen  Punktreihen  ist  das 
Rechteck  aus  den  Abständen  irgend  eines  Paares  ent- 
sprechender Punkte  von  den  Durchschnittspunkten 
der  Parallelstrahlen  unveränderlich. 

Dieses  konstante  Rechteck  soll  „Potenz  der  projektivi- 
schen Beziehung"  genannt  werden. 
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Sobald  man  also  zu  irgend  einem  Punkte  x  den  entsprechen- 
den Punkt  Xi  bestimmen  will,  wird  man  nur  nöthig  haben,  die 
andere  Seite  eines  Rechtecks,  dessen  eine  xx  ist  und  dessen  In- 
halt durch  die  projektivische  Beziehung  gegeben  ist,  zu  ermitteln 
und  dieselbe  von  q^  auf  die  andere  Gerade  =  q^  Ti  abzutragen ; 
es  entsteht  dabei  aber  noch  die  Zweideutigkeit,  ob  diese  Strecke 
nach  der  einen  oder  andern  Seite  hin  abzutragen  sei  oder  wel- 
cher von  den  beiden  so  erhaltenen  Endpunkten  der  wirkliche  dem 
X  entsprechende  Punkt  Xi  sein  wird.  Diese  Zweideutigkeit  wird 
gehoben  durch  die  Nothwendigkeit  de;*  lieber  einstimm  ung  des 
Richtungssinnes  bei  zwei  projektivischen  Punktreihen.  Die  Punkte 
T  und  q^  theilen  nämlich  jeder  die  beiden  Träger  in  zwei  unend- 
lich lange  Hälften,  welche  einzeln  einander  entsprechen;  dies 
erkennen  wir,  indem  wir  von  der  perspektivischen  Lage  aus- 
gehend, um  den  Projektionspunkt  B  einen  veränderlichen  Strahl 
drehen,  welcher  immer  zwei  entsprehende  Punkte  auf  den  beiden 
Trägern  fixirt  (Fig.  13) ;  während  also  x  die  eine  Hälfte  31  von  r 
bis  q  {od)  durchläuft,  muss  Xi  eine  bestimmte  Hälfte  ^i  des  zwei- 
ten Trägers  von  r^  (od)  bis  qj  durchlaufen,  und  wenn  x  die  zweite 

Hälfte  ©  von  q  (oo)  bis  r 
durchläuft,  wird  Xi  die  andere 
entsprechende  Hälfte  von  q^ 
bis  Xi  (oo)  durchlaufen;  diese 
Hälften  aber  entsprechen  so 
einander,  dass  Punkte,  die  auf 
der  Hälfte  %  liegen ,  ihre  ent- 
sprechenden nur  auf  der 
Hälfte  %  haben  (nicht  auf 
der  andern)  und  Punkte,  die  auf  der  Hälfte  S3  liegen,  ihre  ent- 
sprechenden nur  auf  93i  haben.  Die  vorhin  aufgetretene  Zweideutig- 
keit ist  also  gehoben  und  es  bliebe  nur  noch  zu  bestimmen,  wie 
die  entsprechenden  Hälften  aus  der  gegebenen  projektivischen 
Beziehung  zu  ermitteln  seien  bei  nicht  perspektivischer  Lage.  Die 
ganze  Beziehung  ist  bestimmt,  sobald  rq^  und  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  xXi  gegeben  sind,  denn  diese  vertreten  in 
der  That  drei  Paar  entsprechender  Punkte  xx^,  qq^,  xXi»w^eIche 
bekanntUch  die  projektivische  Beziehung  vollständig  bestimmen 
(§  10);  verfolgen  wir  nun  den  unzweideutig  bestimmten  Rich- 
tungssinn (§  4)   von  r  durch  x  nach  q  {od)  und   nennen  diese 
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Hälfte  ^,  SO  ist  dadurch  der  Richtungssinn  von  r^  (oc)  durch  Xi 
nach  q^  unzweideutig  mitbestimmt,  also  die  entsprechende  Hälfte 
^1  gefunden;  die  beiden  andern  Hälften  sind  dann  natürlich  auch 
entsprechende  S3  und  93p  oder  kürzer,  diejenigen  Hälften,  auf 
welchen  das  eine  gegebene  Paar  xXi  liegt,  sind  entsprechende. 

Das  Rechteck  mit  konstantem  Inhalt  und  veränderlichen  Sei- 
ten kann  insbesondere  ein  Quadrat  werden  und  die  Seite  dieses 
Quadrates  auf  die  entsprechenden  Hälften  von  r  und  von  q^  aus 
aufgetragen,  liefert  zwei  besondere  Punktenpaare,  welche  zwar 
von  Steiner  keine  eigenen  Namen  empfangen  haben,  aber  durch 

die  Buchstaben 

g  und  öl ,  J^  und  l^^ 

(Fig.  12)  sanktionirt  sind;  es  ist  also 

rö  =  qiÖi  =  ^t  =  §iqi 

XX.  qiXi  ==  (rö)2  =  (r^)2. 
Selbstverständlich  behalten  die  besonderen  Punkte  ^^^  und  l^j^i 
ihre  Eigenthümlichkeit  bei  Aufhebung  der  perspektivischen  Lage 
und  sind  daher  ebenso  wie  r  und  q^  ausgezeichnete  Elemente; 
ihre  Konstruktion  wird  in  elementarer  Weise  mittels  eines  Kreises 
leicht  zu  bewerkstelligen  sein. 

Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks  ergiebt  sich 
für  irgend  zwei  Paar  entsprechender  Punkte 

tT.  qiXi  =  r9.  q,9i 
die  Proportion 

tx  =  Mi  oder  ^  =  ^^' 
woraus  durch  Hinzufügung  von  1  auf  beiden  Seiten  folgt 

Vi^i        J^i^i        ^iQi 

und  dies  führt  zu  einem  bemerkenswerthen  Verhalten  von  Paaren 
entsprechender  Punkte.  Es  lassen  sich  nämlich  hiernach  solche 
Paare  x^  von  Punkten  der  einer  Punktreihe  ermitteln,  dass  die 
entsprechenden  Punkte  r^^^  eine  gleiche  Strecke  einschliessen, 
oder  kürzer:  es  lassen  sich  gleiche  entsprechende  Strecken  auf 
den  Trägern  der  beiden  Punktreihen  finden;  in  der  That,  damit 
Xt^  :=3  Xit^i  sei,  ist  es  nur  nothwendig,  dass 

also  auch 
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sei,  d.  h.  wenn  wir  eine  Slrecke  von  beliebiger  Grösse  von  r 
aus  abiragen  =  xx  und  dieselbe  Strecke  von  q^  aus  auf  dem 
zweiten  Träger  =  q^  ^^ ,  alsdann  zu  x  und  ^^  die  entsprechenden 
Punkte  Xi  und  ^  bestimmen,  so  ist  die  Strecke 

Wegen  der  willkulirlichen  Grösse  der  Strecke  xx  und  der  Zwei- 
deutigkeit, wonach  dieselbe  Strecke  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen abgetragen  werden  kann,  erhalten  wir  auf  den  beiden 
projektivischen  Punktreihen  ein  doppeltes  System  entspre- 
chender gleicher  Strecken;  tragen  wir  nämlich  eine  Strecke 
von  beliebiger  Länge  auf  die  erste  Gerade  von  t  aus  nach  beiden 

Seiten  hin  auf 

ar  =  rb 

und  dieselbe  Strecke  auf  die  zweite  Gerade  von  q^  aus 

Ciqi  =  qil),  =ra  =  br 

und  bestimmen   die  vier  entsprechenden  Punkte  aj^^cb»   so  ist 
nicht  nur 
(1) rac  =  a,q 

sondern  auch 
^^^^ lab  =  l)iai. 

(Fig.  14.) 


Weil  nämlich  (Cibiqiti)  =  —  1  dies  also  vier  harmonische  Punkte 
sind,  da  q^  die  Mitte  von  Cibj  und  r,  im  Unendlichen  ist  (§  8), 
so  muss  auch  (cbqr)  =  —  1,  also,  da  q  im  Unendlichen  liegt,  r 
die  Mitte  von  cb  sein;  aus  gleichem  Grundeist  qj  die  Mitte  von 
a^^i;  wir  haben  nun 
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ca  ==  bb  =  fcibi 
ar  =i>iq, 

xi  =  qi  c, 


und  auf  gleiche  Weise 


cb  =  b^  Ci 


ba^Oibj 

und  verändern  wir  die  willkührlich  angenommene  Länge  ra,  so 
erhalten  wir  das  ganze  doppelle  System  entsprechender  gleicher 
Strecken.     Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

Bei  zwei  projektivisc  hen  Punktreihen  giebt  es 
zwei  Systeme  von  Paaren  entsprechender  gleicher 
Strecken;  jedes  Paar  des  einen  Systems  hat  seine  bei- 
den Endpunkte  auf  denselben  entsprechenden  Hälften 
der  beiden  Träger  (schliesst  also  die  Punkte  r  und  q, 
aus);  die  besonderen  Punkte  9  undgj  repräsentirenzwei 
gleiche  entsprechende  Strecken  von  demWertheO,  eben- 
so ^  undl^, ;  dieSt  recken  rq  undr^qi  habendenWerthcx); 
die  entsprechenden  gleichen  Strecken  dieses  Sy- 
stems nehmen  also  alleWerthe  von  0  bis  cx)  an;  Jedes 
Paar  des  andern  Systems  hat  dagegen  seine  beiden 
Endpunkte  auf  entgegengesetzten  Hälften  der  beiden 
Träger  (schliesst  also  die  Punkte  r  und  qj  ein)  und 
die  entsprechenden  Strecken  dieses  Systems  nehmen 
nur  Werthe  an  zwischen  91^=1^191  und  rq  :==  qiT^  =  00. 
Jeder  Punkt  einer  Punktreihe  ist  ein  Endpunkt  für 
zwei  Paar  entsprechende  gleiche  Strecken,  deren  ei- 
nes dem  einen,  das  andere  dem  andern  Systeme  an- 
gehört und  deren  Konstruktion  oben  angegeben  ist. 

Wir  werden  später  eine  wichtige  Anwendung  hiervon  zu 
machen  haben  (§  16). 

§  13.  Besondere  Elemente  bei  zwei  projektivischen  Strahl- 
büscheln.   Doppeltes  System  entsprechender  gleicher 

Winkel. 

Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  entsprechender  Strahlen 
bei  zwei  projektivischen  Strahlbüscheln  giebt  es  einige  von 
besonderem  .Interesse  und  von  ähnlicher  Bedeutung,  wie  bei 
zwei  projektivischen  Punktreihen  die  Punkte  xx^,  qq^,  991  und 
1^1^,    (§   12);    das  ganze   Doppelsystem    entsprechender    gleicher 

Schröter,  Theorie  d.  Keg-elschn.  3 
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Strecken  findet  sich  hier  wieder  als  System  entsprechender 
gleicher  Winkel,  und  so  wie  dort  die  unendlichen  Strecken 
rq  und  r^q^  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  so  sind  es  hier  die 
Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel;  denken  wir 
uns  nämlich  die  beiden  projektivischen  Strahlbüschel  BB^  in  per- 
spektivische Lage  gebracht,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  in  dem 
ersten  Strahlböschel  uur  zwei  besondere  zu  einander  rechtwinkelige 
Strahlen  s,  t  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  entsprechenden 
Strahlen  s^t^  auch  zu  einander  rechtwinkelig  sind;  diese  heissen 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  und  können  bei 
der  perspektivischen  Lage  so  ermittelt  werden,  dass  wir  uns  einen 
Kreis  durch  B  und  B^  gelegt  denken,  welcher  den  perspektivi- 
schen Durchschnitt  der  beiden  Strahlbüschel  zum  Durchmesser 
hat,  dessen  Mittelpunkt  also  der  Punkt  sein  würde,  in  welchem 
die  in  der  Mitte  von  BB^  auf  dieser  Verbindungslinie  errichtete 
Senkrechte  den  perspektivischen  Durchschnitt  trifit;  es  giebt  da- 
her im  Allgemeinen  nur  einen  solchen  Kreis  (ausser  wenn  der 
perspektivische  Durchschnitt  selbst  in  der  Mitte  von  BB^  auf 
dieser  Verbindungslinie  senkrecht  stände).  Dieser  Kreis  triffL  den 
perspektivischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  &  und  t,  welche 
mit  B  und  B^  verbunden  diese  besonderen  Strahlenpaare  ss^ 
und  it^  liefern  (Fig.  15).     Da  diese  Eigenschaft  der  besonderen 

(Fig.  15.) 


Paare  ss^  und  it^  unabhängig  von  der  perspektivischeniLage  ist, 
so  giebt  es  auch  bei  zwei  projektivischen  Strahlbüschelu  nur  eiii 
Paar  entsprechende  rechte  Winkel,  deren  Schenkel  eben  durch 
die  Buchstaben  st  und  s^i^  bezeichnet  werden. 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xa:^ 
und  yy^,  so  wird  sich  wegen  der  besonderen  Eigenthümlichkeit 
der  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse 

{stxy)  =  {sitiX^y^} 
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wesentlich  vereinfachen 

sin  (sx)  ^  sin  (sy)        sin  («lOJi)  ^  sin  (äi^i) 
sin  {tx)  '  sin  {ty)         sin  {t^x^)  *  sin  (/i^i) 

tg(to)         tg(^,a:i)         tg(«,y,)         tg{sy) 

also 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  das  Paar  yyi  festhalten  und  das 
andere  Paar  entsprechender  Strahlen  der  projektivischen  Bezie- 
hung gemäss  verändern,    das  Produkt   der   Tangenten  konstant 

bleibt 

tg(/ir) .  tg(Äj  iTi)  =  const., 

d.  h.  bei  zwei  projektivischen  Strahlbüscheln  ist  das 
Produkf  aus  den  Tangenten  derjenigen  Winkel,  wel- 
che irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  mit  den  un- 
gleichnamigen Schenkeln  der  entsprechenden  rech- 
ten Winkel  (/ÄjOder  auch  ^/])  bilden,  von  unveränder- 
lichem Werthe.  Dieser  Werth  ist  in  dem  einen  Falle 
der  reciproke  von  dem  im  andern  Falle,  weil 

1  ♦ 

•^     '       öv  1    1;         tg(*x)  .tg(t^x^) 

Durch  dieses  konstante  Produkt,  welches  an  Stelle  der  Gleich- 
heit der  Doppelverlrältnisse  tritt,  wird  mit  Hülfe  der  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  eine  einfachere  Relation  zwischen 
entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projektivischen  Strahlbüschel 
hergestellt  und  es  Hesse  sich  leicht  eine  einfache  Konstruktion 
entsprechender  Strahlen  daraus  ableiten,  wenn  man  noch  die 
Uebereinstimmung  des  Drehungssinnes  berücksichtigte.  Ohne 
hierauf  näher  einzugehen,  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  Fak- 
toren des  einen  sowohl  wie  des  andern  konstanten  Produktes 
einander  gleich  werden  können,  das  Produkt  also  in  ein  Quadrat 
übergeht  und  zwar  giebt  es  zwei  besondere  Strahlenpaare 

g  und  g^ ,   h  und  h^ , 
für  welche  dieser  Fall  eintritt: 

tg  [tx)  .  tg  [s^  X^j  —  tg2  [ig]  =  tg2  [s^g^) 

=  tg2(/Ä)  =  tgM^iÄi). 

Für  diese  besonderen  Strahlenpaare  ist: 

3* 
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[ig)  =  [hgi)  =[ht)=  (h,  s,)    (Fig.  15). 

Endiicli  giebt  es  auch  bei  zwei  projektivischen  Strahlbüscheln 
ein  doppeltes  System  von  entsprechenden  gleichen 
Winkeln,  zu  welchen  uns  eine  analoge  Betrachtung  wie  in  §  12 
führt.     Aus  der  allgemeinen  Relation  folgt  nämlich 

tg  {t  y)  ___  tg(a?tg,)  ^^j  hieraus  ^iL^H"Ji^)  =  ^gC^i^O  +  ^gfa-Vt) 

tg(a?/)         tg(Ä,y,)  tg(a?0  tg(«,y,) 

also 

tg  (xy)  __,  ts{s^y^)  ^  l—    tg(a?0  -  tg(<y) 
tg  (a^i^i)  tg  (^0       1— tg  (a?!*,)  •  tg  («,y,) 

Sollen  nun  zwei  Strahlen  xy  des  einen  Strahlbüschels  dieselben 
Winkel  einschliessen,  als  die  entsprechenden  x^yi  des  andern,  so 
muss  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  1  sein»  d.  h. 

lg  (^1  y i)  -  tg  (^  0  •  tg  (^ y)  tg  (^1  y i)  =  tg  (^  0  -  tg  (^1  yi)  tg  {x  t)  tg  [x^  s^), 

woraus  folgt,  weil 

tg  [ty) '  tg  («1  yi)  =  ig  (tx)  tg  (5,  ir,) 

=  tg  (ar,  /j)^ 
tg(a;Ä) 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  einfache  Konstruktion  solcher  Paare 
von  Strahlen  und  ihrer  entsprechenden ,  welche  gleiche  Winkel  ein- 
scbliessen;  man  trage,  nachdem  man  die  Schenkel  der  entsprechen- 
den rechten  Winkel  ss^tt^  bestimmt  hat,  einen  Winkel  von  be- 
liebiger Grösse  an  den  Strahl  s,  sowohl  nach  einer  wie  auch 
nach  der  andern  Drehrichtung  hin  an  und  erhält  dadurch  zwei 
Strahlen  a  und  h,  denselben  Winkel  trage  man  zweitens  an  den 
Strahl  i^  nach  beiden  Seiten  an  und  erhält  dadurch  c^  und 
d^'y  sucht  man  alsdann  die  entsprechenden  Strahlen  a^h^cd  zu 
Jenen  vieren,  so  bilden  folgende  Paare  gleiche  Winkeh 

^  ^ \{hd)=[h^d,) 

Verändert  man  die  willkührlich  angenommene  Grösse  des  anzu- 
tragenden  Winkels,    so   liefern   (1)  und  (2)   zwei   Systeme   von 


Itg  (ty)   ==  »8  i«i  «i)  Itg  (<i  Vi)  — 


(2)  i^'"^  = 
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Paaren  entsprechender  gleicher  Winkel,  deren  eines  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  beide  Schenkel  des  einen  Winkels  und  ebenso 
die  beiden  Schenkel  des  entsprechenden  gleichen  Winkels  inner- 
halb desselben  Winkclraumes  (s^)  und  [s^t^)  liegen;  [st)  und  {s^t^) 
gehören  selbst  diesem  Systeme  an;  ebenso  {gg)  und  {gigi),  welche 
den  Winkel  0  oder  180^  repräsentiren,  auch  (hh)  und  (ä^Äj),  wäh- 
rend das  andere  System  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  beiden 
Schenkel  eines  Winkels  und  auch  die  des  entsprechenden  glei- 
chen Winkels  durch  die  Strahlen  s  und  t,  anderseits  s^  und  t^ 
gelrennt  werden;  in  diesem  Systeme  nimmt  kein  Paar  entspre- 
chender gleicher  Winkel  den  Werth  0  an,  vielmehr  schwanken 
die  Werthe  zwischen 

(gh)  =  (Äiö'i)  U"d  ist)  =  [t^s,)  =  90«. 

Diese  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  vollständig 
analogen  Resultate  ausführlicher  zu  entwickeln ,  können  wir  um  so 
mehr  dem  Leser  überlassen,  als  wir  hier  ein  zweites  sehr  ein- 
faches Mittel  haben,  die  beiden  Systeme  entsprechender  gleicher 
Winkel  anzuschauen.  Denken  wir  uns  nämlich,  was  bekanntlich 
immer  auf  unendlich  viele  Arten  zulässig  ist  (§  11),  die  beiden 
projektivischen  Strahlbüschel  in  perspektivische  Lage  gebracht, 
so  können  wir  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Schenkel  entspre- 
chender rechter  Winkel  bestimmt  haben,  überhaupt  die  Schenkel 
irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher  Winkel  dadurch  er- 
mitteln, dass  wir  durch  die  Mittelpunkte  BB^  der  beiden  Strahl- 
büschel irgend  einen  Kreis  legen,  welcher  den  perspektivischen 
Durchschnitt  in  zwei  Punkten  x  und  \)  trifft;  aus  der  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinkel  auf  gleichem  Bo- 
gen gleich  sind,  folgt,  dass  die  von  B  und  B^  nach  x  und  ^  ge- 
zogenen Strahlenpaare  gleiche  Winkel  einschliessen 

(xy)  =  {x^g^). 

Verändern  wir  den  durch  B  und  B^  gelegten  Kreis,  wodurch 
wir  eine  Kreisschaar  (sämmtliche  durch  zwei  Punkte  gehende 
Kreise)  erhalten,  so  liefert  dieselbe  ein  System  von  entspre- 
chenden gleichen  Winkeln,  aber  nur  eines  der  beiden  Sy- 
steme. Das  andere  System  wird  durch  eine  zweite  Kreisschaar 
bestimmt;  denken  wir  uns  nämlich  aus  B  ein  Perpendikel 
auf    den    perspektivischen^  Durchschnitt    gefällt    und    um    sich 
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(Fig.  16.) 


selbst  bis  B^    verlängert,   so   dass    B^    das    Spiegelbild    von   B 
in    Bezug   auf  den    perspektivischen    Durcbscbnitt   ist,    so    wird 

irgend  ein  durdi  B^  und  B^  ge- 
legter Kreis  den  perspektivischea 
Durchschnitt  in  zwei  solchen  Punk- 
ten X  und  t)  treffen,  dass  B^x  und 
B^\)  dieselben  Winkel  mit  einander 
bilden,  wie  B^x  und  B^\);  B^x  und 
B^)^  bilden  aber  auch  dieselben  Win- 
kel mit  einander  Mie  Bx  und  Bi), 
folglich  ist  der  Winkel 

{yx)  =  {cciy^)       (Fig.  16). 

Wir  erhalten  also,  indem  wir  durch 
B^B^  die  ganze  Kreisschaar  legen, 
das  zweite  System  entsprechender 
gleicher  Winkel.  Es  ist  einleuchtend, 
dass,  wenn  wir  statt  B^  sein  Spiegel- 
bild in  Bezug  auf  den  perspektivischen  Durchschnitt  J9^j  nehmen,  die 
durch  BB\  gelegte  Kreisschaar  dasselbe  System,  die  durch  B^B^^ 
gelegte  Kreisschaar  aber  wieder  das  erste  System  liefert.  Die  eine 
der  beiden  Kreisschaaren ,  welche  die  Systeme  entsprechender 
gleicher  Winkel  liefern,  hat  allemal  ihre  beiden  Schnittpunkte  [BBi) 
auf  derselben  Seite  vom  perspektivischen  Durchschnitt,  die  an- 
dere (B^B^)  aber  nothwendig  auf  entgegensetzten  Seiten,  sodass 
unter  der  einen  Kreisschaar  zwei  (leicht  zu  ermittelnde)  Kreise 
sich  vorfinden,  welche  den  perspektivischen  Durchschnitt  berüh- 
ren, unter  der  andern  aber  keine  solche  Berührungskreise  vor- 
handen sind.  Die  nach  den  Berührungspunkten  hin  gehenden 
entsprechenden  Strahlen  sind  g'  und  g^,  h  und  h^;  die  ihnen  zu- 
gehörigen gleichen  entsprechenden  Winkel  haben  den  Werth  Null. 


§  14.     Auf  einander  liegende  projektivische  Gebilde. 

Doppelelemente. 

Wir  haben  in  §  11  gesehen,  dass  es  bei  allgemeiner  (nicht 
perspektivischer)  Lage  eines  Strahlbuschels  und  einer  mit  ihm 
projektivischen  Punktreihe  nicht  drei  Mal  vorkommen  kann, 
dass  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen 
oder  Punkte    auf    den    ihnen    entsprechenden    Strahlen    liegen. 
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weil  dann  dieses  Zusammeniiegen  bei  allen  Elementenpaaren  statt- 
findet oder  die  Gebilde  perspektivisch  liegen^  ob  aber  bei  all- 
gemeiner Lage  weniger  als  drei  (etwa  zwei  oder  eines  oder  keines) 
entsprechende  Elementenpaare  zusammenUegen,  ist  eine  Kardinal- 
frage für  die  Theorie,  die  wir  in  doppelter  Weise  aufTassen  kön- 
nen. Seien  ahc  ...  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  ^  und  a^Biq... 
die  entsprechenden  Punkte  der  mit  ilim  projektivischen  Punktreihe 
31^,  dann  wird  das  Strahlbüschel  B  den  Träger  3li  selbst,  den  wir 
uns  noch  ein  Mal  als  einen  neuen  Träger  91  denken  können,  in 
einer  neuen  Punktreihe  aBc...  treffen  und  die  vorige  Frage 
reducirt  sich  auf  folgende: 

Fallen  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden 
projektivischen  Punktreihen  entsprechende  Punkte 
zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Oder  wir  können  anderseits  den  Mittelpunkt  B  mit  den 
Punkten  a^biq  . . .  durch  neue  Strahlen  a^b^c^  ...  verbmden  und 
erhalten  in  B  zwei  concentrische  projektivische  Strahlbüschel  B 
und  B^;  die  obige  Frage  coincidirt  daher  mit  folgender: 

Fallen  bei  zwei  auf  einander  Jiegenden  (concentri- 
schen)  projektivischen  Strahlbüscheln  entsprechende 
Strahlen  zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Es  ist  einleuchtend,  dass  mit  der  einen  Frage  die  andere 
mit  beantwortet  wird,  und  wir  wollen  uns  daher  zunächst  mit 
der  ersten  Frage  beschäftigen. 

Sind  bei  zwei  gegebenen  projektivischen  l^unktreihen  die 
Durcbschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  r  und  qi  und  die  ent- 
sprechenden Hälften  9123  und  %^^  (§  12,  Fig.  13)  ermittelt, 
und  denken  wir  uns  die  Träger  der  beiden  Punktreihen  irgend- 
wie auf  einander  gelegt,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  entwe- 
der fallen  Theile  entsprechender  Hälften  zwischen  r  und  q^  über 
einander  oder  nicht,  d.  h.  die  Abschnitte  von  r  bis  cx>  und 
q,  bis  oo  enthalten  Theile  entsprechender  Hälften  über  einander; 
diese  beiden  Fälle  lassen  sich  noch  kürzer  dadurch  von  einander 
unterscheiden ,  dass  in  dem  ersten  Fall  der  Richtungssinn  in  bei- 
den Punktreihen  derselbe,  im  zweiten  Fall  entgegengesetzt  ist, 
was  wir  leicht  erkennen  (Fig.  17),  wenn  wir  auf  entsprechenden 
Hälften  von  r  nach  q  (oo)  und  von  r^  (oo)  nach  q^  gehen.  Wir 
nennen  daher  in  dem  ersten  Falle  die  Punktreihen  gleichlau- 
fend, im  zweiten  Falle  ungleichlaufend  und  können,  sobald 


40  Erster  Abschnitt.    Projektivische  Beziehung  gerader 

die  beiden  auf    einander  liegenden    projektivischen    Punktreihen 
durch    irgend   drei   Paar    entsprechende    Punkte    gegeben    sind, 

^  sogleich    entscheiden»    ob 


""^^  ^^  sie  gleichlaufend  oder  un- 

T^      "^0=^  ^fi"  V  gleichlaufend  sind,    indem 

(Fiff  17)  ^^^    '^'"^^    Richtungssinn 

SV  4s«*._^  Ol  vergleichen  (§4).   Hieraus 

■^T>— ^\ folgt,   dass,  wenn  die  auf 


^ij" V  einander  liegenden  Punkt- 

öl  31  reihen       gleichlautend 

sind,  der  VVerth  der  Potenz  (tT.qiXi)  negativ  sein  muss,  weil 
die  Strecken  xx  und  qi^i  entgegengesetzten  Richtungssinn  haben; 
wenn  dagegen  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  der 
Werth  der  Potenz  positiv  ist. 

Ob  nuh  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  vorkommen, 
das  wird  in  dem  zweiten  Fall,  wenn  die  Punktreihen  ungleich* 
laufend  sind,  sofort  zu  entscheiden  sein;  da  nämlich  nur  ent- 
sprechende Hälften  entsprechende  Punkte  enthalten,  so  werden  in 
diesem  Fall  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  nur  ausser- 
halb der  Strecke  rqi  zu  suchen  sein;  dort  müssen  sie  aber 
nothwendig  vorkommen;  denn  während  ein  Punkt  x  der  ersten 
Punktreihe  die  Hälfte  %  von  r  bis  q  (oo)  durchläuft,  geht  der 
entsprechende  Punkt  x^  auf  der  Hälfte  %i  in  entgegengesetzter 
Richtung  von  c^  (cx>)  bis  qi  und  erst  dann,  wenn  x  bis  ins  Unend- 
liche gekommen  ist,  gelangt  Xi  nach  q^;  sie  laufen  sich  also  ent- 
gegen und  Überholensich,  müssen  sich  mithin  nothwendig  irgend- 
wo getroffen  haben;  dasselbe  findet  statt,  wenn  wir  die  Punkte  r 
und  ri  die  andern  Hälften  S3  und  ^^  in  dem  Sinne,  welchen  die 
projektivische  Beziehung  angiebt,  durchlaufen  lassen;  es  kommt 
daher  nothwendig  zwei  Mal  (auf  jeder  der  unendlichen  Strecken 
ausserhalb  rq^  ein  Mal)  vor,  dass  entsprechende  Punkte  zusam- 
menfallen, und  von  diesen  beiden  sogenannten  Doppelpunkten 
der  auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen  steht  der 
eine  so  weit  von  r  ab ,  wie  der  andere  von  q^ ,  wegen  der  Eigen- 
schaft des  konstanten  Rechtecks  ri:  .  q^ri-  Es  werden  sich  hieraus 
die  Doppelpunktein  elementarer  Weise  konstruiren  lassen;  hat  man 
nämlich  die  Punkte  ß  und  g^  (oder  1^  und  1^^)  bestimmt,  für  welche 

XX  .qi^i  =  rg^, 
so  würde  man  nur  nöthig  haben,  in  r  (oder  qj  eine  Senkrechte* 
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auf  den  zusammen  liegenden  Trägern  der  beiden  Punktreilien  zu 
errichten,  auf  dieser  zwei  Stücke  =  tß  =  l^r  zu  beiden  Seiten 
von  t  abzutragen  und  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke 
einen  Kreis  zu  legen,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte 
zwischen  rqi  hat;  dieser  Kreis  geht  durch  die  Doppelelemenle 
der  beiden  Punktreihen,  wie  sich  aus  bekannten  Elcmentarsätzen 
ergiebt;  denn  wäre  §  ein  ausserhalb  rqi  liegender  Funkt  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  in  ihm  zwei  entsprechende  Punkte 
über  einander  lägen,  so  hätte  man  zur  Bestimmung  von  ^  die 
Relationen : 

Iqi  — Si^  =  tqi 

also  ein  Rechteck  zu  konstruiren,  dessen  Inhalt  und  Difl'erenz 
der  Seiten  gegeben  sind;  ein  solches  Rechteck  lässt  sich  aber 
auf  die  angegebene  Weise  immer  konstruiren,  weil,  wenn  wir 
die  Differenz  der  Seiten  festhalten,  durch  Veränderung  der  Seilen 
selbst  dem  Inhalte  des  Rechtecks  jeder  beliebige  Werth  zuertheilt 
werden  kann. 

Anders  verhält  es  sich  im  ersten  Falle,  wenn  die  auf  einan- 
der liegenden  projekdvischen  Punktreihen  gleichlaufend  sind ;  hier 
fallen  nur  auf  das  Stück  zwischen  rq^  Theile  entsprechender 
Hälften  über  einander;  wenn  daher  zusammenfallende  entspre- 
chende Punkte  vorkommen,  so  können  sie  nur  innerhalb  der 
Strecke  rqi  enthalten  sein.  Wenn  nun  zwischen  rq^  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  xXi  über  einander  fiele,  etwa  in  den  Punkt 
I,  so  müsste  sein: 

r^  +  Iqi  =  tqi     und 

tl.gq,  =(rö)^; 
wir  hätten  also  zur  Bestimmung  des  Punktes  §  «in  Rechteck  zu 
konstruiren,  für  welches  der  Inhalt  und  die  Summe  der  Seiten 
gegeben  sind.  Wenn  aber  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist, 
so  kann  man  aus  ihr  nicht  Rechtecke  von  jedem  beUebigen  In- 
halt machen,  sondern  der  Inhalt  des  grossesten  Rechtecks,  wel- 
ches man  herstellen  kann,  ist  der  des  Quadrates,  dessen  Seite 
gleich  der  Hälfte  der  gegebenen  Summe  ist*);    wenn  daher  der 


*)  Anmerkung.  Um  uns  in  elementarer  Weise  davon  zu  über- 
zeugen, dass  unter  allen  Rechtecken,  welche  dieselbe  Summe  der  Sei- 
ten haben,  das  Quadrat  den  grossesten  Inhalt  besitzt,  können  wir  fol- 
gendermassen  verfahren : 
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Abstand  der  Punkte  vq^  kleiner  ist  als  die  doppelte  Seite  des 
Quadrates,  d.  h.  2,x^  oder  f)^,  so  giebt  es  kein  Recbteck  von 
der  verlangten  Bescbaffenheit,  oder  wenn 

^^i  <  a^  Ner  oil^i), 
so  giebt  es  keine  Doppelpunkte;  wenn  dagegen 

so  giebt  es  ein  Rechteck  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  des- 
sen Seiten  von  r  oder  q^  aus  zwischen  tq^  abgetragen,  zwei 
solche  Endpunkte  liefern,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Punktreihen  über  einander  liegen;  es  giebt 
also  in  diesem  Fall  wieder  zwei  Doppelpunkte;  ist  Insbesondere 

Tqi  =  Ö^* 
so  wird  das  konstruirte  Rechteck  selbst  ein  Quadrat;  die  beiden 
zwischen  r  und  q^  liegenden  Doppelpunkte,  von  denen  der  eine 
so  weit  von  r  wie  der  andere  von  q^  absteht,  fallen  zusammen; 
es  giebt  also  in  diesem  Grenzfalle  nur  einen  Doppelpunkt  oder 
vielmehr  zwei  zusammenfallende. 

Auch  in  diesem  Falle  zweier  gleichlaufenden  projektivischen 
Punktreihen  können  die  Doppelpunkte  durch  elementare  Kon- 
struktion gefunden  werden:  Man  beschreibe  über  tq^  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  trage  in  t  (oder  q^)  auf  der  Tangente 
dieses  Kreises  nach  beiden  Seiten  hin  Stücke 

=  tö  =  15r  (oder  qi9i  =  l^,qi) 
ab;   die  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  zu  dem 
Träger  der  Punktreihen  gezogenen  Parallelen    treffen   den  Kreis 
in  solchen  Punkten,  dass  die  von  ihnen  auf  den  Träger  herabge- 


Sei  AB  die  gegebene  Summe  der  Seiten  und 
M  die  Mitte  von  AB;  ferner  AMPQ  das  Quadrat 
über  der  Seite  AM;  ziehen  wir  BP  und  fällen 
g  aus  irgend  einem  Punkte  P'  dieser  Linie  die  Per- 
nf  pendikel  P' M'  und  P'O'  sMi  AM  und^ö,  so  hat 
das  Rechteck  AM' P'Q'  offenbar  dieselbe  Summe 
der  Seiten;  es  ist  aber,  wenn  sich  M' P'  und  PQ 
jB  mm  A.  in  5,  P'Q'  und  PM  in  R  treffen,  das  Rechteck 
MM' SP  gleich  dem  Rechteck  PQQ'R  (kongruent),  folglich  MM' P'R 
kleiner  alsPßö'fl,  mithin  das  Rechteck  ^M'P'ö' kleiner  als  das  Qua- 
drat AMPQ;  da  dasselbe  von  jedem  andern  in  gleicher  Weise  kon- 
struirten  Rechteck  gilt,  so  ist  das  Quadrat  das  grosseste  unter  allen 
Rechtecken  von  gleichem  Umfang. 


Punktreiheu  iwd  ebener  Sirahlbüschel  auf  einander,    §  14.      43 

lassenen  Perpendikel  zu  Fusspunkten  die  gesuchten  Doppelpunkte 
haben.  Diese  Konstruktion,  deren  Richtigkeit  einleuchtet,  enthält 
auch  das  vorhin  angegebene  Kriterium ,  ob  die  Doppelpunkte  reell 
vorhanden  sind  oder  nicht;  vrenn  nämlich  tc)  <  ^  vq^  (der  Radius 
des  Kreises),  so  schneidet  die  Parallele  den  Kreis  in  zwei  reellen 
Punkten,  es  giebt  also  Doppelpunkte;  wenn  dagegen  rg  >  ^rq^ 
so  triirt  die  Parallele  den  Kreis  nicht,  es  giebt  also  keine  Dop- 
pelpunkte; wenn  endlich  tß  =  ^tqi,  so  berührt  die  Parallele 
den  Kreis,  also  es  giebt  nur  einen  Doppelpunkt. 

Das  gewonnene  Resultat  lässt  sich,  wie  folgt,  zusammen- 
fassen : 

Bei  zwei  auf  einander  liegenden  projektivischen 
Punktreihen  giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Mal  zwei 
zusammenfallende  entsprechende  Punkte  (Doppel- 
punkte); diese  sind  immer  reell  vorhanden,  wenn  die 
beiden  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  und  liegen 
ausserhalb  desAbstandes  der  Punkte  r  und  q^  symme- 
trisch zu  diesen;  sind  dagegen  die  Pnnktreihen  gleich- 
laufend, so  sind  die  Doppelpunkte  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  Abstand 

tqi  >  ö^  (oder  gil^i), 
und  liegen  zwischen  rqi  symmetrisch  zu  diesen  Punk- 
ten; ist 

tqi  =  Ö^' 

so  giebt  es  nur  einen  Doppelpunkt  (oder  vielmehr:  die 
beiden  Doppelpunkte  fallen  selbst  zusammen);  dieser 
liegt  in  der  Mitte  zwischen  rq^  und  enthält  als  zusam- 
menfallende Punkte  eines  der  besonderen  Paare  gg^ 
oder  l^l^^;  ist  endlich 

tqi  <  a^' 

f 

so  liegt  kein  Paar  entsprechender  Punkte  zusammen 
(oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  die  beidenDoppelpunkte 
sind  imaginär). 

Sind  die  Punktreihen  gleichlaufend  und  wir  bestimmen  die 
ausgezeichneten  Punkte  ^^  und  l^iQi,  so  werden  bei  dem  Auf- 
einanderliegen der  Punktreihen  Doppelelemente  nur  dann  vorhan- 
den sein,  wenn  die  Strecken  gl^  und  l^^g^  sich  in  keinem  ihrer 
Theile  decken  (ganz  ausser  einander  liegen);  sobald  gl^  und  l^^g^ 
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ein  Stück  gemeinschaftlich  haben,  giebt  es  keine  Doppelpunkte; 
den  Uebergang  bildet  der  Fall,  wenn  diese  Strecken  mit  ihren 
Endpunkten  entweder  mit  ^  und  ^^  oder  mit  l^^  und  1^  an  einan- 
der stossen;  hieraus  können  wir,  wenn  wir  die  in  sich  festge- 
haltenen Punktreihen  auf  einander  verschieben,  den  Spielraum 
erkennen,  innerhalb  dessen  keine  Doppelelemente  vorhanden  sind. 
Es  wäre  nun  übrig,  die  analoge  Untersuchung  für  zwei  auf 
einander  liegende  (concentrische)  projektivische  Strahlbüschel  auf 
demselben  Wege  durchzuführen ;  statt  dessen  können  wir  das  Re- 
sultat dieser  an  sich  nicht  schwierigeren  Untersuchung  sofort  aus 
dem  vorhin  erlangten  ableiten  und  ziehen  diesen  kürzeren  Weg 
vor.  Schneiden  wir  nämlich  die  beiden  concentrischen  Strahl- 
büschel durch  eine  beliebige  Transversale,  welche  wir  uns  dop- 
pelt denken  als  den  Träger  zweier  Funktreihen  3l9li,  deren  eine 
durch  das  eine,  die  andere  durch  das  andere  Strahlbüschel  fixirt 
wird,  so  haben  wir  die  beiden  concentrischen  Strahlbüschel  in 
perspektivischer  Lage  mit  zwei  auf  einander  liegenden  Punkt- 
reihen; durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  gehen  offenbar  die 
Doppelstrahlen  der  ersteren;  die  Konstruktion  jener  liefert  also 
auch  diese;  sind  die  beiden  ausgeschnittenen  Punktreihen  gleich- 
laufend hinsichtlich  ihres  Richtungssinnes,  so  sind  es  auch  die 
beiden  Strahlbüschel  hinsichtlich  ihres  Drehungssinnes;  sind  jene 
aber  ungleichlaufend,  so  sind  es  auch  die  Strahlbüschel;  wir 
haben  daher  aus  dem  Vorigen  zunächst  das  Resultat:  Bei  zwei 
auf  einander  liegenden  projektivischen  Sirahlbüscheln  giebt  es, 
wenn  sie  ungleichlaufend  sind,  immer  zwei  Mal  zwei  reelle  zu- 
sammenfallende entsprechende  Strahlen  (Doppelstrahlen);  sind  da- 
gegen die  beiden  Strahlbüschel  gleichlaufend,  so  können  wir  das 
dem  obigen  analoge  Kriterium,  wann  Doppelstrahlen  vorhanden 
sind,  dadurch  ableiten,  dass  wir  die  beiden  concentrischen  Strahl- 
büschel durch  eine  besondere  Transversale  schneiden,  welche 
parallel  läuft  einer  der  beiden  Richtungen ,  die  den  Winkel  {s  t^), 
also  auch  {t  s^)  halbiren;  diese  Transversale  besitzt  nämlich  die 
Eigenschaft,  dass  die  beiden  auf  ihr  ausgeschnittenen  projektivi- 
schen Punktreihen  ihre  besonderen  Punkte  ggil^l^i  gerade  in  den- 
jenigen Punkten  haben,  durch  welche  die  besonderen  Strahlen 
gg^hh^  der  beiden  concentrischen  Strahlbüschel  gehen,  so  dass 
dann  also  das  obige  von  den  Punkten  gl^gil^i  abhängige  Kriterium 
sich  direkt  übertragen  lässt.     In  der  That,  bei  der  angegebenen 
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Lage  der  Transversale  werden  die  Strahlen  gh,  deren  Winkel 
durch  die  Strahlen  st  halbirt  werden,  und  die  Strahlen  h^g^^  deren 
Winkel  durch  t^  s,  halbirt  werden ,  mit  der  Transversale  paarweise 
gleiche  Winkel  bilden  und  mit  Rucksicht  darauf,  dass  die  Strahl- 
büschel BB^  gleichlaufend  sind,  so  liegen,  wie  sie  Fig.  18  dar- 

(Fig.  18.) 


M>\a>^ 


stellt.     Für  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  xx^  gilt  nun  die 

Relation 

tg(5ar)  .  tg  (xj  <i)  =  tg2  [sg), 

und  hieraus  wird  der  Winkel  [x^t^)  leicht  bestimmt  durch  (sx), 
wenn  man  die  (§  8,  3)  für  harmonische  Strahlen  gefundene  ganz 
gleich  lautende  Relation  in  Betracht  zieht;  bestimmt  man  nämlich 
zw  gh  und  x  den  vierten  harmonischen,  dem  x  zugeordneten 
Strahl  §,  so  ist  [s^  =  {x^t^\  was  nun  die  Lage  von  Xy^  anbe- 
Irifll,  so  erkennen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  entsprechenden 
Quadranten  zwischen  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten 
Winkel,  dass  x^  und  g  mit  der  Transversale  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  bilden  müssen;  wir  können  jetzt  zu  irgend  einem  Strahl  x 
den  entsprechenden  x^^  in  der  einfachen  Weise  ermitteln,  dass  wir 
zuerst  X  in  die  symmetrische  Lage  zur  Transversale  uns  gebracht 
denken  nach  g^ ,  d.  h.  so  dass  x  dieselben  Winkel  mit  der  Trans- 
versale bildet  wie  l^,  und  dann  zu  gyh^^^  ^^^  vierten  harmoni- 
schen, dem  ^^  zugeordneten  Strahl  bestimmen,  welcher  x^  sein 
wird.  Wenn  nun  die  Strahlen  gh  . .  .  x  und  g^h^  ...  x^  der 
beiden  concenlrischen  Strahlbüschel  BB^  die  Transversale  in  den 
Punkten  gl^  . . .  r  und  flil^i  . . .  Xj  zweier  auf  einander  liegender 
Punktreihen  begegnen,  und  die  Mitte  zwischen  gl^  mit  t,  die 
Mitte  zwischen  g^l^i  mit  q^  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  den 
entsprechenden  Strahl  zu  Bx,  indem  wir  zu  g^h^  und  J9qj  den 
vierten  harmonischen  suchen;  dieser  ist  aber  nach  §  8  der  Pa- 
rallelstrahl ,  folgAch  ist  r  in  der  That  der  dem  unendlich  entfern- 
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ten  Xi  (od)  entsprechende,  ebenso  q^  der  dem  unendlich  entfern- 
ten cf  (oo)  der  anderen  Punktretbe  entsprechend«;  aus  der  yori* 
gen  Konstruktion  entsprechender  Punkte  xXx  und  der  bekannten 
Eigenschaft  harmonischer  Punkte  (§  8)  ergiebt  sich  ferner 

woraus  dann  folgt,  dass  in  der  That  die  mit  gl^g^l^x  bezeichneten 
Punkte  jene  ausgezeichneten  Punkte  sind,  welche  diese  Namen 
fuhren  (§  12). 

Nunmehr  sind  wir  berechtigt,  das  vorhin  für  zwei  auf  ein- 
ander liegende  projektivische  Punktreihen  ausgesprochene  Resultat 
auf  zwei  concentrische  projektivische  Strahlbüschel  folgender- 
massen  zu  übertragen: 

Bei  zwei  auf  einander  liegenden  (concentrischen) 
projektivischen  Strahlbüscheln  giebt  es  im  Allge- 
meinen zw  eiMal  zwei  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen  (Doppelstrahlen);  diese  sind  immer  reell 
vorhanden,  wenn  die  beiden  Strahlbüschel  ungleich- 
laufend sind;  sind  sie  dagegen  gleichlaufend,  so  wer- 
den die  beiden  Doppelstrahlen  nur  dann  vorhanden 
sein,  wenn  die  besonderen  Strahlen  gh  durch  die 
Strahlen  Äj^j  nicht  getrennt  werden;  werden  dag egenp^ 
durch  h^g^  getrennt  (d.h.  fällt  g^  in  einen  Winkelraum 
zwischen  (gh)  und  ^^  in  den  Nebenwinkelraum),  so  giebt 
es  keine  reellen  Doppelstrahlen;  den  Uebergang  bil- 
det der  Fall,  wenn  die  Winkel  (gh)  und  (h^g^)  an  einan- 
der stossen,  so  dass  entweder  gg^  oder  hh^  zusammen- 
fallen; in  diesem  Falle  giebt  es  nur  einen  Doppelstrahl 
(d.  h.  die  beiden  Doppelstrahlen  fallen  selbst  zusam- 
men). 

§  15.    Konstruktion  der  Doppelelemente  mittels  eines 

festen  Kreises. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Konstruktionen  der 
Doppelpunkte  und  darnach  auch  der  Doppelstrahlen  setzen  die 
Kenntniss  der  besonderen  Elemente  tq^gg^l^l^i  voraus;  es  giebt 
aber  eine  andere  viel  einfachere  Auflösung  der  Aufgabe : 

Wenn  zwei  auf  einander  liegende  projektivische 
Punktreihen  durch  irgend    drei   Paar   entsprechende 
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Elemente  aa,  b6]CC{  gegeben  sind,  die  Doppelpunkte  zu 
finden,  wobei  nur  das  Lineal  und  ein  fester  in  der  Ebene  als 
gezeichnet  angenommener  KreiiJ  benutzt  wird. 

Diese  von  Steiner  angegebene  Konstruktion  beruht  auf  der 
elementaren  Eigenscbaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinkel  auf 
gleichem  Bogen  gleich  sind.  Verbinden  wir  irgend  zwei  Punkte 
BBy  einer  Kreisperipherie  mit  zwei  andern  Punkten  derselben  »jS 
durch  die  Strahlen  ab  und  «,6,,  so  ist  entweder  der  Winkel  [ah] 
gleich  dem  Winkel  [a^b^]  oder  gleich  seinem  Nebenwinkel;  jeden- 
falls also  sin  (ab)  =  sin  (aib,);  lassen  wir  jetzt  einen  veränder- 
lichen Punkt  §  die  Kreis|)eripberie  durchlaufen  und  verbinden  ihn 
mit  B  und  B^  durch  die  Strahlen  xx,,  so  bescJireibcn  dieselben 
zwei  projektivische  Strahl  büs  chel ,  weil  die  Doppel  Verhältnisse 
zwischen  irgend  vier  Strahlen  des  einen  und  den  entsprechenden 
des  andern  Strahibüschels  offenbar  gleich  sind  (da  die  Faktoren 
dieser  Doppel  Verhältnisse  einzeln  einander  gleich  sind). 

Haben  wir  nun  auf  den  zusammen  liegenden  Trägem  zweier 
Punktreihen  9l2ti  drei  Paare  entsprechender  Punkte  aa,  66,  cc, 
nillkührlich  angenommen  und  ist  irgend  ein  Kreis  in  der  Ebene 
gezeichnet,  so  verbinden  wir  einen  beliebigen  Peripheriepunkt 
desselben,  den  wir  uns  doppelt  denken  als  den  Mittelpunkt  zweier 
StrahlbQschel  BBy,  mit  den  Punkten  a6c  0)6, c,  durch  Strahlen 
abc  OfbfCi,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  resp.  in  aßy  «ijS,  }>, 
treffen  (Fig.  19).  Bewegen  wir  nun  zwei  entsprechende  Punkte 
(PiB.  19.) 


V  T|  der  durch  die  angenommenen  drei  Paar  Elemente  vollständig 
bestimmten  projektiviscben  Punktreihen  ?11,,  so  beschreiben  a:a;,. 
ihre  Verbindungssirahlen  mit  BB,,  zwei  koncentrische  projektivi- 
sche Strahl  buschel  und  llj,  die  Schnittpunkte  mit  der  Kreisperi- 
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pherie  zwei  krumme  projektivische  Punktreihen;  so  oft  nun  zwei 
entsprechende  Punkte  xXi  zusammenfallen,  müssen  auch  zwei 
entsprechende  Strahlen  ocx^  zusammenfallen  und  folglich  auch 
zwei  entsprechende  Punkte  ^^^  und  umgekehrt.  Nehmen  wir  nun 
irgend  ein  Punktenpaar  aa^  auf  dem  Kreise  und  verbinden  a  mit 
^ißi7i  * ' '  ^1*  anderseits  cc^  mit  aßy  ...  |,  so  müssen  die  um 
'  a  und  a^  als  Mittelpunkte  erhaltenen  Strahlbüschel  auch  projek- 
tivisch  sein,  denn  das  Strahlbüschel  (a)  ist  mit  dem  Strahlbuschel 
(B^)  projektivisch  wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  des 
Kreises,  ebenso  {cl^)  mit  {B);  da  nun  (B)  und  [B^)  projektivisch 
sind,  so  sind  es  auch  (§  10)  (a)  und  («j);  diese  beiden  Strahl- 
buschel haben  aber  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallend:  foIgHch  liegen  sie 
perspektivisch  (§  11),  also  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Paare 
entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  (ihrem  perspektivischen 
Durchschnitt);  dieser  Ort  des  Schnittpunktes  (a^j,  ofj|)  ist  schon 
bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte 

(cfj5i,  a^ß)  und  (ay,,  cc^y); 

jeder  Punkt  dieser  Geraden  mit  a  und  a^  verbunden  liefert 
zwei  Strahlen,  welche  den  Kreis  in  zwei  entsprechenden  Punk- 
ten §|j  treffen;  diese  Gerade  wird  daher  selbst  den  Kreis  in 
solchen  zwei  Punkten  treffen,  in  deren  jeden  zwei  entspre- 
chende Punkte  ^^^  zusammenfallen;  diese  Punkte  mit  B  (Bi) 
verbunden  bestimmen  auf  31 3li  die  gesuchten  Doppelpunkte, 
deren  Konstruktion  sich  also  in  folgender  einfachen  Weise  ge- 
staltet: 

Man  verbinde  die  gegebenen  Punktenpaare  aa^  bl>i 
ccj  mit  irgend  einem  Peripheriepunkte  ^(5^)  eines  fe- 
sten Kreises  durch  Strahlen,  welche  die  Peripherie 
zum  zweiten  Male  in  aa^  ßß^  yy^  treffen,  bestimme 
die  Schnittpunkte: 

[ctß^,  a^ß)     [ay^,  ct^y) 

und  ihre  Verbindungslinie  S;  die  Schnittpunkte  der 
letzteren  mit  dem  Kreise  verbinde  man  mit  B  durch 
Strahlen,  welche  die  Trager  der  gegebenen  auf  einan- 
der liegenden  Punktreihen  in  den  gesuchten  Doppel- 
punkten treffen. 

Da  die  Gerade  S  den  Kreis  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
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triflt,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte;  geht  die 
Gerade  2  aber  vorbei,  ohne  den  Kreis  zu  treffen,  so  giebt  es 
keine  Doppelpunkte;  berührt  sie  den  Kreis,  so  giebt  es  nur  einen 
Doppelpunkt  (zwei  zusammenfallende).  Das  Resultat  des  §  14 
findet  sieh  also  durch  diese  Konstruktion  bestätigt  und  es  würde 
nicht  schwer  sein,  die  dort  gefundenen  Kriterien  aus  ihr  von 
Neuem  herzuleiten.  Wir  unterlassen  dies,  ebenso  wie  die  Auf- 
lösung der  analogen  Aufgabe,  die  Doppelstrahlen  zweier  concen- 
trischer  projektivischer  Strahlbüschel  zu  finden,  da  diese  auf  die 
vorige  zurückgeführt  werden  kann. 

Anmerkung.  Die  Gerade  £  muss  aucn  durch  den  Punkt 
{ßyi,  yßi)  gehen,  was  wir  daraus  erkennen,  dass  nothwendig  die- 
selben Doppelpunkte,  also  auch  dieselbe  Gerade  S  hervorgehen 
wurde,  wenn  wir  bei  der  Konstruktion  anstatt  des  Paares  aa^ 
das  Paar  ßß^  gesetzt  hätten.  Wir  gelangen  daher  beiläufig  zu 
einem  interessanten  Satz  vom  Kreise: 

Hat  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  aßy 
'^ißxVi*  ^^  liegen  die  drei  Schnittpunkte 

(«15,,  ßu,)     [ßy,,  yß,)     (ya,,  cty,) 

auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  für  jeden  Kegel- 
schnitt wir  später  darthun  werden .  lässt  sich  auch  so  aussprechen, 
wie  ihn  Pascal  gefunden  hat: 

Verbindet  man  irgend  sechsPunkte  einesKreises 
zu  einem  einfachen  Sechseck  in  der  Reihenfolge: 
^ßiy^ißViL*  so  treffen  sich  die  gegenüberliegenden 
Seiten  desselben  (die  erste  und  vierte,  zweite  und 
fünfte,  dritte  und  sechste)  in  drei  Punkten,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen.  — 

Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projektivischen  Punkt- 
reihen ein  Doppelpunkt  bekannt  ist,  so  bedarf  es  nicht  mehr  der 
vorigen  Konstruktion  mit  Hülfe  des  festen  Kreises,  um  den  an- 
dern Doppelpunkt  zu  finden,  der  dann  nothwendig  immer  reell 
vorhanden  ist,  sondern  dieser  lässt  sich  mittels  des  Lineals  allein 
konstruiren  auf  folgende  Art: 

Sei  ce^  der  bekannte  Doppelpunkt  der  beiden  projektivischen 
auf  einander  liegenden  Punktreihen  und  aa,,  (bi  irgend  zwei 
Paare  entsprechender  Punkte,   wodurch   die  ganze  projektivische 

Schrüter,  Theorie  d.  Keg-elsclin.  4 
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Beziehung  bestinmt  ist,  so  ziehe  man  durch  ee^  einen  beliebigen 
Strahl  und  nehme  in  demselben  irgend  zwei  Punkte  BB^  wilikuhr- 
lich  an;  die  Schnittpunkte  [Ba,  B^a^  und  {Bi>,  B\b\j  verbunden, 
bestimmen  eine  Gerade,  welche  den  Träger  der  beiden  zusammen- 
liegenden Punktreihen  in  dem  gesuchten  zweiten  Doppelpunkte 
trifft.    Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  erhellt  aus  §  10,  a). 

§  16.     Punktsystem   (Involution   von  Punktenpaaren). 

Es  giebt  einen  ausgezeichneten  speciellen  Fall  zweier  auf  einan- 
der liegender  projektivischer  Punktreihen,  welcher  in  der  Folge 
eine  besondere  Wicntigkeit  erlangt;  dieser  besteht  darin,  dass  der 
Abstand  der  beiden  Punkte  x  und  q^  Null  wird,  oder  dass  die  Punkte 
t  und  qj  zusammenfallen.  Wenn  zwei  projektivische  Punktreihen 
so  auf  einander  liegen,  dass,  die  besonderen  Punkte  r  und  q^ 
über  einander  fallen,  so  fallen  sämmtliche  entsprechende  gleiche 
Strecken  des  einen  oder  des  andern  Systems  (§  12)  verkehrt  auf 
einander,  so  dass  wenn  x^  und  Xi^i  zwei  entsprechende  gleiche 
Strecken  sind,  j  auf  ^^  und  zugleich  ^  auf  x^  fällt,  und  zwar  wird 
das  eine  oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen.  Je  nachdem  die  Punktreihen  gleich- 
laufend oder  ungleichlaufend  sind,  d.  h.  je  nachdem  entsprechende 
Hälften  über  einander  liegen:  Sl  auf  Süi  und  33  auf  93i  (dann 
sind  die  Punktreihen  ungleichlaufend  Fig.  16),  oder  nicht  entspre- 
chende Hälften:  %  auf  93i  und  S3  auf  ^^  (dann  sind  die  Punkt- 
reihen gleichlaufend) ;  in  dem  ersten  Falle  existiren  zwei  Doppel- 
punkte ;  es  fallen  nämlich  die  Punkte  g  und  g^  über  einander  und 
die  Punkte  1^  und  1^^;  im  zweiten  Falle  existiren  keine  Doppei- 
punkte  nach  dem  obigen  Kriterium  (§  14);  es  fällt  insbesondere 
9  auf  1^1  und  1^  auf  g^. 

Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt:  Wenn  bej  zwei 
auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen 
irgend  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen:  y^  auf  ^t^D  ^^  fallen 
sämmtliche  entsprechende  gleiche  Strecken  desjeni- 
gen Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  verkehrt 
auf  einander,  insbesondere  auch  x  auf  q^ 

In  der  That,  denken  wir  uns  (Fig.  20)  in  den  beiden  auf  ein- 
ander liegenden  Trägern  der  Punktreihen  91  ^i  die  Punkte  rXt 
und  ^9i  so  liegend,  dass  x  auf  ^^  und  ^  auf  X\  Hegt,  und  nehmen 
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wir  ein  beliebiges  drittes  Paar  entsprechender  Punkte  ^j^  (wo- 
durch  die    projektivische   Beziehung    vollständig    bestimmt    wird) 

(Fig.  20.) 

^    ^     l  4L»— = i«— 

an,  so  wird  der  Punkt  g  der  ersten  Punktreihe  auf  einem  ge- 
wissen Punkte  tj  der  zweiten  liegen  und  der  ihm  entsprechende 
Punkt  t  der  ersten  Punktreihe  wird  bestimmt  durch  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse 

Nun  ist  aber  identisch,   §  6,  1) 

(i^i^iJiti)  =  feiTitiii) 

also 

und,  wenn  wir  für  ^j  Xi  t^  die  darüber  stehenden  Namen  derselben 
Punkte  setzen,  =  (r^iJi);  da  also 

wird,  so  muss  t  mit  )^  zusammenfallen,  d.  h.  die  Strecke  gt  fällt 
verkehrt  auf  die  ihr  gleiche  entsprechende  Strecke  tj  j^ ;  dies  gilt 
hiernach  von  sämmtlichen  Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken ; 
weil  insbesondere  die  beiden  unendlich  entfernten  Punkte  r^  und  q 
der  beiden  Punktreihen  aber  einander  fallen,  so  müssen  auch  die 
ihnen  entsprechenden  t  und  q^  über  einander  fallen. 

Ein  solches  Doppelgebilde  zweier  in  der  eigenthümlichen 
Weise  auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen,  dass 
die  Punkte  t  und  q^  auf  einander  fallen  nnd  zugleich  das  eine 
-ganze  System  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ein- 
ander liegt,  heisst  ein  Punktsystem  (oder  nach  der  von  Des- 
argues  eingeführten  Bezeichnung  eine  Involution  von  Punkten- 
paaren) und  die  Endpunkte  eines  solchen  Paares  auf  einander 
fallender  gleicher  Strecken  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des 
Punktsystems,  der  dem  unendlich  entfernten  Punkte  konjugirte 
Punkt,  in  welchem  r  und  q^  über  einander  liegen,  der  Mittel- 
punkt des  Punktsystems;  wenn  die  das  Punktsystem  erzeugenden 
Punktreihen  gleichlaufend  sind,  so  heisst  das  Punktsystem  ein 
elliptisches;  es  liegt  dann  ein  Paar  konjugirter  Punkte  immer 
auf   entgegengesetzten   Seiten  vom  Mittelpunkte,   und  bezeichnen 

wir  mit  o  den  Mittelpunkt,   mit  x^  irgend   ein  Paar  konjugirter 

4* 
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Punkte,  so  werden  sämmtliclie  Paare  konjugirter  Punkte  durch 
die  Relation  zusammengehalten 

ox  »  0^  =  const. 

denn  x  und  §  treten  an  die  Stelle  zweier  entsprechender  Punkte 
X  und  Xi  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  und  in  o  liegen 
r  und  qi  vereinigt,  also  gilt  die  bekannte  Relation  xx  *  ciiTi  =  const 
(§  12);  Doppelpunkte  können  in  diesem  Fall  nicht  vorkommen, 
wohl  aber  zeichnet  sich  ein  Paar  konjugirter  Punkte  vor  den  an- 
dern aus,  dasjenige  nämlich,  welches  gleich  weit  vom  Mittelpunkte 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  absteht ,  für  welches  also 
das  konstante  Rechteck  ein  Quadrat  wird ;  es  sind  dies  offenbar  die 
Punkte  9  und  g^  oder  ^^  und  1^,  indem  g  auf  l^^  und  g^  auf  1^  fällt; 
dieses  besondere  Paar  könnte  man  die  „gleich  weit  abstehen- 
den^' konjugirten  Punkte  des  elliptischen  Punktsystems  nennen. 
Wenn  dagegen  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punktreihen 
ungleichlaufend  sind,  also  das  andere  System  entsprechender  glei- 
cher Strecken  verkehrt  auf  einander  fällt,  so  heisst  das  Punkt- 
system ein  hyperbolisches;  es  liegt  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
immer  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  und  sämmlliche 
Paare  konjugirter  Punkte  werden   wiederum   durch   die  Relation 

zusammengehalten    * 

ox  .  0^=^  const.; 

es  fallen  insbesondere  zwei  Mal  zwei  konjugirte  Punkte  zusammen 
(wenn  nämlich  das  konstante  Rechteck,  welches  die  Potenz  des 
Punktsystems  genannt  wird,  ein  Quadrat  wird) ;  dies  geschieht 
für  die  Punkte  gg^  auf  der  einen  Seite  von  o  und  für  l^l^^  auf  dßr 
andern  Seite;  diese  besonderen  zusammenfallenden  Punktenpaare 
des  Punktsystems  heissen  die  Doppelpunkte  oder  Asymptoten- 
punkte des  Punktsystems,  welche  nur  beim  hyperbolischen  Punkt- 
system auftreten;  sie  liegen  nach  entgegengesetzten  Seiten  in 
gleichem   Abstände   von  o.     Bezeichnen  wir  sie  mit  g  und  h,  so 

druckt  die  Relation 

ox  ,  0^  =  {og)^=  [ohf 

zugleich  ein  merkwürdiges  Verhalten  sämmtlicher  Paare  konju- 
girter Punkte  zu  den  Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  aus, 
indem  x^  ein  Paar  zugeordnete  harmonische  Punkte  zu  g  und  h 
sind  (§  8,  III),  also: 

Sämmtliche  Paare  konjugirter  Punkte  eines  hyper- 
bolischen Punktsystems  sind    zugeordnete   harmoni- 
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sehe  Punkte  zu  den  beiden  Asymptotenpunkten  des- 
selben, und  auch  umgekehrt:  Sämmtliche  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Punkte  zu  zwei  festen  Punkten 
einer  Geraden  bilden  ein  hyperbolisches  Punktsystem, 
dessen  beide  Asymptotenpunkte  die  beiden  festen 
Punkte  sind.  Beim  elliptischen  Punktsystem  findet  dieses  Ver- 
halten nicht  statt  trotz  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks, 
weil  dort  zwei  konjugirte  Punkte  x^  immer  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  o  liegen  und  die  angezogene  Eigenschaft  harmonischer 
Punkte  die  Bedingung  involvirt,  dass  zwei  zugeordnete  Punkte 
auf  derselben  Seite  von  dem  Mittelpunkt  zwischen  den  beiden 
andern  zugeordneten  Punkten  gelegen  sind.  Es  mag  hier  noch 
ein  besonderer  Fall  des  Punktsystems  erwähnt  werden,  welcher 
den  Uebergang  zwischen  dem  elliptischen  und  hyperbolischen 
Punktsystem  bildet  und  daher  das  parabolische  Punktsystem 
heisst;  dieser  tritt  dann  auf,  wenn  die  beiden  Asymptotenpunkte 
eines  hyperbolischen  Punktsystems  zusammenfallen ;  alsdann  fallen 
die  allen  Punkten  des  Trägers  konjugirten  Punkte  im  Punktsystem 
in  denselben  einzigen  Punkt  hinein,  in  weichem  die  beiden 
Asymptotenpunkte  vereinigt  sind,  weil  (§8),  wenn  von  vier  har- 
monischen Punkten  zwei  zugeordnete  zusammenfallen,  auch  einer 
des  andern  Paares  zugeordneter  Punkte  in  diesen  hineinfallen 
muss.  Wir  haben  also  das  einseitige  Verhalten  beim  paraboli- 
schen Punktsystem,  dass  die  allen  Punkten  konjugirten  Punkte 
in  einem  einzigen  vereinigt  sind  und  zu  diesem  wiederum  jeder 
beliebige  Punkt  des  Trägers  als  konjugirt  angesehen  werden  muss. 

Rücksichilich  der  Potenz  des  Punktsystems  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  für  das  elliptische  Punktsystem  die  Potenz  eine 
negative,  für  das  hyperbolische  eine  positive  Grösse  ist, 
weil  im  ersten  Fall  je  zwei  konjugirte  Punkte  auf  entgegenge- 
setzter, im  letzteren  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkt  liegen; 
für  das  parabolische  Punktsystem  ist  die  Potenz  Null. 

Wegen  des  häufigen  Auftretens  von  Punktsystemen  her  geo- 
metrischen Untersuchungen  heben  "wir  die  Grundeigenschaft  eines 
solchen  Doppelgebildes,  dass  es  nämlich  in  sich  projektivisch  ist, 
noch  besonders  hervor: 

Wenn  wir  bei  einem  Punktsystem  von  Punkten- 
paaren, aus  jedem  Paare  einen  nehmen  und  diese  als 
eine  Reihe  auffassen  a^c  .. .,  so  bilden  die  konjugirten 
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Punkte  aßy  .  , .  eine  mit  der  ersten  Reihe  projektivi- 
scjie  Punktreihe  und  die  beiden  Punktreihen  liegen 
in  der  oben  angegebenen  eigenthümlichen  Weise  auf 
einander.  Es  ist  einleuchtend,  dass  wir  dabei  die  konjugirten 
Punkte  eines  Paares  mit  einander  vertauschen  können,  ohne  die 
projektlvische  Beziehung  zu  alteriren,  denn  da  die  Endpunkte 
eines  solchen  Paares  x  fei)  und  Xi  fe)  sind,  so  können  wir  es  so- 
wohl als  xXi  auffassen,  wie  auch  als  V)^^.  Es  folgt  ferner,  dass 
Punktsysteme  dieselbe  allgemeine  Eigenschaft  der  Projektivität 
besitzen,  wie  einfache  Punktreihen  selbst,  d.  h.  wenn  wir  ein 
Punktsystem  aa,  bß,  cy  , , .  mit  irgend  einem  Punkte  B  durch 
Strahlenpaare  verbinden,  welche  eine  beliebige  andere' Transver- 
sale in  den  neuen  Punktenpaaren  a^cc^,  b^ß^,  c^y^  ...  treflfen,  so 
bilden  diese  ebenfalls  ein  Punktsystem;  denn  es  bilden  a^b^c^ . .  . 
und  «^  j3^  y ^  . . .  zwei  projektlvische  Punktreihen ,  welche  sich  in 
der  eigenthümlichen  Lage  befinden,  dass  dem  Punkt  a'  der  er- 
sten Punktreihe  der  Punkt  a^  der  zweiten  entspricht,  aber  auch 
gleichzeitig  dem  Punkt  cc^  als  der  ersten  Punktreihe  angehörig 
betrachtet  der  Punkt  a^  der  zweiten  Punktreihe  entspricht;  da 
also  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ein- 
ander fallen,  so  bilden  auch  a^a^  b^ß^,  c^y^  , , .  ein  Punktsystem. 
Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks 

ox  ,  oS  =  const. 

können  wir  uns  ein  leichtes  Verfahren  ableiten,  Punktsysteme  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  herzustellen.  Legen  wir  nämlich  durch 
zwei  konjugirte  Punkte  aa  einen  beliebigen  Kreis  upd  durch  ein 
zweites  Paar  konjugirter  Punkte  bß  irgend  einen  zweiten  Kreis, 
welcher  den  ersten  in  den  Punkten  P  und  Q  treffe,  so  wird  ein 
dritter  Kreis,  welcher  durch  PQ  und  x  geht,  nothwendig  durch 
I  gehen  müssen,  weil,  wenn  PQ  den  Träger  des  Punktsystems 
in  0  trifft,  oP  .  oQ  =  oa  .  occ  =  ob.  oß  =  ox  .  o^  sein  muss. 
Sämmtliche  durch  die  Punkte  PQ  gelegten  Kreise  (die  Kreisschaar) 
bestimmen  also  sämmtliche  Punkteiipaare  x^  eines  Punktsystems, 
das  mit  dem  angenommenen  identisch  ist,  dessen  Mittelpunkt 
durch  die  gemeinschaftliche  Sekante  PQ  der  Kreisschaar  (oder 
denjenigen  Kreis  der  Scliaar,  dessen  Radius  unendlich  gross  ist) 
bestimmt  wird.  Liegt  der  Punkt  o  ausserhalb  der  Strecke  PQ, 
so  liegt  er  auch  ausserhalb  jeder  Strecke  a;|,   ausserhalb  aller 
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Kreise  der  Schaar,  das  Punktsystem  ist  hyperbolisch;  liegt  o 
zwischen  PQ,  so  liegt  es  auch  muerhalb  jeder  Strecke  x^,  in- 
nerhalb sämmtlicher  Kreise  der  Schaar,  das  Punktsystem  ist 
elliptisch.  Wir  schliessen  zugleich  umgekehrt:  Eine  Kreis- 
schaar  mit  zwei  (reellen)  gemeinschaftlichen  Punkten 
PQ  wird  von  einer  beliebigen  Transversale  immer  in 
einem  Punktsysteme  geschnitten,  dessen  Paare  kon- 
jugirter  Punkte  die  Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise 
der  Schaar  sind;  das  Punktsystem  ist  elliptisch,  wenn 
die  Transversale  die  Punkte  P  und  Q  trennt,  d.  h.  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  sich  hat,  hyperbolisch, 
wenn  P  und  Q  auf  derselben  Seite  von  der  Transver- 
sale liegen.  Im  letzteren  Fall  giebt  es  zwei  besondere  Kreise 
der  Schaar,  welche  die  Transversale  berühren;  die  Berührungs- 
punkte sind  die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems. 

Aus  dieser  Konstruktion  eines  Punktsystems  vermittelst  der 
Kreisschaar  geht  schon  hervor,  dass  ein  Punktsystem  voll- 
ständig bestimmt  ist  durch  zwei  Paar  (willkührlich  an- 
zunehmender) konjugirter  Punkte;  dies  folgt  aber  auch  aus 
der  ursprünglichen  Entstehung  des  Punktsystems,  denn  nehmen 
wir  aa,  bß  als  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  willkührlich  an,  so 
vertritt  acc  die  Stelle  von  zwei  Paaren  aU]  und  bjB,  bß  die  Stelle 
von  zwei  andern  Paaren  cc^  und  b^b  entsprechender  Punkte  zweier 
projektivischer  Punktreihen  abcb  und  aib^qb^;  es  scheint  also, 
als  ob  durch  diese  vier  Paar  entsprechender  Punkte  die  projek- 
iivische  Beziehung  überbestimmt  sei,  da  doch  drei  Paar  ent- 
sprechende  Elemente  zur  Bestimmung  der  projektivischen  Beziehung 
uothwendig  und  ausreichend  sind;  dieser  Skrupel  verschwindet 
aber,  da  die  vier  Paar  so  eigenthümlich  Uegen,  dass  das  vierte 
nur  eine  Folge  der  drei  andern  ist,  dass  also  kein  Widerspruch, 
stattfindet  und  in  der  That  die  projektivische  Beziehung  durch  sie 
gerade  bestimmt  wird.  Es  liegen  nämlich  aB^  zusammen  in  a, 
ebenso  Ba^  zusammen-  in  cc,  ferner  cb^  in  b  und  bc^  in  ß; 
folglich  ist  identisch 

(afccb)  =  (biaibiq), 

und  da  nach  §  6  1.  allgemein 

(B^aibiCi)  =  (aiBiqbi), 
so  folgt 

(afccb)  =  (ait^iqbi). 
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Diese  vier  Paar  entsprechende  Elemente  vertreten  also  nur 
drei  Paar  und  bestimmen  vollständig  die  projeklivische  Beziehung, 
also  auch  das  ganze  Punktsystem.  Zwischen  drei  Paaren  konju- 
girier  Punkte  eines  Punktsystems  muss  folglich  eine  Bedingung 
hestehen,  welche  unröiltelbar  hervorgeht  aus  der  Gleichheit  der. 
Doppel  Verhältnisse;  fügen  wir  nämlich  noch  ein  drittes  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  cy  den  vorigen  hinzu  und  denken  uns  dieses  als 
c  und  C|  oder  f|  und  f  (Fig.  21),  so  ist 

(aBcc)  =  (ai^iqci) 

(Fig.  21.) 
-J: 'Ji^ « ^^ 


b    f 


oder  durch  die  Bezeichnung   der  conjugirten  Punkte  des  Punkt- 
systems ausgedruckt 

[auhc]  =  (aaßy), 
das  heisst 

ab   ^  ac   aß  ^  ay 

ah  '  ac         aß  '  ay 

Dies  lässt  sich  in  mehr  symmetrischer  Gestalt  so  schreiben: 


(I-) 


ah  .  aß  ac  .  ay 


ah  , aß        ac  . ay  ® 

bc  .  hy   ha  .  ha 

fcTßy         ßa,  ßa 

ca  .  ca   ch  .  cß 


und  in  deicher  Weise 


ya  .  ya         yh  .  yß 

Ferner  können  wir  auch  folgende  Gleichheil  der  Doppelver- 
hältnisse ansetzen: 

(acbf)  =  (aiq6Ji) 
oder  in  der  andern  Bezeichnung 

(abay)  =  (aßac), 
das  heisst 

aa    ay     •    aa    ac 

•  •_  ^^_   •  • 

ha*  by         ßa'  ßc^ 

da   nun  (aa)  =  —  [aa),   so  hebt  sich   ein  Faktor  fort  und  es 

bleibt  die  Relation: 

aß  .ly  .  ca  =  ay  .ba  .  cß     un<^  <Jurch  Vertauschung  je 
aß.bc,ya  =  ac.ba,  yß      «j^f  ^^^  f  ^^  ^^ar  konju- 


(II.) 


< 


Ä   I.    Ä     g^^'ter  Punkte 
by .  ca  .  aß  =i  ba  ,  cp  ,  ay 

ca ,  ab  .  ßy  z=zs  cb  .  ay  .  ßa. 
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Diese  7  Relationen  zwischen  drei  Paar  konjugirten  Punkten 
eines  Punktsystems  hängen  natürlich  alle  von  einer  unter  ihnen 
ab;  sie  sind  von  Desargues  aufgestellt,  der  solche  sechs  Punkte, 
welche  diesen  Bedingungen  genügen,  „sechs  Punkte  in  Invo- 
lution" nannte. 

Es  ist  noch  für  die  Folge  wichtig,  ein  Kriterium  zu  besitzen, 
welches  sofort  entscheidet,  ob  ein  durch  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  gegebenes  Punktsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist; 
dies  erkennen  wir  unmittelbar  aus  der  oben  gefundenen  Eigen- 
schaft, dass  beim  hyperbolischen  Punktsystem  jedes  Paar  konju- 
girter Punkte  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkt  liegt,  also  wenn 
acc  und  hß  irgend  zwei  Paar  sind,  entweder  die  Strecke  aa  ganz 
ausserhalb  der  Strecke  bß  oder  ganz  innerhalb  derselben  oder 
endlich  die  Strecke  hß  ganz  innerhalb  acc  liegt,  d.  h.  die  Punkte 
aa  werden  durch  die  Punkte  hß  nicht  getrennt  (liegt  h  inner- 
halb aci,  so  liegt  auch  ß  innerhalb  acc,  liegt  h  ausserhalb  acc, 
so  liegt  auch  ß  ausserhalb  acc)\  weil  dagegen  beim  elliptischen 
Punktsystem  ein  Paar  konjugirter  Punkte  immer  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  vom  Mittelpunkte  liegen,  muss  acc  durch  hß 
und  umgekehrt  getrennt  werden;  das  gesuchte  Kriterium  ist  also 
folgendes : 

Wenn  ein  Punktsystem  durch  irgend  zwei  Paar 
konjugirter  Punkte  au  und  hß  gegeben  ist,  so  wird 
es  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  sein,  je  nach- 
dem die  Punkte  acc  durch  hß  und  zugleich  hß  durch  a« 
getrennt  werden  oder  nicht.  Hieraus  entspringt  folgende 
Betrachtung:  Nehmen  wir  auf  einer  Geraden  vier  beliebige  Punkte 
ah  cd  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  dreifache  Weise  zu  Paaren 
ordnen,  nämlich: 

aft,  cd  I  öc,  hd  \  ad,  hc. 

Bei  jeder  dieser  Zuordnungen  wird  durch  die  zwei  Punkten- 
paare, als  konjugirte  aufgefasst,  ein  Punktsystem  bestimmt  und  von 
diesen  drei  Punktsystemen  ist  immer  eines  elliptisch,  die  beiden 
andern  hyperbolisch,  nämlich  nach  dem  vorigen  Kriterium  z.  B. 


a 

c     h     d 

ah,  cd 

ac^  hd 

ad,  hc 

elliptisch  {e) 

hyperbolisch  (h) 

hyperbolisch  (äJ. 

Nehmen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  p  des  Trägers  den 
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konjugirten  Punkt  rucksichtlich  dieser  drei  Punktsysteme  und  be- 
zeichnen wir  ihn  beziehlich  durch 

SO  bieten  diese  Punkte  eine  leicht  erkennbare  Eigenschaft  dar ;  es 
findet  nämlich  wegen  der  Grundeigenschaft  der  Punktsysteme  die 
Gleichheit  folgender  Doppel  Verhältnisse  statt: 

[ahcp)  =  (badTCg) 
(acdp)  =  (cabitj^) 
(adcp)  =  (dabTCßn). 

Die  letzte  Gleichheit  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(acdp)  c=  (dbanit^)  m 

und  zeigt,  mit  der  vorletzten  verglichen,  dass 

(cabTtßt)  =  (dban^^) 
oder 

{abcTC/t)  =  {badTt/ii), 

folglich  sind  tta  und  tt^^  ein  Paar  konjugirte  Punkte  des  Punkt- 
systems (e)  gleicherweise  n^  und  icjk  ein  Paar  konjugirte  Punkte 
des  Punktsystems  (h^)  endlich  n^  und  tka^  ein  Paar  konjugirte 
Punkte  des  Punktsystems  (h).    Hiernach  gilt  folgender  Satz: 

Vier  beliebige  Punkte  in  einer  Geraden  als  zwei 
Paar  konjugirte  Punkte  aufgefasst  bestimmen  drei 
verschiedene  Punktsysteme,  von  denen  immer  eines 
elliptisch  (e)  und  die  beiden  andern  hyperbolisch 
sind  (h)  und  (h^).  Nimmt  man  von  irgend  einem  Punkte 
p  in  der  Geraden  den  konjugirten  Punkt  in  Bezug  auf 
jedes  dieser  drei  Punktsysteme  und  heissen  diesel- 
ben beziehlich  jr^^r^iffA,,  so  sind  jr^  und  tc/^  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (e),  «^  und  jt^,  ein 
Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (A)  und  tt^  und 
ttä  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (äJ. 

Auch  zeigt  sich  das  eigenthümÜch  reciproke  Verhalten,  dass 
die  vier  Punkte  p tt«  tta  ttj»!  zu  den  vier  angenommenen 
Punkten  abcd  genau  dieselbe  Beziehung  haben,  wie 
diese  zu  jenen,  d.  h.  wenn  man  von  p^e^k^hi  ausgeht  und 
zu  a  die  drei  konjugirten  sucht,  erhält  man  bcd,  was  aus  der 
Projektivität  der  Punktreihen  hervorgeht: 
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ab  c  dp     Tte  TtH  tihA    ^  ^ 


b  ad  C  7te    p     Ttk, 


(A) 


a  b  c  d  p    Tte  nh  jc/t^ 
c  d  a  b  it/t  fC/n  p    Tic 

ab  c  d  p    ne  n^  iihA    ,^. 
d  c  b  a  nn^ith  ^e  p      J    ^  ^^' 

Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun, 
in  welchem  das  Punktsystem  einen  sehr  einfachen  Charakter 
annimmt;  dieser  tritt  beim  hyperbolischen  Punktsystem,  auf, 
welches  nach  dem  Obigen  aus  sämmtlichen  Paaren  zugeordnet- 
harmonischer  Punkte  zu  zwei  festen  Punkten  (den  Asymptoten- 
punkten des  Punktsystems)  besteht.  Wählen  wir  nämlich  ins* 
besondere  die  Asymptotenpunkte,  welche  zwei  Paare  konju- 
girier  Punkte  vertreten,  also  das  ganze  Punktsystem  bestim- 
men, so,  dass  einer  von  ihnen  h  im  Unendlichen  liegt  und  nur 
der  andere  g  im  Endlichen  bleibt,  so  wird,  weil  jedes  Paar  x^ 
zu  g  und  h[<x>)  harmonisch  liegt,  g  die  Mitte  jedes  Paares  x^  sein 
müssen  (§  8);  wir  erhalten  also  ein  sehr  einfaches  Gebilde:  alle 
Paare  von  Punkten  a?§  einer  Geraden,  die  zu  einem  festen  g  sym- 
metrisch liegen;  derselbe  ist  ein  Asymptotenpunkt  dieses  beson- 
deren Punktsystems,  welches  ein  hyperbolisch-gleichsei- 
tiges Punktsystem  genannt  wird,  während  der  andere  Asymp- 
totenpunkt und  mit  ihm  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems 
ira  Unendlichen  liegt.  Es  ergiebt  sich  auch  umgekehrt:  Wenn  der 
Mittelpunkt  eines  Punktsystems  im  Unendlichen  liegt,  so  muss  er 
zugleich  ein  Asymptotenpunkt  sein;  denn  da  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  und  der  Mittelpunkf  immer  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  des  Punktsystems  sind,  so  wird,  wenn  sie  zusammenfallen, 
aus  ihnen-ein  Asymptotenpunkt;  also  das  Punktsystem  ist  dann 
immer  ein  iRferbolisch  -  gleichseitiges.  — 

Schliesslich  möge  noch  eine  Frage  erörtert  werden,  welche  sich 
i>ei  geometrischen  Untersuchungen  öfters  darbietet:  Ereignet  es 
sich  bei  zwei  (beliebig  auf  einander  gelegten  Punkt- 
systemen, dass  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  einen 
aufe  in  Paard  es  andern  Punktsystems  zu  liegen  kommt? 
Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  müssen  wir  die  drei  möglichen  Fälle 
von  einander  trennen:  ob  1)  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind 
oder  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  oder  3)  beide 
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hyperbolisch  sind.  Denken  wir  uns  bei  einem  Punktsystem  jedes 
Paar  konjugirter  Punkte  als  Durchmesser  eines  Kreises,  so  erhalten 
wir  nach  dem  Obigen  eine  Kreisschaar  und  zwar  mit  zwei  reellen 
Schnittpunkten,  wenn  das  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  dagegen 
mit  einer  ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante  (Linie  der  gleichen 
Potenzen),  wenn  das  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist.  Sind 
nun  ad  1)  die  beiden  auf  einander  liegenden  beiden  Punktsysteme 
elliptisch,  so  haben  die  beiden  zugehörigen  Kreisschaaren  reelle 
Schnittpunkte  PQ  und  P^Q^,  welche  gleich  weit  abstehen  und 
symmetHsch  liegen  von  der  gemeinschaftlichen  Centrale.  Es  giebt 
offenbar  einen  Kreis  durch  die  vier  Punkte  PQP^Q^,  welcher 
beiden  Kreisschaaren  angehört,  also  die  Centrale  in  einem  Punkten- 
paar trifft,  welches  •beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  ist; 
dies  ist  das  einzige  und  immer  vorhandene.  Ist  ferner  ad  2)  das 
eine  Punktsystem  elliptisch ,  das  andere  aber  hyperbolisch ,  so  hat 
die  eine  Kreisschaar  zwei  reelle  Punkte  PQ,  die  andere  keine. 
Es  giebt  aber  immer  einen  einzigen  leicht  zu  ermittelnden  Kreis 
der  letzteren ,  welcher  durch  P  und  Q  geht  und  dadurch  gefunden 
werden  kann,  dass  man  durch  P  und  die  beiden  Asymptoten- 
punkte gh  des  hyperbolischen  Punktsystems  (Grenzpunkte  der 
Kreisschaar)  einen  Kreis  legt  und  einen  andern  Kreis  konstruirt, 
der  diesen  in  P  rechtwinkelig  schneidet  und  durch  Q  geht;  letz- 
terer gehört  beiden  Kreisschaaren  an  und  bestimmt  also  auf  der 
Centrale  das  einzige  und  immer  vorhandene  Paar  konjugirter 
Punkte ,  welches  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  ist.  Sind 
endlich  ad  3)  beide  auf  einander  liegenden  Punktsysteme  hyper- 
bolisch, so  haben  beide  Kreisschaaren  ideelle  gemeinschaftliche 
Sekanten;  seißn  gh  und  g^h^  die  Asymptotenpunkte  des  einen  und 
andern  Punktsystems  und  beschreibt  man  über  ihnen  als  Durch- 
messer zwei  Kreise,  so  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden,  ob 
ein  Kreis  existirt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Centrale 
hat  und  beide  zuletzt  konstruirten  Kreise  rechtwinkelig  schneidet. 
Dieser  ist  nie  vorhanden,  wenn  das  eine  Paar  Asymptotenpunkte' 
durch  das  andere  getrennt  wird,  also  gh  einen  und  nur  einen 
der  Punkte  g^h^  zwischen  sich  hat.  Wenn  dagegen  das  eme  Paar 
durch  das  andere  nicht  getrennt  wird,  also  entweder  gh  ganz 
ausserhalb  g^h^  oder  ganz  zwischen  g^h^  liegt  oder  umgekehrt, 
so  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten  Kreis  von  der  verlangten 
Beschaffenheit,  welcher  leicht  zu  ermitteln  ist.    Dieser  bestimmt 
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auf  der  Centrale  das  einzige  beiden  Punktsystemen  gemeinschaft- 
liche Paar  konjugirter  Punkte.  Das  Resultat  dieser  mit  Hülfe 
von  Kreisschaaren  durchgeführten  Untersuchung  lässt  sich  also 
unabhängig  hiervon  so  aussprechen: 

Zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  haben 
immer  ein  gemeinschaftlichesPaar  konjugirter  Punkte, 
sobald  sie  beide  elliptisch  sind  oder  eines  elliptisch 
und  das  andere  hyperbolisch  ist.  Wenn  aber  beide 
hyperbolisch  sind,  so  haben  sie  nur  dann  ein  Paar 
konjugirter  Punkte  gemeinschaftlich,  wenn  die 
Asymptotenpunkte  des  einen  Punktsystems  durch  die 
des  andern  nicht  getrennt  werden;  werden  sie  ge- 
trennt (d.  h.  liegt  von  den  beiden  Asymptotenpunkten  des  einen 
Punktsystems  der  eine  zwischen ,  der  andere  tiusserhalb  der  beiden 
Asymptotenpunkte  des  andern  Punktsystems),  so  existirt  kein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte.  Dass  im 
Allgemeinen  nicht  zwei  Paar  konjugirter  Punkte  den  beiden  Punkt- 
systemen gemeinschaftlich  sein  können,  ist  an  sich  klar,  weil 
sonst  die  Punktsysteme  identisch  sein  müssten.     (Vergl.  §  31.) 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  eine  Eigenschaft  des  ellip- 
tischen Punktsystems;  In  einem  elliptischen  Punktsystem 
giebt  es  allemal  zu  einem  beliebigen  Paar  konjugirter 
Punkte  aa  ein  einziges  und  bestimmtes  anderes  Paar 
a^a^,  welches  durch  das  erstere  harmonisch  getrennt 
wird,  d.  h.  so  liegt,  dass  acta^uy  vier  harmonische  Punkte  sind, 
und  zwar  acc  zugeordnet,  ebenso  «^  a*.  Beim  hyperbolischen  Punkt- 
system ist  dies  nicht  möglich. 

Hat  man  ein  elliptisches  Punktsystem,  bei  dem  ao;  unda^a^ 
zwei  solche  Paare  konjugirter  Punkte  sind,  die  harmonisch  durch 
einander  getrennt  werden,  so  steht  der  Mittelpunkt  o  des  Punkt- 
systems in  eigenthümlicher  Beziehung  zu  den  Mittelpunkten  der 
Strecken  aa  und  a^a^,  welche  tn  und  m^  heissen  mögen;  es  sind 
nämlich  tn  und  m^  ein  P«ar  konjugirte  Punkte  des  gegebenen 
Punktsystems  selbst  und  der  vierte  harmonische  Punkt  z\x  aao 
ist  mS  der  vierte  harmonische  zu  a^ct^o  ist  m,  also  (aorom^)  :==  —  1 
und  [ä^a}om)  ==  —  1.  Dies  folgt  leicht  aus  elementaren  Sätzen, 
wenn  man  über  ac^  und  d^a}  als  Durchmesser  zwei  Kreise  be- 
schreibt>  die  sich  rechtwinkelig  schneiden  u.  s.  w. 
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§  17.     Strahlsystem  (Involution  von  Strahlenpaaren). 

Der  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht 
eine  gleichlaufende  zur  Seite  für  zwei  in  der  Weise  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projektivische  Strahlbüschel,  dass  das  eine 
oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt 
auf  einander  fällt.  Da  diese  Betrachtung  der  vorigen  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgebildet  werden  kann,  so  genüge  es,  nur  die  Resultate 
hier  anzuführen,  welche  auch  unmittelbar  durch  perspektivische 
Projektion  aus  den  vorigen  abgeleitet  werden  können. 

Liegen  zwei  projektivische  concentrische  Strahl- 
büschel in  der  Weise  auf  einander,  dass  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel  st,  s^i^  verkehrt 
auf  einander  fallen,  s  auf  t^  und  t  auf  s^,  so  fallen  die 
Schenkel  sämmtlicher  Paare  des  einen  oder  andern 
Systems  entsprechender  gleicher  Winkel  [xy)  =  {x^y^) 
oder  (a:y)  =  (vicT,)  (§13)  verkehrt  auf  einander,  näm- 
lich X  auf  y^  und  y  auf  x^  und  zwar  findet  dieses  für 
das  eine  oder  andere  System  statt,  je  nachdem  die 
Strahlbüschel  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend 
sind.  . 

Wenn  bei  zwei  concentrischen  projektivischen 
Strahlbüscheln  die  Schenkel  irgend  eines  Paars  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen  xy  auf  Vi^i*  ^^  fallen  sämmtliche  Paare  von 
Schenkeln  entsprechender  gleicher  Winkel  desjeni- 
gen Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  verkehrt 
auf  einander. 

Nur  bei  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten  Winkel 
s  i,  5j  /( ,  welche  beiden  Systemen  gemeinschaftlich  angehören,  kann 
sowohl  das  eine,  wie  das  andere  System  in  der  angegebenen  Weise 
zur  Deckung  gebracht  werden,  indem  man  die  Strahlbüschel  ein- 
mal gleichlaufend,  das  andere  Mal  uiigleichlaufend  so  auf  einander 
legt,  dass  s  auf  t^  und  t  auf  5^  fällt.  Ein  solches  Doppelgebilde 
heisst  ein  Strahlsystem  (oder  eine  Involution  von  Strahlen- 
paaren), die  Schenkel  irgend  eines  Paares  verkehrt  auf  einander 
fallender  entsprechender  gleicher  Winkel  ein  Paar  konjogir- 
ter  Strahlen  des  Strahlsystems,  die  Schenkel  der  auf  einander 
fallenden  entsprechenden  rechten  Winkel  s(t^)  und  i(s^]  die  Axen 
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des  Strahlsystems.  Wenn  die  das  Strahlsystem  erzeugenden 
Strahlbüschel  gleichlaufend  sind,  so  heisst  dasselbe  ein  ellip- 
tisches, wenn  sie  unglelchlanfend  sind,  ein  hyperbolisches; 
im  letzteren  Fall  liegen  die  besonderen  Strahlen  gg^  auf  einander 
und  ebenfalls  auch  hh^;  diese  beiden  Doppelstrahlen  heissen  die 
Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems;  ihre  Winkel 
werden  gehälftet  durch  die  Axen;  im  ersten  Fall  giebt  es  keine 
Doppelstrahleii,  es  fallen  indessen  g  auf  A^  und  k  auf  g^. 

Sind  x^  irgend  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  Strahl- 
systems, m  und  (i  die  Axen,  so  ist  immer 

tg  {mx)  .  tg  (m|)  =  const. 
also  auch 

tg  {(ix)  ,  tg  (ft^)  ==  const. 

doch  liegt  beim  elliptischen  Strahlsystem  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  x^  immer  so,  dass,  wenn  x  in  einem  Quadranten  [mii) 
liegt,  §  in  dem  nebenliegenden  Quadranten  sich  findet,  während 
beim  hyperbolischen  Strahlsystem  jedes  Paar  a;|  in  demselben 
Quadranten  sich  findet,  also  beim  elliptischen  Strahlsystem  jedes 
Paar  x^  durch  die  Axen  tn(i  getrennt  wird,  beim  hyperbolischen 
nicht;  daraus  folgt,  dass  sämmtliche  Paare  konjugirter 
Strahlen  eines  hyperboHschen  Strählsystems^zuge- 
ordnete  harmonische  Strahlen  sind  zu  den  beiden 
Asymptoten,  und  auch  umgekehrt:  Alle  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Strahlen  zu  zwei  festen  Strahlen 
bilden  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  dessen  beide 
Asymptoten  die  beiden  festen  Strahlen  sind.  Beim 
elliptischen  Strahlsystem  findet  dieses  Verhalten  nicht  statt. 

Ein  Strahlsystem  ist  ein  in  sich  projektivisches  Doppelgebilde 
in  der  Art,  dass,  wenn  man  aus  jedem  Paare  konjugirter  Strahlen 
einen  herausnimmt  und  diese  als  ein  Strahlbüschel  ahc.,.  auf- 
fasst,  die  konjugirten  Strahlen  ctßy ...  ein  mit  dem  ersten  pro- 
jektivisches Strahlbüschel  bilden  und  diese  beiden  Strahlbüschel 
in  der  angegebenen  eigenthümlichen  Weise  auf  einander  liegen. 
Wir  können  dabei  die  konjugirten  Strahlen  eines  Paares  mit  ein- 
ander vertauschen,  ohne  jene  projektivische  Beziehung  zu  alte- 
rlren,  denn  da  die  Strahlen  eines  solchen  Paares  nach  der  ur- 
sprünglichen Entstehung  des  Strahlsystems  als  x{y^  und  x^{y) 
aufgefasst  werden  müssen,  so  können  sie  sowohl  als  xx^  gelten, 
wie  auch  als  y^y.    Das  Strahlsystem  be^tzt  die  allgemeine  Eigen- 
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scbafl  der  ProjekÜTität,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Transversale 
ein  Punktsystem  ausschneidet,  dessen  Paare  konjugirter  Punkte 
durch  die  Paare  konjugirter  Strahlen  fixirt  werden,  und  umge- 
kehrt, jedes  Punktsystem  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene 
durch  Strahlen  Terbunden  liefert  em  StrahlsTstem. 

Ein  Strahlsystem  ist  vollständig  bestimmt  durch 
zwei  Paar  {wilikührlich  anzunehmende)  konjugirte 
Strahlen;  zi«ischen  drei  Straldenpaaren  aa,  bß,  cy  finden  die 
aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  entspringenden  Rela- 
tionen statt: 

sin  {ab)  .  sin  (aß)  sin  (ac)  .  sin  (<zy^ 


(!'•) 


sin  (ab)  .  sin  (aß)  sin  (ac)  .  sin  (ay) 

sin  (b  c)  .  sin  (b  y)    sin  (h  a)  .  sin  (b  a) 

sin  (ßc)  .  sin  (^y)  sin  \ßa)  .  sin  (ßa) 

sin  (ca)  .  sin  (ca)    sin  (cb)  .  sin  (cß) 

sin  iya)  .  sin  (ya)  sin  (yb)  .  sin  (yß) 


(\V) 


I  sin  (aß) .  sin  (by) .  sin  (ca)  =  sin  [ay) .  sin  (ba) .  sin  (eß) 
j  sin  {aß)  ,  sin  (bc) .  sin  (ya)  =  sin  (ac) .  sin  (ba) .  sin  (yß) 
sin  iby)  .sin  (ca)  .  sin  (aß)  =  sin  (ba) .  sin  (cß) .  sin  (ay) 
sin  (ca) .  sin  (ab) .  sin  (ßy)  =  sin  (rfe) .  sin  (ay) .  sin  (j?a). 
Es  gilt  folgendes  leicht  anzuwendende  Kriterium,  um  zu  er- 
kenneru  ob  ein  Strahlsysteni ,  welches  durch  zwei  gegebene 
Paare  konjugirter  Sirahlen  aa,  bß  bestimmt  wird,  ein  elliptisches 
oder  hyperbolisches  ist:  Wird  das  eine  Strahienpaar  aa 
durch  das  andere  bß  getrennt,  also  auch  umgekehrt 
(d.  h.  fällt  b  in  einen  Winkelraum  aa  und  ß  in  den 
Nebenwinkelraum),  so  ist  das  Strahlsystem  elliptisch; 
wird  dagegen  das  eine  Strahlenpaar  durch  das  andere 
nicht  getrennt,  so  ist  das  Strahlsystem  hyperbolisch. 
Ein  eigenlhumliches  Auftreten  des  Strahlsystems  (oder  Punkt- 
systems) zeigt  sich  bei  folgender  Betrachtung:  Sind  drei  beliebige 
durch  einen  Punkt  gehende  Strahlen  abc  gegeben,  so  kann  inan 
zwei  derselben  in  dreifacher  Weise  als  zugeordnete  Strahlen  auf- 
fassen und  zu  dem  jedesmaligen  dritten  den  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Strahl  konstruiren;  seien  b  und  e  zugeordnete  und 
der  vierte  harmonische  zu  a  zugeordnete  a;  anderseits  c  und  a 
zugeordnete  und  der  vierte  harmonische  zu  b  zugeordnete  ß,  end- 
lich a  und  b  zugeordnete  und  der  vierte  harmonische  zu  c  zu- 
geordnete y;  dann  ist 

(cbaa)  =  —  1        (acbß)  =  —  1        (bacy)  =  —  1. 
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Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

[acbß)  =  {abcy)  ' 

folgt,  dass  h  und  c  als  ein  Paar,  ß  und  y  ein  zweites  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems  genommen  werden  dürfen, 
weiches  a  zu  einer  Asymptote  haben  muss;  die  andere  Asymptote 
ist  aher  a,  weil  es  zu  a  der  vierte  harmonische  Strahl  ist,  während 
h  und  c  das  andere  Paar  zugeordnete  Strahlen  sind ;  mithin  müssen 
auch  a  und  a  harmonisch  liegen  zu  ß  und  y,  also 

[yßcca)  =  —  1,  ebenso  (ctyßh)  =  —  1  und  [ßciyc)  =  —  i. 

Es  findet  daher  zwischen  den  6  Strahlen  abcaßy  das  eigen- 
thümüch  reciproke  Verhalten  statt,  dass  die  drei  ersten  von  den 
drei  letzten  ebenso  abhängen,  wie  die  drei  letzten  von  den  ersten. 

Aus  der  Relation 

[chaa)  c==  {yßaa) 

folgt  sodann,  dass  au,  bß,  cy  drei  Paar  konjugirte  Strahlen 
eines  Strahlsystems  oder  sechs  Strahlen  in  Involution  sind; 
ebenso  bilden  aber  auch  aa,  by,  cß  eine  Involution,  ay,  bß,  ca 
eine  neue  und  endlich  auch  aß,  ba,  cy;  von  diesen  vier  Involu- 
tionen ist  die  erste  elliptisch,  die  drei  andern  sind  hyperbolisch; 
ihre  Asymptoten  bilden  selbst  eine  neue  Involution  u.  s.  f.  — 

Endlich  müssen  wir  noch  zwei  besondere  Fälle  eines  Strahl- 
systems erwähnen,  in  welchen  dieses  einen  sehr  einfachen  Charakter 
annimmt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  in  jedem  Strahlsystem  nur  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen,  die  Axen  des 
Strahlsystems,  weil  «s  im  Allgemeinen  bei  zwei  projekti vischen 
Strahtbuscheln  nur  ein  Paar  entsprechende  rechte  Winkel  giebt. 
Anderseits  därfen  wir  aber  zur  Bestimmung  des  Strahlsystems 
zwei  Paar  konjugirte  Strahlen  willkuhrlich  annehmen  und  es  steht 
uns  frei,  diese  Paare  aa,  bß  so  anzunehmen,  dass  nicht  allein 
a  und  a  zu  einander  rechtwinkhg  sind,  sondern  auch  b  und  ß, 
also  ein  Strahlsystem  zu  bilden,  welches  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjugirte  Strahlen  hat;  ein  solches  Strahlsystem  muss  natürlich 
ein  elliptisches  sein,  weil  zwei  rechte  Winkel,  die  denselben 
Scheitel  haben,  einander  nothwendig  trennen;  betrachten  wir  an 
als  die  Axen  dieses  Strahlsystems,  so  muss 

tg  {ax)  .  tg  (a|)  =  const  =  tg  {ab)  .  tg  {aß), 
weil  aber 

Schröter,  Theorie  d.  Keg-elschn,  5 
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(aß)  =  {ab)  +  90«    ig  [aß)  =  -  ^y  folgt 

tg  [ax)  .tg  (a5)  =  —  1 

und  hieraus  ergiebt  sich  wieder,  dass  der  Strahl  |  auf  dem  kon- 
jugirten   Strahl  x  senkrecht  stehen   muss,    also   sämmtliche 
Paare    konjugirter    Strahlen    bilden    rechte   Winkel. 
Ein  solches  besonderes  Strahlsystem,  welches  nur  aus  rechten 
Winkeln  besteht,  die  denselben  Scheitel  haben,  welches  also  nicht 
nur  ein  Axenpaar,  sondern  unendlich  viele  Axenpaare  hat,  heisst 
ein  Kreissystem*)  und  ist  ein  specieller  Fall  eines  elliptischen 
Strahlsystems.    Wir  schliesseu  also:  Wenn  ein  Strahlsystem 
zweiPaar  rechtwinklige  konjugirteStrahlen  hat,  so  sind 
sämmtliche  Paare  konjugirter  Strahlen  rechtwinklig 
zu  einander  und  das  Strahlsystem  ist  ein  Kreissystem. 
Zweitens  wissen  wir,    dass   jedes  Paar   konjugirte  Strahlen 
eines  hyperbolischen  Strahlsystems  zugeordnet -harmonische  Strah- 
len zu  den  Asymptoten  sind;  nehmen  wir  nun  insbesondere  die 
beiden  Asymptoten ,  welche  zwei  (zusammenfallende)  Strahlenpaare 
vertreten,   also  zur  Bestimmung  des  Strahlsystems  gerade  aus- 
reichen, auf  einander  rechtmnklig  an,  so  muss  jedes  Paar  x^  mit 
ihnen  gleiche  Winkel  bilden  (§  8) ;  hieraus  geht  ein  Strahlsystem 
besonders    einfacher   Art    hervor,    welches  ein    hyperbolich- 
gleichseitiges  Strahlsystem  heisst  und  die  charakteristische 
Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Asymptoten  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  also  mit  den  Axen  Winkel  von  45«  bilden;  wir  können  auch 
sagen:  Alle  durch  einen  Punkt  gehende  Strahlenpaare,  welche  mit 
einem  festen  Strahl  gleiche  Winkel  machen,   bilden  ein  hyper- 
bolisch -  gleichseitiges  Strahlsystem. 

§  18.    Vorkommen  von  Punktsystemen  und  Strahlsystemen 
beim  vollständigen  Viereck  und  Vierseit.    Die  Hauptsätze 

der  Theorie  der  Transversalen. 

Punktsysteme  und  Strahlsysteme  treten  bei  sehr  vielen  geo- 
metrischen Untersuchungen  auf;  zuerst  wurden  sie  bepierkt  bei 
der  Figur  des  vollständigen  Vierecks   und  Vierseits.    Sei  ÄBCD 


*)  £s  wäre  vielleicht  korrekter,  ein  solches  Strahlsystem  ein  cir- 
kulares  zu  nennen,  weil  unter  Ereissjstem  leicht  etwas  Anderes  ver- 
muthet  werden  könnte;  doch  wollen  wir  die  von  Steiner  einmal  einge- 
führte Bezeichnung  beibehalten. 


j^unktreihen  und  ebener  Strahlbüschel  auf  einander.  §  18.        67 


(Fig.  22.) 


ein  vollständiges  Viereck  und  mögen  sich  die  drei  Seitenpaare 
BC,  DA  in  x 
CA,  DB  in  y 
AB,  DC  in  z 
den     drei    Diagonalpunkten 
treffen;  schneiden  wir  diese 
sechs  Seiten  des  Toliständigen 
Vierecks  durch  irgend  eine 
Transversale    (beliebige   ge- 
rade   Linie   in    der   Ebene) 
und  bezeichnen  (Fig.  22)  die 
Schnittpunkte 

des  Seitenpaars  BC,  DA  auf  ihr  mit  a  und  a 

CA,  DB    '      .      '     b     '     ß 
AB,  DC    -      -      -     c     -     y, 
so  ist  zunächst  identisch  das  Doppel verhältniss 

{axCB)=={xaBC)         (§6.  1). 
Die  vier  Punkte  links  axCB  von  A  aus  auf  die  Transversale 
projicirt  und  rechts  xaBC  von  D  aus  projicirt  liefern  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse 

[acihc]  =  [aaßy), 
auf  der  Transversale  finden  sich  also  vier  Paar  entsprechende 
Punkte  zweier  projektivischer  Punktreihen  dergestalt,  dass  die 
entsprechenden  gleichen  Strecken  aa  und  aa  verkehrt  auf  ein- 
ander fallen ;  die  Punktreihen  bilden  also  (§  16)  ein  Punktsystem, 
d.  h.  act,  bß,  cy  sind  drei  Paar  konjugirte  Punkte  eines  Punkt- 
systems oder  sechs  Punkte  in  Involution;  also  gilt  der  Satz: 

V^erden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen 
Vierecks  durch  eine  beliebige  Transversale  geschnit- 
ten, so  bilden  die  Schnittpunkte  drei  Paare  konju- 
girter  Punkte  eines  Punktsystems  (oder  sind  sechs 
Punkte  in  Involution). 

Dieser  Satz  enthält  als  speciellen  Fall  in  sich  die  harmo- 
nische Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  (§  9),  denn  geht  die 
beliebige  Transversale  insbesondere  durch  zwei  Diagonalpunkte  xy, 
so  werden  dies  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems  (zusammen- 
fallende konjugirte  Punkte)  und  die  Schnittpunkte  des  dritten  Seiten- 
paares müssen  zu  den  Asymptotenpunkten  harmonisch  liegen  (§  16.) 
Der  Satz  selbst  ist  aber  wiederum  nur  ein  specieller  Fall  eines  all- 

5* 
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gemeineren,  den  wir  später  finden  werden  und  bei  welchem  das 
ganze  Punktsystem  auf  der  Transversale  zum  Vorschein  kommt. 
Aus  dieser  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  ergiebt  sich 
eine  lineare  Konstruktion  beliebig  vieler  Punktenpaare  eines 
Punktsystems,  von  welchem  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  aa 
und  hß  gegeben  sind;  um  nämlich  zu  irgend  einem  Punkte  c  des 
Trägers  den  konjugirten  y  zu  Onden,  ziehe  man  durch  c  eine 
beliebige  Gerade  und  nehme  auf  ilu*  zwei  beliebige  Punkte  A  und 
B  an ;  verbindet  man  A  und  B  mit  a  und  or,  h  und  ß  und  sucht 
die  Schnittpunkte  [Aa^  Bh)  =  P  und  [Aß,  Bcc)  =  Q  auf,  dann  gehl 
PQ  durch  den  gesuchten  Punkt  y,  weil  ABPQ  ein  Viereck  ist, 
dessen  drei  Seitenpaare  in  sechs  Punkten  der  Involution  getrolTen 
'  werden ;  wegen  der  verschiedenartigen  Zuordnung  und  weil  es  doch 
nur  einen  sechsten  Punkt  y  giebt,  folgen  hieraus  elementare  Sätze, 
deren  Ausführung  wir  dem  Leser  überlassen. 

Es  drängt  sich  hierbei  die  Frage  auf,  wann  für  verschiedene 
Lagen  der  Transversale  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es 
hyperbolisch  wird.  Nach  dem  §  16  gefundenen  Kriterium  brauchen 
wir  bei  der  Bewegung  der  Transversale  nur  zwei  Paar  konjugirte 
Punkte  aa,  bß  zu  verfolgen  und  nachzusehen,  ob  das  eine  Paar 
durch  das  andere  getrennt  wird,  oder  nicht;  hierbei  stellt  sich 
nun  das  leicht  erkennbare  Verhalten  heraus :  Sobald  von  den  vier 
Ecken  des  vollständigen  Vierecks  eine  gerade  Anzahl  zu  jielden 
Seiten  der  Transversale  liegt  (zwei  oder  vier  auf  der  einen  und 
zwei  oder  keine  auf  der  andern),  ist  das  Punktsystem  hyperbolisch ; 
liegt  aber  eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten  der  Trans- 
versale (also  eine  oder  drei  Ecken  auf  einer  Seite  und  drei  oder 
eine  auf  der.  andern),  so  ist  das  Punktsystem  elliptisch 

Dieses  Kriterium  gilt  indessen  nur  dann,  wenn  die  vier  Ecken 
des  vollständigen  Vierecks  so  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (Fig.  22) ;  liegen 
sie  dagegen  so,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebil- 
deten Dreiecks  sich  befindet,  so  tritt  gerade  das  umgekehrte  Verhal- 
ten ein :  Liegt  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der 
Transversale,  so  ist  das  Punktsystem  elliptisch,  liegt  eine  ungerade 
Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  derselben,  so  ist  das  Punkt- 
system hyperbolisch.*) 

*)  Anmerkung.    Ein  Punktsystem  tritt  auch  bei  zwei  allgemeinen 
auf  einander  liegenden  Puiiktreihen  auf,  deren  Doppelpunkte  (§  14)  reell 
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Ein  besonderer  Fall  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vier- 
ecks führt  zu  einem  Hauptsatze  der  Theorie  der  Transversalen. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  der  vier  Ecken  des  vollständigen 
Vierecks  ins  Unendliche  gerückt,   es  sei  D,  so  werden  die  drei 


(Fig.  23.) 


Strahlen  DA,  JOB,  DC  parallel 
und  es  bleibt  nur  das  Dreieck 
ABCim  Endlichen,  dessen  Sei- 
ten von  einer  Transversale  in 
den  Punkten  ahc  geschnitten 
werden,  während  drei  durch  die 
Ecken  ^-^C  in  beliebiger  Rich- 
tung gezogene  Parallelen  die 
Transversale  in  aßy  treffen 
(Fig.  23).  Fassen  wu»  nun  die  in  §  16  gefundene  Relation  (II)  für 
sechs  Punkte  einer  Involution 

aß  ,  by  .  ca  =  ay  ,  ba  ,  cß 

ins  Auge  und  ersetzen  wegen  der  Parallelität 

aß aB^   hy  bC  ^   ca. cA^ 

Vy      ^'  ba~hA''  c~ß      Tb* 

sind;  seien  nämlich  aai  und  BBi  irgend  zwei  Paar  entsprechende  Punkte 
zweier  projektivischer  Punktreihen,  deren  Träger  zusammen  liegen,  und 
(j  und  ^  die  Doppelpunkte,  so  ist  nothwendig  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse (9^ciB)=  (gl^aiBj) 

=  (Ö9biaj)    nach  §6,  1, 
und  da  , die  Strecke  i^^  verkehrt  auf   die  Strecke  l^g  fällt,   so   bilden 
(§  16)   abi,   aib  und  c^l^  ein  Punktsystem   oder  sind  6  Punkte  in  Invo- 
lution, also: 

Sind  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  pro- 
jektivischen  Punktreihen  a  und  ai,  b  und  bj  zwei  Paar  ent- 
sprechende Punkte  und  g  und  1^  die  Doppelpunkte,  so  sind 
immer  die  drei  Punktenpaare  abj,  ba^  undgl^drei  Paare  kon- 
jiigirter  Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Punkte  in 
Involution. 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

Sind  aa  und  bß  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  eines 
hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte 
g  und  h  sind,  so  bilden  immer  die  drei  Punktenpaare  aßj  ba 
und  gh  eine  neue  Involution  oder  sind  drei  Punktenpaare 
eines  neuen  Punktsystems. 

Hieraus  folgen  die  von  Hesse  im  63.  Bande  des  Grelle  -  Borchardt*- 
schen  Journals  in  dem  Aufsatze  „zur  Involution'*  Seite  179  angege- 
benen Sätze. 
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die  Buchstaben  ctßy  durch  ABC,  so  finden  wir 

Ab  .  Bc  .  Ca^=  Ac  .  Ba  .  Cb, 

d.  h.:  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  durch 
eine  Gerade  (Transversale)  in  den  Punkten  abc  ge- 
troffen, so  bestimmt  jeder  Schnittpunkt  auf  der  be- 
treffenden Seite  zwei  Abschnitte:  aB  und  aC,  bC  und 
bA,  cA  und  cB\  das  Produkt  dreier  nicht  zusammen- 
stossender  Abschnitte  ist  gleich  dem  Produkt  der 
drei  übrigen. 

Fassen  wir  die  vorige  Relation  in  der  Gestalt  auf: 

aB     hC 


1) 


cA ^ 


aC    bA 

SO  drückt  jeder  Faktor  das  VerhäLtniss  der  beiden  Abschnitte  aus, 
welche  der  Schnittpunkt  der  Transversale  und  je  einer  Seite  auf 
dieser  bildet,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Punkte  a 6 c 
in  gerader  Linie  liegen,  ist  die,  dass  das  Produkt  dieser  drei 
Verhältnisse  =  1  sei;  es  giebt  aber  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks 
noch  einen  zweiten  Theilpunkt,  welcher  absolut  genommen  das- 
selbe Verhältniss  der  Abschnitte  darbietet,  seiner  Lage  nach  aber 
das  entgegengesetzte  (§  7),  nämlich  den  jedesmaligen  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  welcher  dem  Schnittpunkt  mit  der  Transversale 
zugeordnet  ist,  während  die  beiden  Ecken  der  Dreiecksseite  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  sind;  bezeichnen  wir  diese  vierten 
harmonischen  Punkte  entsprechend  mit  a^  b^  c^  (Fig.  24) ,  so 
haben  wir:  * 

(Fig.  24.)  Was    nun    die    Lage    der 

Punkte  a^b^c^  betrifll,  so  sind 
sie  leicht  zu  konstruiren  nach 
§  8 ;  man  verbinde  den  Schnitt- 
punkt [Aa,  Bb)  mit  C,  so 
schneidet  ihre  Verbindungslinie 
die  Gerade  ^  ^  in  c^  wegen  der 
Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  AaBb, 
Es  schneiden  sich  also  Aa,  Bb,  Cc^  in  einem  Punkte 

ebenso  Bb,  Cc,  Aa^    - 

Cc,  Aa,  Bb^    -        - 
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Nun  liegen  auch  cb^a^  in  einer  geraden  Linie  >  weil  die  vier 
von  c  nach  hCh^A  gehenden  Strahlen  vier  harmonische  sind  und 
daher  auch  die  Gerade  CB  m  vier  harmonischen  Punkten  treffen 
müssen;  von  diesen  sind  drei  aCB,  der  vierte  harmonische  dem 
a  zugeordnete  ist  a^,  folglich  muss  der  vierte  Strahl  ch^  durch 
a^  gehen,  also  liegen 

c  b^  ö|  in  einer  Geraden 
ebenso  «  r^  ft^    -      - 

endlich  schneiden  sich  auch 

Aa^    Bb^    Cc^ 

in  einem  Punkte  wegen   der   harmonischen  Eigenschaft  des  voll- 
ständigen Vierecks  ABa^by, 

Fuhren  wir  nun  in  die  Relation  (1)  die  Punkte  a^b^c^  ein 
vermittelst  der  Beziehungen  (2),  so  ergiebl  sich: 

— PT  •  j— r  •  -H^  =  1  («  *  c    in  gerader  Lmie 

aC      bA     CD  ^  ^ 


(I.) 


m{ 


aB      btC     CiA        ^/. 
aC      öiA     c^B  ^      ^    * 

atB     bC      CtA        ^    ,      . 
a^C     bA     c^B  ^  *        ^ 

axB      biC    cA         ^    f      , 
ajC      biA     cB  ^   ^    ^ 

^~C  '  b~A  '  ^  =  —  1  .(^^«1»  ^^1»  Ocy  schneiden  sich  in  1  Punkte) 

?f-f5-Ii  =  -M^«.^^^^      -      -    -     -  ) 

aB     bjC      cA 

aC  '  biA  '  cB^ 

aB      bC     c^A 

—  ^  ^^^^   ^^^    ^^j 

asA 


=.—  1  (Aa,   Bby,   Cc  -  _        .  .       ) 

aC   ,bA     e,/?  =  -^(^^'   ^^'    ^^i  -  -        ■  ■       ) 


Da   nun  (ST)   der   Werth   eines   solchen  Verhältnisses      „ 

^*^      '  xB 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Theilungspunkt  x  ausser- 
halb der  Strecke  AB  oder  zwischen  A  und  B  liegt,  und  das 
Produkt  dreier  solcher  Faktoren  nur  positiv  sein  kann,  wenn 
keiner  oder  zwei  von  ihnen  negativ  sind,  dagegen  negativ  ist, 
wenn  einer  oder  alle  drei  negativ  sind,  so  folgt  aus  (I),  dass, 
wenn  eine  gerade  Linie  dje  Seiten  eines  Dreiecks  trifft,  von  den 
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Schnittpunkten  entweder  keiner  oder  zwei  zwischen  den  Dreiecks- 
ecken liegen  müssen,  aus  (II),  dass,  wenn  drei  durch  einen  Punkt 
und  die  Ecken  eines  Dreiecks  gehende  Strahlen  die  Seiten  des- 
selben in  drei  Punkten  treffen,  entweder  nur  einer  oder  alle  drei 
zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen  und  dass  in  beiden 
Fällen  von  den  sechs  durch  die  Theilungspunkte  auf  den  Seiten 
gebildeten  Abschnitten  das  Produkt  dreier  nicht  zusammenstos- 
sendcr  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  ist. 

Diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  gestattet  jetzt  die  Um- 
kehrung desselben,  welche  folgendermaassen  lautet:  Wenn  in 
den  Seiten  eines  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerun- 
gen) ABC  sich  drei  Punkte  ahc  finden,  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  von  den  sechs  Abschnitten, 
welche  auf  den  Dreiecksseiten  durch  die  Punkte  ahc 
gebildet  werden:  aB,  aC,  bC,  hA,  cA,  cB,  das  (absolut 
genommene)  Produkt  dreier  nicht  zusammenstossen- 
der  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  nicht  zusam- 
menstossenden  Abschnitte  ist,  so  liegen  entweder  die 

drei  Punkte  abc  in   gerader  Linie  (^  '  bÄ'  ^~B^^^  "^  ^r 

sobald  von  ihnen  keiner  oder  zwei  zwischen  den 
Dreiecksecken  liegen,  oder  die  drei  Verbindungs- 
linien  Aa,   Bb,   Cc  schneiden    sich    in    einem   Punkte 

(^ '  öA  '  ~ff  =—  1)»  sobaldvon  den  Punkten  ab 

oder  alle  drei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen. 
In  dieser  Gestalt  liefert  der  Satz  ein  nützliches  und  oft  ange- 
wendetes Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  gewisse  drei  Punkte  in 
gerader  Linie  liegen  oder  gewisse  drei  Linien  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  und  ist  das  Fundament  einer  umfangreichen  und 
vorzüglich  von  französischen  Geometern  (Carnot,  Brianchon, 
Poncelet  u.  A.)  ausgebildeten  Theorie  (ibeorie  des  transversales). 
Die  umgekehrten  Sätze  sind  seit  langer  Zeit  bekannt  und  stammen 
von  Menelaos  und  de  Ceva  her.  Zugleich  ergiebt  sich  beiläufig 
der  Satz: 

Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine 
Transversale  geschnitten  und  die  zu  den  Schnittpunk- 
ten und  je  zwei  Dreiecksecken  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkte  auf  den  Dreiecksseiten  mit  den 


c  einer 
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gegenüberliegenden  Ecken  verbunden,  so  laufen  diese 
drei  Linien  durch  einen  Punkt,  und  umgekehrt:  Verbindet 
man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  mitden 
Ecken  desselben  und  konstruirt  zu  diesen  drei  Strah- 
len den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  zugeord- 
neten Strahl,  indem  je  zwei  Dreiecksseiten  das  andere 
P^aar  zugeordneter  Strahlen  sind,  so  treffen  die  so  kon- 
struirten  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Drei- 
ecksseiten in  drei  Punkten,  welche  in  einer  Geraden 
liegen. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderem  Interesse  darum,  weil  er  ein 
eigenthümliches  (reciprokes)  Entsprechen  von  sämmtlichen  Geraden 
einer  Ebene  zu  den  Punkten  derselben  darbietet,  worauf  hier  näher 
einzugehen  der  Raum  nicht  gestattet.  Es  bleibt  noch  übrig,  die 
analoge  Betrachtung  für  das  vollständige  Vierseit,  d.  h.  vier  be- 
liebige in  der  Ebene  liegende  gerade  Linien  anzustellen;  da  der 
Gang  der  Untersuchung  aber  genau  derselbe  ist,  so  genüge  es, 
die  Resultate  anzugeben: 

Werden  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  d.  h.  wenn  213363)  die  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierseits,  vier  beliebige  unendlich  lange  Gerade  in  der 
Ebene,  bedeuten,  die  Schnittpunktenpaare 

(51,  39)  und  (e,  SD) 
(91,6)      -    (33,2)) 
(31,3)).    -    (33,6) 
mit    irgend    einem   Punkte    der   Ebene    durch    gerade 
Linien  verbunden,  so  bilden  dieselben  drei  Paare  kon- 
jugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems,  oder  sind  sechs 
Strahlen  in  Involution. 

Wenden  wir  das  oben  gegebene  Kriterium  (§  17)  an,  um 
zu  entscheiden,  wann  das  Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann 
es  ein  hyperbolisches  wird,  so  fmden  wir  für  die  Lage  des  Punktes 
in  dem  einen  oder  andern  Falle  verschiedene  Regionen  der  Ebene. 
Durch  die  vier  geraden  Linien  31396^  wird  nämlich  die  ganze 
unendliche  Ebene  in  elf  Gebiete  zerschnitten,  von  denen  drei 
einen  endlichen,  die  andern  acht  einen  unendlich  grossen  In- 
halt haben;  von  diesen  elf  Räumen  sind  fünf  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass,  wenn  in  ihnen  der  Punkt  liegt,  sein 
Strahlsystem    hyperbolisch    wird    (wir    haben    diese    Räume    in 
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Fig.  25  mit  h  bezeichnet),  die  andern  sechs  Räume  aber  iiefern 
für  jedep  in  ihnen  enthaltenen  Punkt  ein  elliptisches  Strahlsystem. 

Die  fünf  Räume  h  sind  gerade 
^  *^'  diejenigen,   in  welche  die   drei 

';^« \  Diagonalen  des  vollständigen  Vier- 

seits  hineinfallen,   während   die 
^  sechs  Räume  e  von  den  Diago- 

v\  ^  naien  nicht  getroffen  werden. 


^  Lassen  wir  insbesondere  eine 

i ^trr^^^^^Tirr^ von  den  vier  Geraden  (es  sei  35) 

^\^  ^^  *"  ^*®  Unendlichkeit  rucken  da- 
durch, dass  wir  zwei  ihrer 
Schnittpunkte  ins  Unendliche  versetzen,  womit  die  ganze  gerade 
Linie  ins  Unendliche  geht,  also  auch  ihr  dritter  Schnittpunkt, 
so  bleibt  nur  ein  Dreiseit  ^  S3  6  im  Endlichen  zurück ;  die 
drei  Diagonalen  werden  die  durch  die  Ecken  des  Dreiseits 
zu  den  Seiten  gezogenen  Parallelen;  verbinden  wir  einen  belie- 
bigen Punkt  P  der  Ebene  mit  den  Ecken  des  Dreiseits  und  ziehen 
durch  ihn  Parallele  zu  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten,  so 
erhalten  wir  in  P  sechs  Strahlen  in  Involution;  bezeichnen  wir 
mit  a(c  die  ersteren  drei  Strahlen  und  mit  aßy  ^%  letzteren, 
so  gilt  nach  §  17  (IP)  die  RelaÜon 

sin  (aj5)  sin  (by)  sin  (ca)  =  sin  (ay)  sin  (6«)  sin  (cj5); 

weil  aber  aßy  resp.  parallel  laufen  3193^,  so  können  wir  auch 

schreiben: 

sin  (gSB)    sin  (b(5)     sin  (c^)  _  ^ 
8in(a6)'  sin  (b30  '  sin  (c  33) 

und  erhalten  den  Satz: 

Verbindet  man  bei  einem  Dreiseit  91S3(S  dieEcken 
desselben  (%S3)  (S,  @)  ((S,%)  mit  einem  beliebigenPunkte 
der  Ebene  durch  Strahlen  c,  a,  b,  so  zerfällt  jeder 
Winkel  des  Dreiseits  durch  je  einen  dieser  Strahlen 
in  zwei  Theilwinkel:  (c«),  (c8),  (a»),  (a6),  (66),  (bS); 
das  Produkt  der  sini^  dreier  solcher  Theilwinkel, 
deren  Schenkel  nicht  zusammenfallen,  ist  gleich  dem 
Produkt  der  sinus  der  drei  übrigen. 

Die  Vervollständigung  und  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet, 
analog  dem  obigen,  wie  folgt: 

Wenn  durch  die  Ecken  eines  Dreiseits  %$@  drei 
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Strahlen  abc  von  solcher  Beschaffenheit  gehen,  dass 
von  den  sechs  Theilwinkeln,  in  welche  die  Winkel  des 
Dreiseits  durch  die  Strahlen  zerfallen:  (aS)  (a6),  (b@) 
(bSl),  (c3l)  (c99)  das  Produkt  (ahsolut  genommen)  der  sinus 
dreier,  di.e  keinen  gemeinschaftlichen  Schenkel  haben, 
gleich  dem  Produkt  der  sinus  der  drei  andern  Theil- 
winkel  ist,  so  schneiden  sich  1)  entweder  die  drei 
Strahlen  a  b  c  in  einemPunkte,  nämlich  sobald  von  den 
Schnittpunkten  (9(,  a)  (S>  b)  {(E,  c)  der  Strahlen  mit  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  des  Dreiseits  einer  oder 
alle  drei  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  liegen,  oder 
2)  diese  drei  Schnittpunkte  der  Strahlen  abc  mit  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  %936  liegen  in  einer  ge- 
raden Linie,  sobald  von  ihnen  keiner  oder  zwei  zwi- 
schen die  Ecken  des.  Dreiseits  fallen. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  mannichfachen  An- 
wendungen dieser  Fundamentalsätze  der  Transversalentheorie  einzu- 
gehen, vielmehr  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  derselben 
mit  der  Involution  anzudeuten  und  dadurch  auch  jene  Theorie  auf 
die  gemeinsame  Quelle  projektivischer  Beziehungen  zurückzuführen. 

§  19.    Besondere    FWe  projektivisoher  Beziehung: 

Aehnliohkeit,  Gleichheit, 

Die  perspektivische  Lage  zweier  Gebilde  gestattet  einige  be- 
sondere Annahmen,  welche  zu  besonderen  Fällen  projektivischer 
Beziehung  fuhren  und  hier  noch  erörtert  werden  müssen. 

a)  Es  kann  bei  der  perspektivischen  Lage  eines  Strahlbüschels 
und  einer  Punktreihe  der  in  §  2  ausgenommene  besondere  Fall 
eintreten,  dass  der  Mittelpunkt  B  des  Strahlbüschels  in  dem 
Träger  ^  der  Punktreihe  selbst  liegt;  es  treffen  alsdann  alle 
durch  B  gehende  Strahlen  die  Punktreihe  ^  in  einem  einzigen 
Punkte,  dem  Punkte  B  selbst,  mit  Ausnahme  eines  einzigen  durch 
B  gehenden  Strahls,  desjenigen  nämlich,  welcher  mit  dem  Trä- 
ger 31  der  Punktreihe  zusammenfällt;  jeder  Punkt  der  Punktreihe 
darf  als  ein  Schnittpunkt  dieses  besonderen  Strahles  mit  dem 
Träger  der  Punktreihe  angesehen  werden  und  die  projektivische 
Beziehung  beider  Gebilde  gestaltet  sich  in  der  eigenthümlichen 
Weise,  dass  allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  ein  einziger  Punkt 
der   Punktreihe  entsprechend   ist   mit  Ausnahme   eines   Strahls, 
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welchem  sämmtliche  Punkte  der  Punktreihe  entsprechen.  Es  ist 
wichtig,  auch  ein  solches  Verhalten,  welches  bei  geometrischen 
Untersuchungen  sich  öfters  darbietet,  als  projektivische  Beziehung 
aufzufassen.  Ebenso  kann  es  bei  der  perspektivischen  Lage  zweier 
Punktreihen  vorkommen ,  dass  der  Projektionspunkt  (§  10)  in  eine 
der  beiden  Geraden  selbst  zu  liegen  kommt;  in  diesem  Fall  wer- 
den die  allen  Punkten  der  andern  Geraden  entsprechenden  Punkte 
in  einem  Punkte  der  ersteren  (dem  Projektionspunkte)  vereinigt 
sein  mit  Ausnahme  eines  Punktes,  des  Schnittpunktes  beider  Trä- 
ger, welchem  wiederum  alle  Punkte  der  ersten  Geraden  als  ent- 
sprechend angesehen  werden  müssen.  Ebenso  ist  es  bei  der  per- 
spektivischen Lage  zweier  Strahlbüschel,  wenn  der  perspektivische 
Durchschnitt  (§  10)  durch  einen  der  Mittelpunkte  selbst  hindurch- 
geht; in  diesem  Fall  entspricht  allen  Strahlen  des  einen  Strahl- 
büschels ein  einziger  Strahl  des  andern  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen Strahls,  dem  wiederum  sämmtliche  Strahlen  des  andern 
Strahlbüschels  entsprechen;  diese  beiden  isolirt  stehenden  Strah- 
len sind  der  perspektivische  Durchschnitt  und  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte.  Wir  werden  später  Gelegenheit  haben, 
diesem  sogenannten  parabolischen  Fall  projektivischer  Beziehung 
öfters  zu  begegnen. 

b)  Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  in  die  Unend- 
lichkeit rückt,  so  geht  das  Strahlbüschel  in  eine  Schaar  von 
Parallellinien  über,  welche  dieselbe  Richtung  haben;  ein  solches 
Gebilde  ist  ebenfalls  als  ein  Strahlbüschel  anzusehen.  Das  Dop- 
pelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  ab  cd  eines  solchen 
Strahlbüschels  wird  (obgleich  die  Winkel  zwischen  je  zweien 
sämmtlich  0  sind)  gleich  dem  von  den  vier  Schnittpunkten  irgend 
einer  Transversale  mit  ihnen  sein,  und  insbesondere,  wenn  man 
durch  (xy)  den  Abstand  zwei  Parallelen  xy  bezeichnet, 

/    t     j\  ^  c      ad 

(«6crf)  =  j^:  j^. 

wo  also  die  Abstände  ap  Stelle  der  siuus  der  Winkel  treten. 

Wenn  zwei  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage  ihren  Pro- 
jektionspunkt im  Unendlichen  haben,  also  sämmtliche  Projektions- 
strahlen parallel  sind,  so  gehen  die  besonderen  Punkte  r  und  qi 
selbst  ins  Unendliche,  denn  ein  Projektionsstrahl,  welcher  durch 
den  unendlich  entfernten  Punkt  q^  der  ersten  Punktreihe  und 
durch  den  unendlich  entfernten  Projektionspunkt  geht,  fällt  ganz 
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ins  Unendliche ,  trifll  also  auch  die  andere  Punktreibe  in  dem 
entsprechenden  Punkte  qj,  der  im  Unendlichen  liegen  muss;  es 
fallen  also  t  und  q  zusammen,  ebenso  wie  T|  und  q^,  oder  die 
unendlich  entfernten  Punkte  beider  Punktreihen  sind  entspre- 
chende; die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  vereinfacht  sich  in 
diesem  Fall,  weil  die  entsprechenden  Punkte  q  und  q^  beide  un- 
endlich entfernt  sind;  das  Doppelverhältniss 

(abcq)  =  (a,lJiC,  q,) 
geht  über  in' 

a_c  OiCi 

bc  ~  b,c,' 

d.  h.  irgend  zwei  Abschnitte  auf  einer  Punktreihe  haben  dasselbe 
Verhältniss  zu  einander ,  wie  die  entsprechenden  Abschnitte  der  an- 
dern, was  denn  auch  bei  der  perspektivischen  Lage  aus  bekann- 
ten Elementarsätzen  der  Aehnlichkeit  folgt.  Aus  diesem  Grunde 
lieissen  zwei  solche  projektivische  Punktreihen,  bei  denen  ent- 
sprechende Strecken  in  konstantem  Verhältniss  zu  einander  stehen, 
projektivisch-ähnliche  Punktreihen  und  haben  die  cha- 
rakteristische Eigenschaft,  dass  ihre  unendlich  entfernten  Punkte 
entsprechende  Punkte  sind;  auch  umgekehrt  sind  zwei  projekti- 
vische Punktreihen  immer  projektivisch- ähnlich,  sobald  ihre  un- 
endlich entfernten  Punkte  entsprechende  sind.  Die  Beziehung  zweier 
projektivisch -ähnlichen  Punktreihen  ist  schon  durch  zwei  will- 
kuhrlich  als  entsprechend  angenommene  Punktenpaare  vollständig 
bestimmt,  weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  als  das  dritte 
Paar  entsprechender  Punkte  eo  ipso  gegeben  sind.  Es  ist  fer- 
ner zu  bemerken,  dass,  weil  bei  zwei  projektivisch -ähnlichen 
Punktreihen  die  unendlich  entfernten  Punkte  selbst  entsprechende 
sind,  jedem  endlichen  Punkte  der  einen  Reihe  immer  ein  end- 
licher der  andern  entsprechen  muss.  Entsprechende  gleiche 
Strecken  kann  es  bei  zwei  projektivisch-ähnlichen  Punktreihen  im 
Allgemeinen  gar  nicht  geben,  weil  das  Verhältniss  irgend  zweier 
entsprechender  Strecken  immer  dasselbe  konstante  ist;  es  musste 
denn  dieses  Verhältniss  ==  1  sein,  dann  würden  aber  alle  ent- 
sprechenden Strecken  einander  gleich  sein 

a6  :=  ai6, ; 

in  diesem  Fall  heissen  die  Punktreihen  projektivisch-gleich. 
Zwei  projektivisch-gleiche  Punktreihen  sind  also  solche,  bei  denen 
je  zwei  entsprechende  Strecken  einander  gleich  sind.     Für  die 
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perspektivische  Lage  und  bei  beliebiger  Lage  der  Träger  muss 
der  Projektionspunkt  nicht  nur  im  Unendlichen  liegen,  sondern 
einer  derjenigen  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  sein,  welche 
in  den  Richtungen  der  Halbirungslinien*  dar  Winkel  zwischen  den 
Trägern  liegen,  was  aus  bekannten  Elementarsätzen  der  Kongruenz 
folgt«  Die  Beziehung  zweier  projektivisch- gleicher  Punktreihen 
ist  durch  ein  einziges  wilikuhrlich  als  entsprechend  angenomme- 
nes Punktenpaar  vollständig  bestimmt,  weil  sie  ausserdem  die 
unendlich  entfernten  Punkte  als  zweites  Paar  entsprechender 
Punkte  haben  und  Jedes  dritte  Paar  durch  den  Werth  1  des 
konstanten  Verhältnisses  entsprechender  Strecken  erhallen  wird, 
ax  ^=  a^Ti»  wobei  es  allerdings  zweifelhaft  bleibt,  ob  der  dem 
X  entsprechende  Punkt  ^i  nach  der  einen  oder  entgegengesetzten 
Seite  von  a^  liegt,  was  durch  die  alleinige  Annahme  des  Paares 
aa^  noch  nicht  bestimmt  wird. 

Werden  zwei  projektivisch-älmliche  Punktreihen  beliebig  auf 
einander  gelegt,  so  giebt  es  immer  ausser  dem  schon  vorhande- 
nen unendlich-entfernten  Doppelpunkte  noch  einen  bestimmten 
zweiten  Doppelpunkt,  dessen  Konstruktion  sich  aus  §  15  ergiebt; 
die  beiden  Doppelpunkte  sind  also  bei  projektivisch- ähnlichen 
Punktreihen,  welche  auf  einander  liegen,  immer  reell,  mögen 
die  Punktreihen  gleichlaufend  oder  ungleichiaufend  sein. 

Werden  zwei  projektivisch  -  gleiche  Punktreihen  beliebig  auf 
einander  gelegt  und  sind  sie  gleichlaufend,  so  fällt  auch  der 
zweite  Doppelpunkt  in  die  Unendlichkeit,  was  sich  aus  der  Kon- 
struktion desselben  ergiebt,  und  keine  zwei  entsprechende  Punkte 
fallen  im  Endlichen  zusammen,  aber  es  kann  auch  vorkommen, 
dass  alle  Paare  entsprechender  Punkte  über  einander  fallen;  dies 
tritt  immer  ein,  sobald  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 
ausser  den  unendlich  entfernten,  zusammenfallen.  Sind  dagegen 
die  projektivisch -gleichen  Punktreihen,  welche  auf  einander  lie- 
gen, ungleichlaufend,  so  giebt  es  ausser  dem  unendlich  entfern- 
ten Punkt  noch  einen  Doppelpunkt  im  Endlichen,  welcher  in  der 
Mitte  liegt  zwischen  allen  Paaren  entsprechender  Punkte.  Zwei 
solche  auf  einander  liegende  projektivisch -gleiche  Punktreihen, 
welche  ungleichlaufend  sind,  konstituiren  daher  immer  ein  Doppel- 
Gebilde,  wie  es  bereits  oben  (§  16)  als  hyperbolisch-gleichseitiges 
Punktsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Zwei  projektivisch -ähnliche  Punktreihen  können  nie  so  auf 
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einander  gelegt  werden,  dass  sie  ein  Punktsystem  bilden,   weil 
es  bei  ihnen  gar  keine  entsprechende  gleiche  Strecken  giebt. 

Durch  besondere  Annahme  für  die  Lage  des  Projektions- 
punktes bei  beliebiger  Lage  der  Träger  zweier  perspektivischer 
Punktreihen  kamen  wir  zu  den  angegebenen  besonderen  Fällen 
ähnlicher  und  gleicher  Punktreihen;  lassen  wir  den  Projektions- 
punkt beliebig  und  nehmen  für  die  Träger  besondere  Lagen  an, 
so  erhalten  wir  dieselben  speciellen  Fälle;  wenn  nämlich  die. 
Träger  der  beiden  Punktreihen  einander  parallel  laufen,  so  wer- 
den die  auf  ihnen  entstehenden  Punktreihen  bei  beliebiger  An- 
nahme des  Projektionspunktes  projektivisch-ähnlich,  weil  die  un- 
endlich-entfernten Punkte  entsprechende  werden;  liegt  der  Pro- 
jektionspunkt zwischen  den  beiden  Trägern,  so  werden  die 
Punktreihen  ungleichlaufend  sein  (ihr  Richtungssinn  entgegenge- 
setzt); liegt  er  aber  auf  derselben  Seite  Ton  beiden  Trägern,  so 
werden  die  Punktreihen  gleichlaufend.  Liegt  endlich  bei  paralle- 
len Trägern  der  Projektionspunkt  im  Unendlichen,  so  werden  die 
Punktreihen  projektivisch-gleich;  es  können  aber  auch  projektivisch- 
gleiche  Punktreihen  bei  parallelen  Trägern  dadurch  hervorgerufen 
werden,  dass  der  Projektionspunkt  zwischen  beiden  Trägern  gleich 
weit  von  ihnen  abstehend  angenommen  wird. 

c)  Die  perspektivische  Lage  zweier  Strahlbüschel  kann  nur 
dadurch  eine  besondere  Vereinfachung  erfahren,  dass  der  per- 
spektivische Durchschnitt  in  die  Unendlichkeit  rückt,  dadurch  wer- 
den je  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel;  die  Strahlbüschel 
heissen   projektivisch-gleich,    weil    je   zwei    entsprechende 

Winkel  gleich  sind: 

(ab)  ==  («1^1). 

Die  Strahlbüschel  haben  gleichen  Drehungssinn,  sind  gleich- 
laufend; aber  auch  bei  endlicher  Annahme  des  perspektivischen 
Durchschnitts  können  wir  projektivisch- gleiche  Strahlbüschel  er- 
balten, wenn  wir  nämlich  den  perspektivischen  Durchschnitt  in 
der  Mitte  zwischen  den  Mittelpunkten  BB^  beider  Strahlbüschel 
auf  ihrer  Verbindungslinie  senkrecht  annehmen;  dann  haben  sie 
aber  entgegengesetzten  Drehungssinn,  sind  ungleichlaufend.  Zwei 
projektivisch -gleiche  Strahlbüschel  sind  durch  ein  einziges  will- 
kührlich  angenommenes  Paar  entsprechender  Strahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  noch  hinzugefügt  jwird,  ob  sie  gleichlaufend 
oder  ungleichlaufend  sein  sollen,  was  sonst  unentschieden  bleibt. 
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Haben  z^ei  gleichlaufende  projektivisch- gleiche  Strahlbuschel  ir- 
gend ein  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  so  sind  sämmt- 
liche  Paare  entsprechender  Strahlen  parallel,  ihre  Schnittpunkte 
liegen  also  alle  im  Unendlichen.  Die  Verbindungslinie  der  Hittel- 
punkte enthält  aber  bei  dieser  Lage  zwei  entsprechende  Strahlen, 
die  zusammenfallen,  folglich  sind  die  beiden  Strahlbuschel  in 
perspektivischer  Lage  (§11).  Da  nun  bei  der  perspektivischen 
Lage  zweier  Strahlbüschel  im  Allgemeinen  immer  die  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  liegen,  so 
haken  wir  dies  consequenter  Weise  auch  für  diesen  ausgezeich- 
neten Fall  fest.  Wir  sagen  daher:  „alle  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Ebene  liegen  in  einer  Geraden'', 
und  nennen  diese  Gerade  G^  die  unendlich  entfernte  Ge- 

OD 

rade;  sie  bedeutet  uns  nichts  anderes,  als  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zweier  gleichlaufender  projektivisch -gleicher  Strahl- 
buschel in  perspektivischer  Lage.  Werden  zwei  projektivisch-gleiche 
Strahlbüschel  concentrisch  gelegt,  so  fallen,  wenn  sie  gleichlau- 
fend sind,  entweder  gar  keine  entsprechenden  Strahlen  auf  ein- 
ander, oder  es  fallen  sämmtliche  Paare  entsprechender  Strahlen 
auf  einander,  so  dass  also  die  Strahlbüschel  identisch  liegen. 

Stehen  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  bei  zwei  concen- 
trisch liegenden  projektivisch -gleichen  Strahlbüscheln,  welche 
gleichlaufend  sind,  auf  einander  senkrecht,  so  stehen  alle  Paare 
entsprechender  Strahlen  auf  einander  senkrecht,  und  dies  Doppel- 
gebilde fällt  zusammen  mit  dem  oben  (§  17)  angegebenen  Kreis- 
system. 

Wenn  die  beiden  Strahlbüschel  dagegen  ungleichlaufend  sind, 
so  fallen  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen  auf  einander;  diese 
Doppelstrahlen  stehen  auf  einander  rechtwinklig  und  sind  die 
Halbirungslinien  der  Winkel  irgend  eines  Paares  entsprechender 
Strahlen  {xx^).  Zwei  solche  concentrische  projektivisch-gleiche 
Strahlbüschel  konstituiren  daher  immer  ein  Doppel -Gebilde,  wie 
es  bereits  oben  (§  17)  als  hyperbolisch- gleichseitiges  Strahlsystem 
bezeichnet  worden  ist. 


Zweiter  Abschnitt. 

Der  Kegelschnitt  als  Erzeugnis»  projektiyischer 

Gebilde. 


§  20.     Zwei  projektivisohe  Punktreihen  in  allgemeiner 

(nicht  perspektivischer)  Lage. 

Nachdem  wir  in  dem  ersten  Abschnitt  aus  der  perspektivi- 
schein  Lage  zweier  Gebilde  nicht  nur  das  Wesen  ihrer  projektiv 
vischen  Beziehung  abgeleitet,  sondern  auch  besondere  Elemente 
und  eigenthümliche  Verbindungen  derselben  genau  untersucht 
haben,  gehen  wir  nunmehr  dazu  über,  zwei  projektivische  Ge- 
bilde in  allgemeiner,  d.  h.  nicht  perspektivischer  Lage  zu  be- 
trachten und  zwar  zunächst  zwei  projektivische  Punktreihen. 
Während  bei  der  perspektivischen  Lage  zweier  projeklivischer 
Punktreihen  sämmtliche  Projektionsstrahlen  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Projektionspunkt,  laufen,  werden  bei  allgemeiner  Lage 
die  Projektionsstrahlen,  d.  h.  die  Verbindungsstrahlen  entspre- 
chender Punkte  der  beiden  Punktreihen,  nicht  mehr  durch  ein 
und  denselben  Punkt  laufen,  vielmehr  in  gewisser  Weise  die 
Ebene  erfüllen  und  das  allgemeine  Gesetz,  welchem  dieses  Chaos 
von  Strahlen  unterworfen  ist,  werden  wir  nunmehr  zu  erfor- 
schen haben,  "^j 


*)  Auch  an  die  perspektivische  Lage  zweier  Gebilde  lässt  sich  die 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  anknüpfen,  was  wir  indessen  hier  nur  bei- 
läufig erwähnen  wollen:  Zwei  projektivische  Punktreihen  liegen  perspek- 
tivisch, wenn  in  dem  Schnittpunkte  ihrer  Träger  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  sind  (§  11);  die  Projektionsstrahlen  laufen  dann  sämmt- 
lich  durch  einen  Punkt,  den  Projektionspunkt.  Denken  wir  uns  die  Träger 
der  beiden  Punktreihen  auf  zwei  festen  Geraden  und  bei  festgehaltener 
projektivischer  Beziehung  so  verschoben,  dass  successive  andere  und  an- 
dere Paare  entsprechender  Punkte  in  den  Schnittpunkt  rücken,  so  werden 
immer  neue  perspektivische  Lagen  derselben  beiden  Punktreihen  auf- 
treten   und    bei    kontinuirlicher  Bewegung  der'  Art  wird  der  Ort    des 

Schröter,  Theorie  d.  Keg^elschn.  ß 
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Hierzu  bedarf  es  eines  expediten  Mittels,  um  beliebig  viele 
Projektionsstrahlen  herzustellen,  und  wir  haben  bereits  oben 
(§  10  a))  eine  Konstruktion  angegeben,  durch  welche  aus  drei 
gegebenen  Paaren  entsprechender  Punkte,  die  zur  Bestimmung 
projektivischer  Beziehung  erforderlich  sind,  beliebig  viele  andere, 
also  beliebig  viele  Projektionsstrahlen  durch  blosses  Ziehen  von 
geraden  Linien  ermittelt  werden  können ;  diese  Konstruktion  ent- 
hielt noch  eine  gewisse  Willkührlichkeit,  welche  passend  benutzt  zu 
ihrer  Vereinfachung  führt.  Seien  a  6  c  und  a^  6i  c^  drei  Paar 
entsprechende  Punkte  der  gegebenen  Punktreihen  5l5li  und  be- 
zeichnen wir  die  Projektionsstrahlen  aa^,  ii^,  cq  resp.  durch 
abc;  sei  ein  beliebiger  zu  ermittelnder  vierter  Projektionsstrahl 
rXi  oder  x  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

[x,  b)  =  B         {x,  c)  =  ^1, 

so  werden  die  vier  Strahlen  Ba,  Bi,  Bc,  Bx  mit  den  vier 
Strahlen  B^ci^,  ^i^i»  ^i^i»  ^i^i  projektivisch  sein  müssen,  und 
da  diese  beiden  Strahlbuschel  [B)  [B^)  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  {ß,  Bi)  ===  x  zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt haben,  so  liegen  sie  perspektivisch,  also  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  (ihrem  perspektivischen 
Durchschnitt),  d.  h.  die  Schnittpunkte 


Projektionspnnktes  eine  Hyperbel,  welche  die  beiden  Geraden,  auf 
denen  die  Träger  sich  fortschieben,  zu  Asymptoten  hat  (§  26).  An- 
derseits liegen  zwei  projektivische  Strahlbüschel  perspektivisch,  wenn 
auf  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strah- 
len fallen.  Denken  wir  uns  die  beiden  Strahlbüschel  um  die  festge- 
haltenen Mittelpunkte  und  bei  festgehaltener  projektivischer  Beziehung 
so  gedreht,  dass  successive  andere  und  andere  Paare  entsprechender 
Strahlen  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  fallen,  so  verändert 
der  perspektivische  Durchschnitt  jedesmal  seine  Lage;  der  gesammte 
Ort,  welchen  der  perspektivische  Durchschnitt  umhüllt,  ist  ein  Kegel- 
schnitt, der  die  festen  Mittelpunkte  der  Strahlbuschel  zu  Brenn- 
punkten hat  und  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  die  beiden 
Strahlbüschel  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sind.  Der  Beweis  die- 
ser Behauptung  ergiebt  sich  bei  unserem  Gange  der  Betrachtung  erst 
später  (§  36).  Bemerkenswerth  ist  die  eigenthümliche  Analogie,  welche 
hier  zwischen  Asymptoten  und  Brennpunkten  des  Kegelschnitts  auftritt 
und  dass  man  durch  diese  Betrachtung  unmittelbar  aus  dem  Grund- 
prinzip der  projektivische n  Beziehung  zu  den  Fokaleigenschaften  der 
Kegelschnitte  geführt  wird. 


Der  Kegelschnitt  als  Erzengniss  projektivischer  Gebilde.     §  20. 


(2?a,  B^a^)     (Bi,  B,i^)    {Bc,  B^c^) 

auf  einer  Geraden.  Nun  fäHt  aber  Bi  mit  Bi^  zusammen 
(Fig.  26),  also  der  Punkt  (^6,  ^i^i)  ist  der  Punkt  b,  und  B^^ 
fällt  mit  B4  c  zusammen,  ,^.     ^^  ^ 

also  (Bc,  B^Ci)  ist  c;  der 
perspektivische  Durch- 
schnitt jener  beiden  Strahl- 
huschel  (B)  [B^]  ist  also 
die  Verbindungslinie  cbi; 
es  schneiden  sich  daher 

^a      B^a^      eil 

in  einem  Punkte  |.  Um 
nun  umgekehrt  einen  be- 
liebigen Projektionsstrahl  oc  zu  konstruiren,  haben  wir  irgend 
einen  Punkt  |  der  Verbindungslinie  cbj  mit  a  und  ai  zu  verbin- 
den; trifft  aS  den  Projektionsstrahl  b  in  B  und  a^J  den  Projek- 
tionsstrahl c  in  B^,  so  ist  BB^  ein  vierter  Projektionsstrahl  x. 
Hierdurch  wird  es  leicht,  beliebig  viele  Projektionsstrahlen  zu 
konstruiren;  lassen  wir  den  Punkt  ^  die  ganze  Linie  c(]  durch- 
wandern, so  erhalten  wir  sämmlliche  Projektionsstrahien;  gelangt 
S  insbesondere  nach  c,  so  erhalten  wir  als  Projektionsslrahl  den 
Träger  31  der  einen  gegebenen  Punktreihe  selbst;  gelangt  ^  nach 
bj ,  so  tritt  der  Träger  Sl^  der  andern  Punktreihe  als  Projeklions- 
strahl  auf.  Die  Träger  der  beiden  gegebenen  Punkt- 
reihen sind  also  selbst  Projektionsstrahlen.  Zugleich 
erkennen  wir,  indem  wir  den  Punkt  g  die  ganze  Gerade  ci^  durch- 
laufen lassen,  dass  die  Strahlen  aj  und  a,  |  zwei  perspektivische 
Strahlbuschel  beschreiben,  folglich  die  Punkte  ^  und  B^  auf  den 
beiden  Geraden  h  und  c  zwei  projektivische  Punktreihen  erzeu- 
gen; die  Projektionsstrahlen  b  und  c  werden  also  von  sämmt- 
lichen  Projektionsstrahlen  x  in  zwei  projektivischen  Punktreihen 
geschnitten,  gerade  so,  wie  die  Träger  der  beiden  ursprünglich  ge- 
gebenen Punktreihen  selbst;  da  aber  an  Stelle  der  Projektionsstrah- 
ien b  und  c  irgend  zwei  andere  treten.können,  für  die  dasselbe  gelten 
muss,  so  haben  wir  das  wichtige  Resultat  gefunden:  DieGesammt- 
heit  der  Projektionsstrahien  (Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte)  zweier  projektivischer  Punktreihen  trifft 
irgend  zwei  unter  ihnen  allemal  in  zwei  projektivischen 

6* 
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Punk  treib  eil.  Hierdurch  verlieren  die  Träger  der  ursprünglich 
gegebenen  beiden  Punklreihen,  welche  selbst  PrQJektionsstrahlen 
sind ,  ihre  hervorragende  Stellung  und  treten  in  die  Gesammtheit 
aller  übrigen  Projektionsstrahlen  ein;  denn  es  steht  uns  jetzt  frei, 
irgend  zwei  andere  Projektionsstrahlen  als  Träger  zweier  neuen 
erzeugenden  Punktreihen  aufzufassen,  welche  auf  ihnen  durch  die 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  fixirt  werden.  Es  ergiebt 
sich  ferner,  dass  die  Gesammtheit  der  Projektionsstrah- 
len durch  irgend  fünf,  die  willköhrlich  angenomimen 
werden  dürfen,  vollständig  bestimmt  ist;  denn  man  kann 
von  diesen  fünf  Geraden  zwei  als  die  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreilien  und  die  drei  andern  als  drei  Projeklionsstrahlen  auf- 
fassen, welche  drei  Paar  entsprechende  Punkte  auf  jenen  fixiren; 
hierdurch  ist  dann  die  ganze  projektivische  Beziehung  der  bei- 
den Punktreihen  bestimmt.  Welche  von  den  fünf  Geraden  wir 
als  Träger  auffassen  wollen,  bleibt  ganz  willkührlich.  Die  obige 
Konstruktion  eines  beliebigen  Projektionsstrahls  x  drückt  ander- 
seits eine  Bedingung  zwischen  irgend  sechs  aus  der  Ge- 
sammtheit der  Projektionsstrahlen  aus.  Die  sechs  Pro- 
jektionsstrahlen bilden  nämlich  ein  Sechsseit,  von  dem  die  Punkte 
a c ^1  B\^(Xy  als  Eöken  (d.  h.  Schnittpunkte  zweier  Seiten)  auf- 
gefasst  werden  können,  und  zwar  ein  sogenanntes  einfaches  Sechs- 
seit (s.  Steiner's  syst.  Entw.  geom.  Gest.  S.  72),  indem  wir  die 
Seiten  der  Reihe  nach  so  durchlaufen,  dass  die  Ecken  ac^i^bjai 
einander  folgen;   die  drei  Verbindungslinien 

B<x  B^(x^  c  bi , 
welche  nach  dem  Obigen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen, erscheinen  als  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken 
dieses  Sechsseits  (der  ersten  und  vierten,  zweiten  und  fünften, 
dritten  und  sechsten  Ecke)  und  wir  können  demnach  als  Bedin- 
gung zwischen  irgend  sechs  Projektionsstrahlen  folgende  aus- 
sprechen : 

Werden  irgend  sechs  Projektionsstrahlen  als  ein 
einfaches  Sechsseit  aufgefasst,  so  schneiden  sich  die 
drei  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegendenEckcn 
desselben  (Hauptdiagonalen)  in  einem  Punkte.  (Brianchon*- 
scher  Satz.) 

Aus  den  sechs  Projektionsstrahlen  lässt  sich  aber  auf  sechzig 
Arten  ein  einfaches  Sechsseit  herstellen;  auf  die  eigenthümlichen 


I 
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Beziehungen  zwischen  denselben  gehen  ■  wir  hier  vorläufig  nicht 
ein  (§  28).  Die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  besitzt 
ausser  den  bereits  gefundenen  Eigenthumlichkeiten  noch  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dass  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens  zwei  Pro- 
jektionsstrahlen gehen,  denn  verbinden  wir  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  mit  den  beiden  erzeugenden  Punktreihen 
durch  Strahlen,  so  erhalten  wir  in  P  zwei  concentrische  Strahl- 
buschei  P  (a  6  cl) . . .)  und  P\(Xi  b^  q  bj  . . .)»  welche  projektivisch 
sind;  diese  haben  (§  14)  im  Allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen, 
welche  offenbar  Projektionsstrahlen  sein  müssen.  Es  kann  aber 
auch  vorkommen,  dass  nur  einer,  d.  h.  zwei  zusammenfallende, 
oder  auch  keine  Doppelstrahlen  bei  zwei  concentrischen  projekti- 
vischen  Strahlböscheln  existiren.  Es  wird  nun  von  der  Lage  des 
Punktes  P  abhangen,  ob  durch  Ihn  zwei  oder  nur  einer  oder 
keine  Projektionsstrahlen  hindurchgehen,  und  wir  werden  dieje- 
nigen Gebiete  der  Ebene  aufzusuchen  haben,  in  denen  der  Punkt 
P  liegen  muss,  damit  der  eine  oder  andere  Fall  eintritt.  Ver- 
folgen wir  auf  einem  Träger  31  der  beiden  erzeugenden  Punkt- 
reihen einen  Punkt  y,  so  sehen  wir,  dass  durch  ihn  im  Allge- 
meinen immer  zwei  Projektionsstrahlen  gehen,  nämlich  der  Träger 
31,  welcher  selbst  ein  Projeklionsstrahl  ist,  und  der  Projektions- 
strahl rx^;  nur  einmal  kommt  es  vor,  dass  diese  beiden  Projek- 
tionsstrahlen zusammenfallen,  nämlich  dann,  wenn  der  Punkt  x^ 
in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  ruckt;  nennen  wir  diesen 
Schnittpunkt  f^,  als  der  zweiten  Punktreihe  angehörig,  und  seinen 
entsprechenden  der  ersten  Punktreihe  f,  so  werden,  wenn  x  in 
f  ^ich  befindet,  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Projektionsstrah- 
len in  dem  Träger  31  selbst  zusammenfallen ;  durch  den  Punkt  f, 
welchen  wir  den  Berührungspunkt  des  Projektionsstrahls  nen- 
nen wollen  (die  Benennung  wird  durch  das  Folgende  erklärt)  und 
welcher  entsprechend  ist  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger 
liegenden  Punkte  der  andern  Punktreihe,  geht  also  nur  ein  Pro- 
jeklionsstrahl 31.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Träger  3li  der 
zweiten  Punktreihe;  durch  jeden  Punkt  dieses  Trägers  gehen 
allemal  zwei  Projektionsstrahlen  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
C| ,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger  liegenden  Punkt 
c  der  ersten  Punktreihe  entsprechend  ist.  Durch  den  Berührungs- 
punkt Cj  geht  nur  ein  Projektionsstrahl,  der  Träger  %^,   Da  wir 
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nun  nach  dem  Obigen  au  Stelle  der  beiden  ursprüugUchen  Punkt- 
reihen  zwei  neue  erzeugende  Punktreihen  setzen  können,  welche 
auf  irgend  zwei  Projektionsstrahlen,  als  Träger  aufgefasst,  durch 
die  Gesammtheit  aller  Projektionsstrahlen  fixirt  werden,  so  giebt 
es  auf  jedem  Projektionsstrahle  einen  einzigen  bestimmten  Punkt, 
seinen  Berührungspunkt,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  für 
ihn  der  Projektionsstrahl  der  einzige  ist,  welcher  hindurchgeht, 
während  durch  jeden  andern  seiner  Punkte  noch  ein  zweiter  Pro- 
jektionsstrahl  hindurchgeht.  Der  Berührungspimkt  eines  Projek- 
üoiisstrahls  Lst  daher  auch  als  derjenige  Punkt  aufzufassen,  in 
welchem  jener  von  sich  selbst  geschnitten  wird.  Man  könnte  das 
Bedenken  haben,  ob  auch  bei  einem  Projektionsstrahl,  welcher 
mit  diesem  oder  jenem  andern  als  Träger  projektivischer  Punkt- 
reihen zur  Erzeugung  der  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen 
zusammengefasst  wird,  immer  ein  und  derselbe  Punkt  als  Berüh- 
rungspunkt hervorgeht;  dies  Bedenken  erledigt  sich  dadurch,  dass 
immer  dieselbe  Gesammtheit  der  Projektiousstrahlen  resuKirt, 
welche  Punktreihen  man  auch  als  erzeugende  annehmen  mag; 
wenn  daher  bei  einer  Erzeugungsweise  auf  einem  Projektionsstrahl 
nur  ein  einziger  Punkt  sich  vorfindet  von  der  Beschaffenheit,  dass 
für  ihn  der  Projektionsstrahl  der  allein  hindurchgehende  ist, 
so  kann  bei  einer  andern  Erzeugungsweise  kein  neuer  Punkt  der- 
selben Beschaffenheit  auftreten,  weil  dieselbe  Gesammtheit  von 
Projektionsstrahlen  wieder  auftritt.  Es  giebt  also  auf  jedem  Pro- 
jektionsstrahl  nur  einen  einzigen*  bestimmten  Berührungspunkt. 
Fassen  wir  nun  die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  in  der 
Weise  auf,  dass  wir  zwei  entsprechende  Punkte  x  Xi  die  beiden 
Träger  kontinuirlich  durchlaufen  lassen  und  auf  der  Verbindungs- 
linie xXi,  d.  h.  dem  Projektionsstrahl  x,  den  jedesmaligen  Be- 
rührungspunkt bestimmen,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der 
Projektionsstrahl  x  ein  gewisses  (unendlich  grosses)  Gebiet  der 
Ebene  durchstreifen,  welches  alle  solche  Punkte  P  enthält,  durch 
die  je  zwei  Projektionsstrahlen  gehen;  dieses  Gebiet  wird  be- 
grenzt von  einer  gewissen  Kurve,  dem  Orte  der  Berührungs- 
punkte auf  sämmtlichen  Projektionsstrahlen ;  durch  jeden  Punkt  P 
dieses  Ortes  geht  nur  je  ein  Projektionsstrahl  und  der  übrige 
Theil  der  Ebene  enthält  daher  das  Gebiet  derjenigen  Punkte  P 
der  Ebene,  durch  welche  keine  Projektionsstrahlen  gehen,  denn 
dieser  Theil   der  Ebene  wird  von  gar  keinem  Projektionsstrahl 
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getroffen.     Es  giebt  also  zwei  Gebiete,  der  Ebene,   das  eine  ent- 
hält nur  solche  Punkte  P,  durch  die  je  zwei  Projektionsstrahlen 
gehen,  das  andere  solche  Punkte  P,  durch  welche  kein  Projek- 
tionsstrahi  geht,  und  beide  Gebiete  werden  von  einander  getrennt 
durch    den  Ort   derjenigen   Punkte,    für  welche  es   immer    nur 
einen  hindurchgehenden  Projektionsstrahi  giebt;  diese  Grenzkurve 
ist  der  Ort  sämmtlicher  Berührungspunkte,  sie  heisst  das  Erzeug- 
niss der  beiden  projektivischen  Punktreihen  und  ist  der  eigent- 
liche Gegenstand  unserer  Untersuchung.     Wir  können  uns  ihre 
Entstehung  in   der  Weise  anschaulich  machen,  dass  wir  uns  die 
ganze  unendliche  Ebene  schwarz   denken  und  jeden  Projektions- 
strahl als  unendlich  lange  gerade  Linie  von  weisser  Farbe;  die 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen   wird   dann  einen  gewissen 
(unendlich    grossen)    Theil   der    Ebene   weiss   machen   und    den 
übrigen  Theil  schwarz  lassen;  die  Grenze  zwischen  dem  schwarzen 
und  weissen  Theil  der  Ebene  ist  eben  die  zu  untersuchende  Kurve. 
Dass  in  der  That  die  Ortskurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze 
zwischen  beiden  Gebieten  der  Ebene  bildet,  machen  wii*  uns  noch 
in  folgender  Weise  klar :  Seien  a  und  b  irgend  zwei  Projektions- 
strahlen, a  und  ß  die  respektiven    Berührungspunkte  auf  ihnen 
und  s  ihr  Schnittpunkt. .  Halten   wir  den  einen  Projektionsstrahl 
a  mit  seinem  Berührungspunkt  et  fest,   verändern  aber  auf  ihm 
den  Schnittpunkt  s,  so  verändert  sich  der  zweite  Projektionsstrahl 
b  und  der  ihm  zugehörige  Berührungspunkt  ß\  die  Verbindungs- 
linie aß  ist  eine  veränderliche  Sehne  der  Ortskurve,  deren  einer 
Endpunkt  a  fest  bleibt,   während  der  andere  ß  sich  auf  ihr  be- 
wegt.    Rücken  wir  nun    mit  dem  Punkte  s  allmählich  nach  a, 
bis  s  in  a  hineinfällt,  so  wird  auch  der  zweite  Projektionsstrahl 
b  mit  a  zusammenfallen  müssen,  denn  durch  et  giebt  es  nur  einen 
Projektionsstrahi;   der  Berührungspunkt  ß  muss   aber  auch  in  et 
hineinfallen,  denn  der  Projektionsstrahi  a  l^esitzt  nur  einen  ein- 
zigen Berührungspunkt  et.     Der   Projektionsstrahi   a  ist  also  die 
Grenzlage  einer  veränderlichen  Sehne  ciß,  deren  einer  Endpunkt 
et  fest  bleibt,  während  der  andere  ß  allmählich  auf  der  Ortskurve 
nach   et  hinrückt.     Eine   solche   Grenzlage    einer    veränderlichen 
Sehne   nennt    man    bekanntlich    Tangente  der  Kurve  und  den 
festen  Punkt  ihren  Berührungspunkt;  die  sämmtlichen  Projektions- 
strahlen sind  also  Tangenten  einer  gewissen  Ortskurve  und  die 
Punkte,  in  welchen  sie  die  Ortskurve  berühren,  diejenigen  Punkte, 
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welchen  wir  bereits  oben  den  Namen  Berührungspunkte  beigelegt 
haben,  wodurch  die  Benennung  gerechtfertigt  wird.  Da  nun 
jeder  Projektionsstrahl  Tangente  an  dei*  Ortskurve  ist  und  nur 
einen  Punkt,  den  Berührungspunkt,  mit  ihr  gemein  hat,  so  bil- 
det die  Ortskurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze  zwischen 
denjenigen  beiden  Gebieten  der  Ebene,  deren  eines  von  sämmt- 
lichen  Projektionsstrahlen  erfüllt  wird,  während  das  andere  von 
keinem  getroffen  wird.  Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  noch 
einmal  zusammen: 

Die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  zweier 
projektivischer  Punktreihen  in  allgemeiner  Lage, 
deren  Träger  ebenfalls  ein  Paar  Projektionsstrahlen 
sind,  umhüllt  [eine  g.ewisse  krumme  Linie,  , welche 
mit  jedem  Projektionsstrahl  nur  einen  Punkt,  den 
Berührungspunkt,  gemein  hat  und  also  der  Ort  die- 
ser Berührungspunkte  ist.  Sie  zertheilt  die  ganze 
Ebene  in  zwei  Gebiete,  deren  eines  von  allen  Projek- 
tionsstrahlen erfüllt  wird,  während  das  andere  von 
keinem  getroffen  wird,  oder  deren  eines  alle  solche 
Punkte  enthält,  durch  welche  je  zwei  reelle  Pro- 
jektionsstrahlen (Tangenten  der  Kurve)  gehen,  wäh- 
rend das  andere  diejenigen  Punkte  enthält,  durch 
welche  keine  Pro  jektionsstrahlen  gehen.  Durch  jeden 
Punkt  der  Kurve  selbst  geht  nur  einProjektionsstrabl, 
die  Tangente  an  ihr.  Diese  als  das  Erzeugniss  zweier 
projektivischer  Punktreihen  definirte  Kurve  nennen 
wir  „Kegelschnitt";  sie  ist  zweiter  Klasse,  weil  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  sich  höchstens 
zwei  Tangenten  an  sie  ziehen  lassen. 

Die  vorhin  für  die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahien  ge- 
fundenen Eigenschaften  lassen  sich  nach  dieser  Definition  als 
Sätze  für  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aussprechen,  z.  B. : 
,, Irgend  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  werden  von  sämmt- 
lichen  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten."  Oder: 
„Werden  irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  zu  einem 
einfachen  Sechsseit  verbunden,  so  schneiden  sich  die  drei  Haupt- 
diagonalen desselben  in  einem  Punkte"  u.  s.  w. 
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§  21.   Die  Berührungspunkte  auf  den  Frojektionsstrahlen. 

Es  ist  nun  zunächst  erforderlich,  den  Berührungspunkt  auf 
jedem  Projektionsstrahl  zu  konstruiren,  um  uns  von  der  zu  un- 
tersuchenden Kurve  ein  Bild  machen  zu  können.  Seien  a  6  c  und 
^1  ^1  ^1  ^^^^  ^^^^  entsprechende  Punkte  zweier  erzeugender  pro- 
jektivischer Punktreihen  9[5S[i,  also  aaj,  b^i,  cc^  drei  Projektions- 
strahlen, so  können  wir  die  §  10,  a)  angegebene  Konstruktion 
beliebig  vieler  anderer  Projektionsstrahlen  dadurch  sehr  verein- 
fachen, dass  wir  die  Punkte  B  und  B^  in  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte,  z.  B.  a  und  a^  selbst  liineinverle^en,  also:  wir  ziehen 
afci,  aci  und  Oi^,  a^c;  die  Schnittpunkte 

(a6i,  a^h)  und  (ac,,  ajc) 
bestimmen  eine  gerade  Linie  S,  auf  welcher  sämmtliche  Schnitt- 
punkte (axi)  CL^x)  liegen  müssen,  nämlich  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel,  welche  in  a  und  cii  ihre  Mit- 
telpunkte haben  und  respektive  mit  den  Punktreihen  a^  b^  Cj  .  .  . 
und  al&c  .  .  .  perspektivisch  liegen,  also  projektivisch  mit  einan- 
der sind  und  perspektivisch  liegen,  weil  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  enthält.  Jeder 
Punkt  I  dieser  Geraden  2  mit  a  und  a^  verbunden  liefert  Strah- 
len aS  und  aj§,  welche  resp.  5li  und  21  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  Xi  und  r  tretfen,  also  den  Projektionsstrahl  x  liefern. 
Die  Gerade  S  schneidet  aber  die  Ti'äger  der  beiden  Punktreihen 
in  zwei  Punkten  f  und  c^,  deren  entsprechende  nach  der  eben 
angegebenen  Konstruktion  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Trä- 
ger vereinigt  liegen  müssen:  f^  und  c  (Fig.  27);  da  nun  nach 
§  20  diese  Punkte  f  und 
Cj^,  welche  den  im  Schnitt- 
punkte der  beiden  Träger 
vereinigten  Punkten  ent- 
sprechen, die  Berührungs- 
punkte auf  diesen  Trägern 
als  Projektionsstrahlen  sind, 
so  geht  die  gerade  Linie  S 
durch  die  gesuchten  Berüh- 
rungspunkte und  bestimmt 
dieselben;  da  es  aber  auf 
jedem  Projektionsstrahl  (wie  eej  und  ffj  nur  einen  Berührungs- 


(Fig.  27.) 
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punkt  yiebt,  so  bleibt  die  Gerade  2  unverändert,  wenn  wir  zu 
ihrer  Konstruktion  statt  der  Paare  aa^,  bbj,  cc^  irgend  welche 
andere  Paare  entsprechender  Punkte  nehmen;  also  gilt  der  Satz: 
Wenn  man  aus  zwei  projektivischen  Punktreihen  ir- 
gend zwei  Paare  entsprechender  Punkte  xXi  und  t)  ^j 
heraus  nimmt,  so  liegt  der  Schnittpunkt 

immer  auf  ein  und  derselben  festen  Geraden  2,  welche 
durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  Träger  beider 
Punklreihen  hindurchgeht,  die  den  im  Schnittpunkte  ver- 
einigt liegenden  entsprechen. 

Dies  lässt  sich  auch  folgendermassen  als  Satz  aussprechen: 
Sind  auf  einer  Geraden  drei  beliei)ige  Punkte  ab  c 
und  auf  einer  zweiten  Geraden  drei  beliebige  Punkte 
a,biq  gegeben,  so  liegen  die  drei  Schnittpunkte 

(abi,  a,b)     (bq,  bic)     (cai,  c^a) 
auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  einer  Erweiterung  fähig,  da  die  Zuord- 
nung des  einen  Tripels  von  Punkten  zu  dem  andern  in  sechs- 
facher Weise  geschehen  kann,  weil  drei  Punkte  sechs  Vertau- 
schungen zulassen;  wir  erhalten  daher  sechs  solcher  gerader 
Linien,  die  in  eigenlhümlichem  Zusammenhange  mit  einander 
stehen;  bezeichnen  wir  bei  diesen  sechs  Zuordnungen  die  Schnitt- 
punkte in  folgender  Weise: 


L 

a  6  c 

«1^1  Ci 


(6ci, 

c6,) 

r-TJ 

«3 

(cell. 

aci) 

= 

ß. 

(«bj, 

Uy) 

y:^ 

IV. 

a  b  c 
«iqbi 


II. 

a  b  c 
b,  Ci  ai 


(«ai. 

c6,) 

«2 

(66,, 

ac,) 

ß2 

(cc,. 

6  a,) 

Yi 

(aq, 

6a,) 

«1 

(ca,, 

ab,) 

«2 

(^b,, 

cc,) 

«3 

«1«2«3   =  St 


V. 

a  b  c 

Ct  ^t  ^1 

(ba,.  cb,)  =  ft,. 

(ab,;  bq)  =  b^ 

(aai>  cc,)  =  &3 

6,^2^  =  S5 


IH. 

a  b  c 

{(tCLi\  bc,)  =  «1 
(bbj,  ca,)  =  ßi 
(cc,,  ab,)  =  y, 

^ißir\  =  83 

VI. 

a  b  c 
bi  ai  Ci 
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c6,) 

ci 

(C*!. 

6ci) 

Cj 

(oa,. 

H,) 

<^3 
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Aus  dem  Schema  1,  II,  III  lesen  wir  die  Idenlität  folgen- 
der neun  Verbindungslinien  ab: 

«2^3   =   Cbi  ß2ß's   =   acj  Y2y'S  ~   ^^i 

«aUf,  =  bq         ß^ß^  =  cai        yg^j  =  ^\ 

und  aus  dem  Schema  IV,  V,  VI  die  Identität  derselben  neun 
Linien 

6|Cj    =   C  b^  &2^2    =^   ^^1  ^3^3   =   <^Äi 

c^öj  =  aci        0^02  =  ca^         C3a3  =  bb|, 
folgUch  ist  z.  B.  nach  Schema  IV. 

ißiß^»    727-6)    =   «1 

iß^ßi*  727\)  =  «2 

(/5l/52'    yiy2)    =   «3» 

und  da  die  drei  Punkte  a^  a^  «3  in  einer  geraden  Linie  84  liegen, 
so  folgt,  dass  die  beiden  Dreiecke  ß^ß.yß-^  nw^  7^727'^  perspekti- 
visch   liegen    (nach    dem    im    §   11    bewiesenen    Satze),    d.   Ii. 

^1^1»  i^2y2»  /^s^s  ö^ß'*  ^*6  drei  Linien  S1S2S3  durch  einen  Punkt. 
Jaufen;  ebenso  weil 

(«1^»  «2^2)  =  7-6 

(^1^1,  &2C2)  =  «3 

(q«i'  ^2^2)  =  ß'i 
und  «3/33^3  in  gerader  Linie  g^  liegen,  laufen  S4S526  durch  einen 
Punkt.  Es  laufen  also  von  den  sechs  erhaltenen  Linien 
drei  durch  einen  Punkt  und  die  drei  andern  ebenfalls 
durch  einen  Punkt  und  es  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  dass  die 
fünfzehn  Geraden:  aa^,  ab^,  aq,  ba^,  bbj,  bq,  caj,  cb^,  cq 
und    218223.    2^2520,    welche    sich   in    den    zwanzig   Punkten: 

«1  ßi  7\  ^2  ßt  72  <^3  ßz  7z  «1  «2  «3  h  *2  \  ^1  ^2  ^3  "öd  <^<^ö  beiden 
Schnittpunkten  von  2i  22  23  und  24  25  26  treffen ,  genau  eine  solche 
Figur  bilden,  wie  sie  am  Ende  des  §  11  beschrieben  ist. 

Der  vorige  Satz  lässt  sich  auch  in  anderer  Form  ausspre- 
chen, wobei  er  als  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  auf- 
tritt, von  dem  später  die  Rede  sein  wird.  Die  sechs  Punkte 
abc  tti  biCi,  von  denen  drei  und  drei  auf  zwei  Geraden  liegen, 
lassen  sich  als  die  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  auffassen, 
z.  B.  abica^bq;  in  dieser  Reihenfolge  erscheinen  ab^  und  a^b 
als  gegenüber  liegende  Seiten,  ebenso  bq  und  biC,  endlich  auch 
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ca,  und  c^a;  der  obige  Satz  wurde  also  auch  so  lauten:  Bei 
einem  einfachen  Sechseck,  dessen  Ecken  zu  drei  und 
drei  auf  zwei  geraden  Linien  liegen,  schneiden  sich  die 
gegenüber  liegenden  Seiten  in  drei  Punkten,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  sechs  Sechsecke,  welche 
sich  aus  denselben  Eck-Punkten  herstellen  lassen,  sind  folgende: 

a  61  c  a^  b  q 
a  q  c  b,  b  a^ 
a  tti  c  Cj  b  bj 

a  q  c  a^  b  b^ 
a  a,  c  b,  b  Ci 
a  bi  c  q  b  Ol ; 

die  für  die  ersten  drei  Sechsecke  erhaltenen  Geraden  laufen  durch 
einen  Punkt  und  die  für  die  andern  drei  Sechsecke  resultirenden 
Goraden    durch    einen    andern  Punkt.  — 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  dem  Gegenstande  un- 
serer Betrachtung  zurück.  Die  Gerade  S  als  der  Ort  sämmtlicher 
Punkte  (x^i ,  Xi  \))  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  Trä- 
ger; es  bleibt  noch  übrig,  auf  jedem  andern  Projektionsstrahl  den 
Berührungspunkt  zu  ermitteln;  seien  %^i  die  beiden  Träger,  welche 
von  irgend  drei  Projektionsstrahlen  abc  re^ektive  in  den  Punkten- 
paaren aa^,  iii,  cc^  getroffen  werden,  so  gab  die  in  §  20  mitge- 
theilte  Konstruktion  einen  beliebigen  andern  Projektionsstrahl  da- 
durch, dass  man  cb^  zog,  irgend  einen  Punkt  ^  dieser  Geraden  mit  a 
und  a^  verband;  a|  traf  ft  in  5,  a^l  traf  c  in  B^  und  BB^  war 
dn  Projektionsstrahl.  Fassen  wir  b  und  c  als  die  Träger  zweier 
neuen  Punktreihen  auf,  welche  dieselbe  Gesammtheit  der  Pro- 
jektionsstrahlen liefern,  von  denen  a,  %  und  ?li  drei  zur  Be- 
stimmung erforderliche  sind,  so  erscheinen  BB^  als  entsprechende 
Punkte  dieser  beiden  neuen  Punktreihen,  und  um  den  Berührungs- 
punkt auf  b  zu  finden,  müssen  wir  denjenigen  Punkt  auf  b  finden, 
welcher  entsprechend  ist  dem  Schnittpunkte  (6,  c)  auf  dem  Träger  c. 
Wir  ziehen  also  von  a^  nach  dem  Schnittpunkte  (&,  c),  welche  Linie 
in  ^  die  Gerade  cb^  trifft,  so  wird  a^  den  Strahl  b  in  dem  gesuchten 
Berührungspunkte  t  treffen.  In  gleicher  Weise  können  wir  den  Be- 
rührungspunkt auf  dem  Projektionsstrahl  c  ermitteln;  wir  ziehen  von 
a  nach  dem  Schnittpunkte  [b,  c),  welche  Linie  in  ^'^  die  Gerade  cb^ 
trifft,   so  wird  a,|'„  den  Strahl  c  in  dem  gesuchten  Berührungs- 
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punkte  i'  trofleii.  Wir  koiHieii  aber  auch  die  Derührungspuiikte  ciul' 
h  und  c  gleichzeitig  finden,  indem  wir  h  und  c  als  Träger  und  a^^2t^ 
als  drei  Projektionsstrahlen  auffassen  und  dann  nach  der  vorhin 
angegebenen  Konstruktion  jene  Gerade  £  ermitteln,  welche  der 
Ort  der  Punkte  (x\)i,  Xj^)  ist  und  weiche  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte auf  h  und  c  gehen  muss.  Die  vorige  Konstruk- 
tion vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  wir  statt  der  drei  Punk- 
tfenpaare  aa^  b  b^  cci  folgende  wählen:  CC|,  ff^,  rxi»  welche 
so  gewählt  sind  (Fig.  28],  dass  e  und  f^  im  Schnittpunkte  der 
beiden  Träger  31  3ti  ver-  (Fig.  28.) 

einigt  liegen,  e^  und  f  die 
Berührungspunkte  auf  3ti 
und  31  sind  und  xy,^  ein 
beliebiger  Projektionsstrahl, 
dessen  Berührungspunkt  ge- 
sucht wird.  Die  Gerade  cbj 
wird  dann  fxi;  der  Schnitt- 
punkt (bbi,  cq)  wird  (f  f^,  xxi),  d.  h.  der  Punkt  r;  a^  ist  der 
Berührungspunkt  e^  und  a  ist  der  Schnittpunkt  e;  man  ziehe  also 
ajT,  d.  h.  CiT,  welches  fx^  in  ^  treffe,  so  wird  e|  den  Projek- 
tionsstrahl X  Xi  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  treffen  oder 
in  Worten:  Um  auf  irgend  einem  Projektionsstrahl  xXi  den  Be- 
rührungspunkt zu  finden,  verbinde  man  die  Punkte  x  und  Xi  mit 
den  Berührungspunkten  f  und  e^  der  beiden  Träger;  der  Schnitt- 
punkt (fxi,  e,x)  mit  dem,  Schnittpunkt  der  Träger  efi  verbunden 
liefert  eine  Gerade,  welche  den  Projektionsstrahl  xXi  in  dem  ge- 
suchten Berührungspunkte  trifft.  Dies  lässt  sich  auch  als  Satz 
folgendermassen  aussprechen : 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  von 
irgend  drei  Projektionsstrahlen  gebildeten  Dreiseits 
mit  den  Berührungspunkten  in  den  gegenüber  liegen- 
den Seiten  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Oder  wenn  man  nach  der  obigen  Definition  §  20  den  Kegel- 
schnitt als  Erzeugniss  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  und 
die  Projektionsstrahlen  als  seine  Tangenten  einführt: 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
irgend  dreier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  mit  den 
gegenüber  liegenden  Ecken  des  von  denselben  gebil- 
deten Dreiseits  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 
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Na<*,li  iler  vorigen  Konstruktion*  lässt  sich  sehr  einfach 
auf  einem  beliebigen  Projektionsstrahl  der  Berührungspunkt  er- 
mitteln, da  die  Berührungspunkte  Ci  f  der  beiden  Träger  durch 
die  oben  konstruirte  Gerade  S  bereits  gefunden  sind.  Es  ist  nicht 
unnütz,  zu  bemerken,  dass  der  Berührungspunkt  auf  dem  Pro- 
jektionsstrahl xXi  nach  der  obigen  Konstruktion  und  wegen  der 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  (§9)  f  x  Xi  c^  auch  als  der 
vierte  hai^monische  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  S  zugeordnete 
Punkt  erscheint,  während  x  Xi  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  sind;  wir  werden  hierauf  im  Nachfolgenden  genauer  ein- 
gehen. 

Fassen  wir  in  den  beiden  projektivischen  Punktreihen  21  3l| 
irgend  zwei  Projektionsstrahlen  a,  b  auf,  welche  in  den  entspre- 
chenden Punkten  aa^  und  ii^  dieselben  treffen,  so  liegt  der 
Schnittpunkt  (a  bj ,  b  a^)  auf  derjenigen  Geraden  S,  welche  die 
Berührungspunkte  der  beiden  Träger  91  %^  verbindet;  drehen  wir 
jetzt  aber  die  Auffassung  in  der  Weise  um,  dass  wir  a  und  b 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  und  91 9I1  als  Pro- 
jektionsstrahlen ansehen ,  so  sind  nunmehr  a  und  b  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  ebenso  a^  und  b^  ein  zweites  Paar  entspre- 
chender Punkte;  folglich  wird  der  Schnittpunkt  {ah^,  a^b),  wel- 
ches derselbe  Punkt  ist,  auch  auf  der  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Projektionsstrahien  a  und  b  liegen 
müssen.     Wir  haben  daher  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

Sind  aai  und  l^b^  irgend  zwei  Projektionsstrahlen 
zweier  projektivischer  Punktreihen,  so  liegt  der 
Schnittpunkt  (aii,  baj  in  gerader  Linie  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  beiden  Projektionsstrahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  einen  Projektionsstrahl  aa^  mit 
seinem  Berührungspunkt  a  festhalten,  den  andern  Projektions- 
strahl b  hl  und  seinen  Berührungspunkt  ß  aber  der  projektivischen 
Beziehung  gemäss  bewegen  und  den  Schnittpunkt  (abj,  ia^)  =7, 
bezeichnen,  dass  der  Strahl  ccß,  welcher  in  y,  die  feste  Gerade 
S  trifft,  und  der  Strahl  ab^,  welcher  auch  in  y^  der  Geraden  8 
begegnet,  bei  der  Bewegung  zwei  perspektivische  Strahlbüschel 
beschreiben;  also  wird  die  Punktreihe,  welche  der  veränderliche 
Projektionsslrahl  bb^  auf  dem  Träger  9(t  oder  auf  irgend  einem 
andern  Projektionsstrahl,  z.  B.  aa^  fixirt,  projektivisch  sein  müs- 
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sen  mit  dem  Strabibüschel ,  welches  a /S  beschreibt.  Dies  ^iebt 
folgenden  Satz: 

Die  Punktreihe,  in  welcher  ein  beliebiger  von  der 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  getroffen  wird, 
ist  projektivisch  mit  dem  Strahlbüschel,  dessen  Mit- 
telpunkt der  Berührungspunkt  des  ersteren  und  des- 
sen Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  sämmt- 
licher  Projektionsstrahlen  hingehen. 

Fügen  wir  noch  einen  dritten  Projektionsstrahl  c  c^  hinzu 
und  nennen  die  Berührungspunkte  auf  den  Projektionsstrahlen 

a  ß  y 

die  Schnittpunkte 

(öcj,  cfej)  =  «1     (cai,  aq)  =  /5,  '  (ab,,  ba,)  =  y,, 
so  liegen  nach  dem  Vorigen 

in  einer  Geraden, 


a 

ß 

n 

• 

ß 

y 

«1 

y 

u 

^1 

und 

auch 

«1 

h 

Vi 

nämlich   in 

der 

Geraden  S. 

Diese  sechs  Punkte  sind  also  die 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  und  bilden  eine  Figur,  wie 
wir  sie  in  §  18  kennen  gelernt  haben. 

Halten  wir  die  beiden  Projektionsstrahlen  a  a^  und  b  b,  mit 
ihren  Berührungspunkten  ci  und  ß  fest,  bewegen  aber  den  drit- 
ten Projektionsstrahl  cc^  der  projektivischin  Beziehung  gemäss, 
so  verändert  sich  auch  sein  Berührungspunkt  y;  es  bewegen  sich 
nämlich  die  Punkte  a^  und  ß^  auf  der  festen  Geraden  S  und 
beschreiben  zwei  projektivische  Punktreihen,  weil  sie  mit  den 
von  c  und  c^  beschriebenen  Punktreihen  perspektivisch  liegen; 
folglich  müssen  auch  die  Strahlen  of/3,  und  ßa^  projektivische 
Strahlbüschel  um  [a  und  ß  als  Mittelpunkte  beschreiben;  nun 
schneiden  sich  aber  ctß^  und  ßa^  nach  dem  obigen  Schema  im 
Punkte  y,  dem  Berührungspunkt  auf  dem  veränderlichen  Projek- 
tionsstrahl  c  q ,  folglich  erhalten  wir  den  wichtigen  Satz : 

Verbindet  man  irgend  zwei  Berührungspunkte  als 
Mittelpunkte  zweier  Strahlbüschel  mit  sämmtlichen 
Berührungspunkten  durch  Strahlenpaare,  so  erhält 
man  allemal  zwei  projektivische  Strahlbüschel. 
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^Hiernach  erscheint  der  Kegelschnitt,  welchen  wir  als  das 
Erzeugoiss  zweier  projektivisc)ier  Punktreihen,  d.  h.  die  von  der 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  umhüllte  Kurve  definirt 
haben,  zugleich  als  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahl- 
hüschel,  d.  h.  der  Ort  des  Schnittpunktes  sämmtlicher  Paare 
entsprechender  Strahlen.  Dieselbe  Kurve,  der  Kegelschnitt,  je 
nachdem  sie  als  eine  kontinmrliche  Reihe  von  Punkten  oder  als 
eine  kontinüirliche  Aufeinanderfolge  von  berührenden  Strahlen 
(Tangenten)  aufgefasst  wird,  ist  das  Erzeugniss  zweier  projekti- 
vischer Strahlbüschel  oder  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer 
Punktreihen;  beide  Erzeugnisse,  welche  nach  der  in  unseren 
Grundbegriffen  liegenden  Dualität  neben  einander  stehen,  sind 
also  identisch. 

§  22.     Zwei  projektivische  Strahlbüschel  in  allgemeiner 

Lage. 

Den,  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  durchgeführten 
'Betrachtungen  stehen  ganz  analoge  zur  Seite,  welche  ihren  Aus- 
gangspunkt von  zwei  projektivischen  Strahl  huscheln  in  allgemei- 
ner Lage  nehmen;  es  würde  ermüdend  sein,  diese  analogen  Be- 
trachtungen in  aller  Ausführlichkeit  zu  wiederholen ;  vielmehr  ge- 
nüge es,  die  Resultate  hervorzuheben,  welche  ohne  jede  Schwie- 
rigkeit aus  dem  Gange  der  gleichlaufenden  Betrachtung  sich 
ergeben  und  welche  nur  kleine  Modifikationen  dadurch  erleiden, 
dass  an  Stelle  von  S^*ahl  Punkt,  an  Stelle  von  Verbindungslinie 
(oder  Projektionsstrahl)  Schnittpunkt  u.  s.  w\  und  umgekehrt 
tritt.  Da  wir  aus  dem  Schluss  der  vorigen  Betrachtung  bereits 
wissen,  dass  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahlbüschel 
in  allgemeiner  Lage  identisch  ist  mit  dem  Erzeugniss  zweier  pro- 
jektivischer Punktreihen,  welches  wir  Kegelschnitt  genannt  haben, 
so  dürfen  wir  diese  Benennung  auch  für  das  jetzt  zu  unter- 
suchende Erzeugniss  in  Anspruch  nehmen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strah- 
lenzweier pro  jektivischerStrahlbüschel  in  allgemeiner 
(nicht  perspektivischer)  Lage  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher 
selbst  durch  die  Mittelpunkte  B,  B^  der  beiden  Strahl- 
büschel geht;  denn  dem  Strahl  BB^,  als  dem  Strahlbuschel 
[B)  angehörig,   entspricht  ein    bestimmter    durch    By^  gehender 


i 
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Strahl ,  also  ist  B^  ein  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Strah- 
len, ebenso  B.  Seien  xx^  zwei  entsprechende  Strahlen  und  x 
ihr  Schnittpunkt,  also  (^r)=  x,  {B^r)  =  x^  und  bewegen  wir 
den  Strahl  o;  um  ^  herum,  bis  er  zuletzt  auf  B B^  fällt,  so 
wird  die  Sehne  B^x  des  Kegelschnitts,  welche  den  entsprechen- 
den Strahl  bildet,  sich  um  den  festen  Punkt  B^  drehen,  bis  sie 
zuletzt  in  die  Grenzlage  der  Tangente'  des  Kegelschnitts  am 
Punkte  ^j  übergeht;  also  diejenigen  Strahlen,  welche  den 
in  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  vereinigt 
liegenden  entsprechen,  sind  dieTangenten  desKegel- 
schnitts in  den  Mittelpunkten  der  Strahlbüschel. 

Man  kann  irgend  zwei  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
als  Mittelpunkte  zweier  neuer  Strahlbüschel  annehmen,  deren 
Strahtenpaare  nach  sämmtlichen  Schnittpunkten  hingehen;  solche 
zwei  Strahlbüschel  sind  immer  projektivisch  und  je  zwei  Strahlen 
entsprechend,  die  nach  demselben  Schnittpunkte  gehen.     Oder: 

Wenn  man  irgend  zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts 
mit  sämmtlichen  durch  Strahlenpaare  verbindet,  so 
erhält  man  allemal  zwei  projektivische  Strahlbüschel, 
deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei  solche  sind, 
welche  nach  demselben  Punkte  des  Kegelschnitts 
gehen. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  durch  fünf 
Punkte,  welche  willkührlich  angenommen  werden 
dürfen,  vollkommen  bestimmt  ist;  um  beliebig  viele  an- 
dere Punkte  desselben  allein  mittels  des  Lineals  zu  konstruiren, 
wähle  man  irgend  zwei  von  den  gegebenen  fünf  Punkten  zu  Mit- 
telpunkten zweier  Strahlbüschel  und  ziehe  nach  den  andern  die 
drei  Paare  entsprechender  Strahlen ;  dadurch  ist  die  projektivische 
Beziehung  der  beiden  Strahlbüschel  vollständig  bestimmt  und  be* 
liebig  viele  andere  Paare  entsprechender  Strahfen  sind  allein  mittels 
des  Lineals  zu  konstruiren  (§  10,  b);  die  Schnittpunkte  derselben 
werden  Punkte  des  Kegelschnitts  sein.  Diese  Konstrukticm  fähi*t 
zu  folgender  Bedingung  zwischen  irgend  seclis  Punkten  eines 
Kegelschnitts : 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts in  beliebiger  Reihenfolge  zu  einem  einfachen 
Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Paar  gegenüber 

Schröter,  Theorie  d.  Keg-elschn.  1 
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liegenden  Seiten  in  drei  Punkten,  welche  in  gerader 
Linie  liegen.     (PascaTscher  Satz.) 

Ferner  besitzt  der  Kegelschnitt  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  ihn  im 
Allgemeinen  höchstens  in  zwei  Punkten  trifft.  Der 
Kegelschnitt  ist  daher  gleichzeitig  vom  zweiten  Grade 
und  von  der  zweiten  Klasse,  da  der  Ort  eines  Punktes  in 
der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  auf  einer  beliebigen 
Geraden  in  der  Ebene  sich  im  Allgemeinen  höchstens  n  Punkte 
des  Ortes  fmden,  eine  Kurve  n*®"  Grades  und  der  Ort  einer  ein- 
hüllenden Geraden  von  solcher  Beschafifenheit,  dass  durch  einen 
beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens  n  Beruh- 
rungsslrahlen  des  Ortes  gehen,  eine  Kurve  n^^'^  Klasse  genannt  wird. 
Die  beiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  mit  einer  beliebigeti 
Geraden  können  aber  auch  in  einen  zusammen  fallen  oder  zu 
existiren  aufliören.  Die  sämmllichen  geraden  Linien  der  unend- 
lichen Ebene  zerfallen  dadurch  in  zwei  Kategorien:  solche,  welche 
den  Kegelschnitt  nicht  treffen,  also  keinen  (reellen)  Punkt  mit 
ihm  gemein  haben,  und  solche,  welche  den  Kegelschnitt  in  zwei 
(reellen)  Punkten  treffen;  diese  beiden  Kategorien  werden  Ton 
einander  getrennt  durch  eine  einfache  unendliche  Reihe  solcher 
Geraden,  welche  nur  einen  Punkt  mit  dem  Kegelschpitt  gemein 
haben,  oder  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zusammen  fal- 
len ;  dies  sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Die  Konstruktion  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des 
Kegelschnitfs  wird  leicht  ausgeführt  mit  Hülfe  des  folgenden 
Satzes: 

Wenn  o: 0^1  und  ^^]  irgend  zwei  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlbüschel 
(B)  {B^)  sind,,  so  läuft  die  Verbindungslinie  der  Schnitt- 
punkte 

immer  durch  ein  und  denselben  festen  Punkt  S,  wel- 
cher zugleich  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten 
des  Kegelschnitts  in  den  Mittelpunkten  B^  B^  der 
Strahlbüschel  ist;  oder  specialisirt: 

Wenn  ab  c  irgend  drei  durch  einen  Punkt  gehende 
Strahlen  und  a^b^c^  irgend  drei  durch  einen  zweiten 
Punkt  gehende  Strahlen  sind,  so  laufen  die  drei  Ver- 
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bindungslinien  der  Schnittpunkte 

{a  b^ ,  «1  b)         (b  c^ ,  fej  c)         (c  «^ ,  Cj  a) 
durch  ein  und  denselben  Punkt. 

Dieser  Satz  ist  einer  ganz  analogen  ErMeiterung  fähig,  wie 
der  gleichlautende  in  §  21 ;  die  Ausfuhrung  sei  dem  Leser  über- 
Jassen. 

Mit  Hälfe  dieses  Satzes  wird  nun  in  jedem  Punkte  des  Ke- 
gelschnitls  die  Tangente  zu  konstruiren  sein,  wenn  irgend  fünf 
zur  Bestimmung  desselben  erforderliche  Punkte  gegeben  sind; 
sei  B  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  gesucht  wird,  und 
^,  ab  c  die  vier  andern,  so  ziehe  man  die  Strahlen  ^a,  Bh,  Bi, 
d.  h.  abc  und  B^a,  B^h,  B^c,  d.  h.  a^b^c^^  bestimme  die  bei- 
den Linien  {ab^,  a^b)  (^c,,  b^c)  und  verbinde  ihren  Schnittpunkt 
mit  B,  alsdann  ist  diese  Linie  die  gesuchte  Tangente  in  B, 

Haben  wir  in  den  Mittelpunkten  BB^  der  den  Kegelschnitt 
erzeugenden  beiden  Strahlbuschel  die  Tangenten  f  und  e^,  d.  h. 
diejenigen  Strahlen,  welche  den  in  der  Verbindungslinie  BB^ 
vereinigten  Strahlen  /*)  und  e  entsprechen,  gefunden,  indem  wir 
den  Punkt  S  mit  B  und  B^  verbinden,  so  lässt  sich  in  irgend 
einem  Schnittpunkte  x  zweier  entsprechender  Strahlen  xwy  die 
Tangente  des  Kegelschnitts  auch  dadurch  finden,  dass  wir  den 
Punkt,  in  welchem  die  Verbindungslinie  [xe^,  x^f)  die  vereinig- 
ten Strahlen  e  und  /*,  trilft,  mit  y  verbinden,  welche  Linie  die 
gesuchte  Tangente  ist.     Dies  führt  zu  folgendem  Satz: 

Die  Seiten  irgend  eines  dem  Kegelschuitt  einbe- 
schriebenen Dreiecks  treffen  die  Tangenten  an  den 
gegenüber  liegenden  Ecken  in  drei  Punkten,  welche 
in  einer  Geraden  liegen. 

Endlich  folgt  noch  der  Salz*. 

Sind  aa^  und  bb^  irgend  zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  zweier  projektlvischer  Strahlbüschel  und 
a,  b  ihre  resp.  Schnittpunkte,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie (a^j,  a^^)  durch  den  Schnittpunkt  der  bei'den 
Tangenten  in  a  und  b  am  Kegelschnitt,  woraus  dann  der 
umgekehrte  des  analogen  Satzes  in  %  21  folgt; 

Das  Strahlbuschel,  welches  von  allen  Strahlen  ge- 
bildet wird,  die  einen  beliebigen  Punkt  mit  sämmt- 
lichen  Punkten  des  Kegelschnitts  verbinden,  ist  projek- 

tivisch   mit    der  Punktreihe,    welche  auf   der   an  dem 

7* 
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ersten  Punkte  gezogenen  Tangente  durch  die  Tan- 
genten an  sämmtlichen  Punkten  des  Kegelschnitts  be- 
stimmt wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  von  entgegengesetzter  Seite 
wiederum  die  Identität  beider  Erzeugnisse,  indem  wir  finden,  dass 
sämmtliche  Tangenten  des  Kegelschnitts  irgend  zwei 
derselben  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  tref- 
fen, indem  jede  auf  den  beiden  willkührlich  herausgenommenen 
zwei  entsprechende  Punkte  bestimmt. 

§  23.    Identität  der  Erseugniase  zweier  projektivischer 
Ftinktreihen  und  zweier  projektivischer  Strahlbüsohel. 

Obgleich  wir  bereits  aus  dem  Vorigen  die  Identität  beider 
neben  einander  stehenden  Erzeugnisse  erkannt  haben,  so  wollen 
wir  doch  dies  wichtige  Resultat  noch  einmal  auf  etwas  anderem 
Wege  ableiten,  indem  wir  dabei  zugleich  eine  Figur  yorföhren, 
wekhe  eine  grosse  Zahl  yon  Eigenschaften  des  Kegelschnitts  zur 
Anschauung  bringt. 

Wir  gehen  von  zwei  projektivischen  Punktreihen  aus,  deren 
Träger  %%|  seien,  und  nehmen  in  ihrem  Schnittpunkte  zwei 
nicht  entsprechende  Punkte  B  und  a^  vereinigt  liegend  an;  sei  a 
der  dem  a^  entsprechende  auf  dem  Träger  91,  so  erscheint  d^ 
Träger  ^  als  Verbindungsstrahl  aa^,  d.  h.  als  Projektionsstrahi; 
durch  jeden  Punkt  x  des  Trägers  %  gehen  mithin  zwei  Projek- 
tionsstrahlen, nämlich  xTx  und  der  Träger  %;  die  einzige  Aus- 
nahme macht  der  Punkt  a;  für  ihn  fallen  beide  Projektionsstrah- 
len zusammen;  er  heisst  der  Berührungspunkt  des  Projeküons* 
Strahls  91  und  ist  in  der  That  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  (unendlich  naher)  Pro- 
jektionsstrahlen; ebenso  giebt  es  auf  dem  Träger  3(i  einen  ein- 
zigen bestimmten  Punkt  i^,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  lie- 
genden Punkt  B  der  ersten  Punktreihe  entspricht;  durch  b|  geht 
nur  ein  einziger  Projektionsstrahl,  der  Träger  ^^  und  (|  heisst 
sein  Berührungspunkt.  Wir  setzen  ferner  die  in  §  21  unab- 
hängig bewiesene  Eigenschaft  der  beiden  projektivischen  Punkt- 
reihen voraus,  dass  nämlich  der  Schnittpunkt  (x^^,  Ti^)»  wo  XTi 
und  ^^1  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bedeuten,  im- 
mer auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch  die  beiden 
Berührungspunkte  aii  der  Träger  geht. 
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Dies  TOrau^eschickt ,  denken  wir  uns  (Fig.  29)  auf  den  bei- 
den Trägern  ^^,  drei  Paar  entsprechende  Punkte  aO],  cq  bb,, 
welche  zur  Bestimmung  der  Projektivitfit  errorderlich  sind  und 
wobei  a,  als  im  Schnittpunkte  {%  31,]  liegend  angenommen  wird, 
also  a  der  Berührungspunkt  den  Trägers  ^  ist,  willkührlich  ge- 
wählt, dann  wird  der  dem  andern  im  Schnittpunkte  liegenden 
Punkte  h  entsprechende  b,,  d.  h.  der  Berührungspunkt  von  91, 
in  der  Weise  bonstruirt,  dass  nir  den  Schnittpunkt 

(cbi.  c,b)  =  a: 
mit  a  verbinden  und  den  Punkt  b,  aufsuchen,  wo  diese  Verbind 
dungslinie  ^i  trifil.     Wir  haben  nun  auf  den    beiden  Trägern 
ä«,    vier   Paar    ent-  (fT '  291 

sprechende  Punkte  '  '^'     ^' 

abcb  und  aibiCib,  und 
es  gilt  die  Gleichheit 
des  Doppelverhaltnisses 
(abcb)  =  (0,6,  qb,); 
der  Schnittpunkt  der 
beiden  Träger  hat  ei- 
nen doppelten  Namen 
h  und  a,.  Wir  denken 
uns  nun  den  Projek- 
Üonsstrahl  cc,  als  Trä- 
ger einer  neuen  Punkt- 
reihe und  heaeichnen 
ibn  in  diesem  Sinne 
mit  ^j;  wir  machen 
nämlich  9l|  und  91, 
projektivischr  ücksicht- 
Itch  der  Punklenpaare,  welche  die  andern  ProjekUoossIrablen  auf 
ihnen  besümmen;  der  Projektionsstrahl  ^  trifft  ^,  und  %^  resp. 
in  a,  und  c;  wir  legen  nun  dem  c  den  zweiten  Namen  Oj  bei; 
der  Projektionsstrahl  bb,  trifft  91,  in  b,  und  91,  in  demjenigen 
Pnnkte,  welchen  wir  bj  nennen  i  endlich  liegt  im  Schnittpunkte 
(3, ,  9[j)  derjenige  Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkt  auf  dem 
Triger  3(,  entspricht;  dies  ist  aber  der  Punkt  b,;  der  Schnitt- 
punkt (%y,  91]),  welcher  schon  den  Namen  c,  hatte,  empfangt 
also  jetzt  in  dem  neuen  Sinne  den  zweiten  ,Namen  b,  und  die 
drei  Paar  entsprechende  Punkte  a,n,,  b,bj,  b,b;  bestimmen  die 
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ganze  projeklivische  Beziehung  der  beiden  neuen  Träger  2(i  ?t, 
so,  dass  jetzt  der  dem  Punkte  Cp  welcher  im  Schnittpunkt  liegt, 
entsprechende  C2,  d.  h.  der  Berührungspunkt  bei  der  neuen  Be- 
ziehung von  ?l^  und  %2>  ^"^  ^*^'  Weise  gefunden  wird,  dass  wir 
den  Schnittpunkt  (01^2,  ^102)  =  1/  mit  (»j  verbinden  und  den 
Punkt  C2  aufsuchen,  wo  diese  Verbindungslinie  5X2  ^f^^»  Wir 
haben  dann  auf  den  beiden  Trägern  ^^  3(2  vier  Paar  entspre- 
chende Punkte  a, bjCibi  und  a2b2C2b2  und  es  gilt  die  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse  (aibjCibi)  =  (vi2 '^2 ^2 bo) »  ^^  ist  also  auch 
(vi beb)  =  (aibjCibi)  =  (a2b2C2b2),  was  auch  nachträglich  aus  der 
Figur  leicht  verificirt  werden  kann;  denn  es  ist  identisch 

(a-Wcb)  =  (babc) 
(§  6.  1),   ferner  (babc)  =  (aibiCibj),   weil  diese  vier  Punklen- 
paare  in  Bezug  auf  den  Projektionspunkt  x  perspektivisch  liegen; 

ferner  (a^biCibi)  =(biCibiai)  (§6,  1)  und  (biCibiai)  =  (a2b2C2b2^' 
weil  diese  vier  Punktenpaare  in  Bezug  auf  den  Projektionspunkt 
1/  perspektivisch  Hegen,  folglich 

(abcb)  =  (aibiCibi)  =  (a2b2C2b2). 
Wir  denken  uns  endlich  den  vierten  Projektionsslrahl  bbj 
als  Träger  einer  Punktreihe  und  nennen  ihn  in  diesem  Sinne 
%^\  wir  machen  jetzt  3I2  und  %^  projektivisch  rucksichtlich  der 
Paare  entsprechender  Punkte,  welche  die  andern  Projektions- 
strahlen auf  ihnen  bestimmen;  %  trifft  3I2  und  ^3  in  a^  und  b; 
wir  legen,  daher  dem  Punkt  b  den  zweiten  Namen  a3  bei;  Slj 
trifft  9I2  und  9I3  in  den  Punkten  b2  und  bi;  wir  benennen 
daher  den  Punkt  bt  j^^tzt  b^;  endlich  liegt  in  dem  Schnittpunkt 
(312»  5I3)  oder  b2  derjenige  Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkt  Co 
auf  3I2  bei  der  vorigen  Beziehung  entspricht;  wir  nennen  daher 
b2  jetzt  C3  und  haben  drei  Paar  entsprechende  Punkte  a2a3, 
b2b3,  C2C3,  welche  die  projektivische  Beziehung  bestimmen,  so 
dass  jetzt  der  dem  Punkte  b2,  welcher  im  Schnittpunkt  {^2,  3I3) 
liegt,  entsprechende  Punkt  b3  auf  2I3  in  folgender  Weise  gefun- 
den wird:  Wir  verbinden  den  Schnittpunkt  (ct2b3,  <t3b2)  J=  a?  mit 
C2  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  bß  dieser  Verbindungslinie 
mit  9X3;  dann  haben  wir  auf  den  beiden  Trägern  ^Ij  ""^^  ^3 
vier  Paar  entsprechende  Punkte  a2b2C2b2  und  a3b3C3b3  und  es 
gilt  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (a2b2C2b2)  =  (a3b3C3b3); 
wir  haben  also  jetzt  die  vier  Doppelverhältnisse  einander  gleich 
(abcb)  =  (aibiCjbi)  =  (a2b2C2b2)  =  (ctabgCabg). 
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Hieraus  folgt  zuerst  (abcb)  =  (ö3B3C3b3)  und  weil  identisch 
(a6cb)  =  (bcba)  (§6,  1),  dass  auch  (bc6a)  =  (asbßCabg);  b  und 
a^  fallen  aber  zusammen,  folglich  müssen  sich  ch^,  iz-^  und  ab^ 
in  einem  Punkte  schneiden,  oder  weil  (063,  ic^)  ^=  y  ist,  liegen 
abj  ^  in  einer  Geraden;  zweitens  (abcb)  =  (a2b2C2b2)  und  (abcb) 
==(cba6)  (§  6,  l),also  (cbab)  =  (a2  62C2b2);  weil  nun  c  und  ctj 
zusammenfallen,  so  müssen  sich  b62f  a^i  ^^^  ^^2  ^^  einenv 
Funkte  schneiden;  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  (b62>  'bi2)^=^z, 
so  liegen  folglich  ÜC2  z  in  einer  Geraden;  endlich  ist  (aibiqbj) 
=  (agbgCabg)  uud  (aibjCibJ  =  (qbiaAbi)  (§  6,  1),  also  (qb,aib,) 
=  (a3b3C3b3);  weil  aber  bi  und  63  zusammenfallen,  so  müssen  sich 
Ci  <t3,  dl  C3  und  b]  bs  in  einem  Punkte  schneiden ;  nun  ist  der 
Schnittpunkt  (Cjag,  a^c^)  =  z,  also  liegen  b^  bs  z  in  einer  Ge- 
raden. Wir  scheu,  dass  xyz  nichts  anderes  sind,  als  die  drei 
Dtagonalpunkte  des  von  den  vier  Geraden  SlSti^lj^ls  gebildeten 
vollständigen  Vierseits  und  erkennen  zugleich,  dass  das  Dreieck 
xyz  koincidirl  mit  dem  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Be- 
rührungspunkten abiC2b3  gebildeten  vollständigen  Vierecks,  oder 
dass  die  ßerührungspunkte  paarweise  mit  den  Punkten  xyz  in 
gerader  Linie  liegen. 

Die  auf  die  beschriebene  Weise  hergestellte  Figur,  bei  der 
jede  der  vier  Geraden  %%i%2^3  v*^^  Punkte  enthält,  in  welchen 
sie  von  den  andern  und  sich  selbst  (Berührungspunkt)  getroffen 
wird  und  irgend  zwei  von  ihnen  rücksichtlich  dieser  Punkte  pro- 
jektivisch  gemacht  sind,  bietet*  noch  eine  zweite,  nicht  minder 
wichtige  Eigenschaft  dar.  Fassen  wir  die  vier  Berührungspunkte 
auf  abxCjbg,  so  sehen  wir,  dass  durch  jeden  derselben  vier 
Strahlen  gehen,  nämlich  einmal  der  Projektionsstrahl,  dessen 
Berührungspunkt  er  ist,  und  dann  die  drei  Strahlen  nach  den 
drei  andern  Berührungspunkten  hin.  Bezeichnen  wir  diese  nun 
in  etwas  anderer  Weise: 

51  =  ö,     aii  =  b,    ac2  =  c,     (ii^t=zd, 
ferner 

bja  =  öi,    9li  =  &i ,  bj  C2  =^  <^i ,  bib3  =  f?i, 
ebenso 

C2a==flr2'     h^l=h'      5I2  ==  ^2'    ^21^3  =  ^2» 

endlich 

bga  =  «3,    bgbi  =  6j,    bgCj  =  C3,       %^  =  d^, 
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SO  dass  also  6  Strahlen  Doppelnamen  haben: 

und 

a  =  3l,  b,  =  ^,,  cj  =  9lj,  ^3  =  ^3; 

dann  findet  zwischen  diesen  Strahlen  ein  ganz  analoges  Verhält- 
niss  statt,  wie  vorhin  zwischen  den  (mit  deutschen  Buchstaben) 
gleichbenannten  Punkten;  es  ist  nämlich  identisch  das  Doppel- 
verhältniss  (abcd)  =  {bade)  und  zugleich  (bade)  =  («i&iqrfj, 
weil  b  und  a^  zusammenfallen  und  die  drei  Schnittpunkte  (abi), 
(c/Cj)  =  y,  (cd^^)  a=i  z  in  gerader  Linie  liegen,  es  ist  also 
{abcd)  s=!  («1^1^!^,)  und  in  gleicher  Weise 

{abcd)  =  {a^b^c^d^)  =  (tf2^2^2^2)  =  («3*3^3^3)' 
von  den  vier  Strahlbuscheln  sind  also  je  zwei  mit  einander  pro- 
jektivisch  und  zugleich  ist 

{abcd)  =  (a6cb); 

denn  die  vier  Punkte,  in  welchen  das  Strahlbuschel  abcd  von 
der  Geraden  yz  getroffen  wird,  liegen  perspektivisch  mit  den 
vier  Punkten  iaic  und  haben  x  zum  Projektionspunkte,  folglich 
ist  {abcd)  ==  (6abc)  =  (abcb).  Diese  elgenthumliche  Figur 
bietet  also  nur  einen  einzigen  Werth  des  Doppelverhältnisses  dar, 
welcher  sowohl  für  die  Punkte  der  vier  Punktreihen,  als  auch 
für  die  Strahlen  der  vier  Strahlbuschel  derselbe  ist. 

Lassen  wir  nun  eine  Bewegung  in  der  Figur  eintreten;  indem 
wir  den  Projektionsstrahl  bb|  oder.  3I3  gemäss  der  projektivischen 
Beziehung  der  beiden  ursprünglich  angenommenen  Punktreihen 
91 9lj  die  ganze  Schaar  von  Projektionsstrahlen  durchlaufen  lassen, 
so  durchlaufen  b  und  b^  die  beiden  ursprünglichen  projektivischen 
Punktreihen;  es  verändern  sich  der  Schnittpunkt  b^»  der  Be- 
rührungspunkt b^  und  die  drei  Punkte  xyzi  dagegen  bleiben  a 
und  ii,  die  den  im  Schnittpunkte  liegenden  a^i  entsprechen,  fest; 
der  Punkt  x  durchläuft  also  die  feste  Gerade  ai^i  es  bleiben  c 
und  C|  fest;  ich  behaupte,  dass  auch  der  auf  die  oben  ange« 
gebene  Weise  konstruirte  Berührungspunkt  C2  fest  bleibt;  denn 
wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  (§  9) 
a6iC2b3  sind  die  vier  Strahlen  arB^,  ojCj,  xy  und  xz  vier  har- 
monische Strahlen,  also  die  vier  Punkte,  in  welchen  CC|  von  ihnen 
geschnitten  wird,  vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  c  und  q,  der 
Schnittpunkt  von  cc^  mit  der  festen  Geraden  aii  und  der  Be- 
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rührungspuakt  C2  sind  vier  harmonische  Punkte,  und  zwar  c  und 
Ci  zugeordnete;  es  giebt  aber  nur  einen  einzigen 'vierten  harmo- 
nischen Punkt  zu  dreien,  von  denen  zwei  als  zugeordnete  fest- 

•  

gesetzt  sind  (§  8) ;  folglich  bleibt  der  in  obiger  Weise  konstruirte 
Berührungspunkt  €3  immer  derselbe,  wie  auch  der  vierte  Projek- 
tionsstrahl bb],  welcher  zu  seiner  Konstruktion  diente,  der  projek- 
tivischen  Beziehung  gemäss  sich  verändern  mag.  Hieraus  folgt, 
dass  der  Punkt  y  bei  der  Bewegung  die  feste  Gerade  b^Cj  und 
der  Punkt  z  die  feste  Gerade  a  c,  durchläuft ;  da  z  sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,  so  sind  die  beiden  von  c^z  und  6z  beschrie- 
benen Strahlbuschel  perspektivisch,  also  die  beiden  Punklreihen, 
in  welchen  sie  die  Geraden  %  und  ^2  treffen,  projektivisch ;  mit- 
hin durchlaufen  die  Punkte  b  und  bj  zwei  projeklivische  Punkt- 
reihen, oder  die  beiden  Geraden  %  und  ^2  werden  von  der 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  in  zwei  projektivischen  Pi^nkt- 
reihen  getroffen;  hätten  wir  anderseits  9I3  festgehalten  und  3I2 
die  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so 
würden  wir  in  gleicher  Weise  gefunden  haben,  dass  31  und  ^3 
von  sämmtlichen  Projektionsstrahlen  in  zwei  projektivischen  Punkt- 
reihen getroffen  werden;  folglich  werden  auch  ^^  ^"^  ^3  ^^^ 
sämmtlichen  Projektionsstrahlen  in  zwei  projektivischen  Punkt- 
reihen getroffen  und  wir  können  jetzt  den  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen : 

Irgend  zwei  Projektionsstrahlen  zweier  projek- 
tivischer  Punktreihen  werden  von  der  Gesammtheit 
der  Projektionsstrahlen  immer  wieder  in  zwei  pro- 
jektivischen Punktreihen  getroffen  (§  20).  Hierdurch 
verlieren  die  Träger  der  beiden  ursprünglichen  Punktreihen  ihre 
Bevorzugung  und  treten  in  die  Reihe  aller  übrigen  Projektions- 
strahlen. Es  giebt  auf  jedem  Projektionsstrahl  einen  einzigen 
bestimmten  Punkt  (Berührungspunkt),  in  welchem  er  von  sich 
selbst  getroffen  wird;  fasst  man  irgend  zwei  Projektionsstrahlen 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind  ihre 
Berührungspunkte  diejenigen,  welche  den  in  ihrem  Schnittpunkte 
vereinigten  Punkten  entsprechen.  Es  resultirt  immer  derselbe 
Berührungspunkt  auf  einem  Projektionsstrahl,  mit  welchem  andern 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punklreihen  man  ihn  auch  zu- 
sammenfassen mag.  Dies  Alles  folgt  unmittelbar  aus  der  vorigen 
Betrachtung,    aber  noch  mehr:    Weil  y  und  z  auf  den  beiden 
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feste»  Geraden  l^c^  und  ac2  sich  bewegen  und  beständig  in 
gerader  Linie  liegen  mit  b  (oder  aj,  so  beschreiben  sie  zwei 
perspektivisch  liegende  Puiiklreihen,  folglich  ay  und  BjZ  zwei 
projektivischc  Strahlbüschel;  es  schneiden  sich  aber  ay  und  h^z 
in  bo,  dem  ßeriihrnngspunktc  aui  dem  veränderlichen  vierten 
Projektionsstrahi;  folglich: 

Die  Gesammtheit  der  Berührungspunkte  auf  den 
Projektionsstrahlen  ist  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass,  wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  als  ^litlel- 
punkte  zweier  Strahlbuschel  mit  sämmtlichcn  durch 
Strahlenpaare  verbindet,  man  allemal  zwei  projek- 
tivische  Strahlbüschel  erhält  (§  21).  Demjenigen  Strahl 
des  einen  Strahl  Büschels,  welcher  auf  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  fällt,  entspricht  im  andern  Strahlbuschel  der  Pro- 
jektionsstrahl, welcher  durch  diesen  Punkt  geht.  Hieraus  ergiebt 
sich,  wenn  wir  den  Ort  des  Schnittpunkts  entsprechender  Strahlen 
der  beiden  projektivischen  Strahlbuschel  verfolgen  und  die  kon- 
linidrliche  Reihe  der  Schnittpunkte  als  Kurve  auffassen,  dass  der 
Strahl,  welcher  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dem 
einen  Strahlbüschel  entspricht,  nach  tler  bekannten  Definition  der 
Tangente  (§  20)  in  die  Tangente  dieser  Kurve  an  dem  Punkte, 
welcher  Mittelpunkt  des  andern  Strahlbüschels  ist,  übergeht.  Die 
Projektionsstrahlen  sind  daher  die  sämmtlichen  Tangenten  der- 
jenigen Kurve,  welche  von  ihren  (sogenannten)  Berühi*ungspunkten 
gebildet  wird ;  wir  erkennen  hieraus  die  nachzuweisende  Identität 
beider  Erzeugnisse,  welchen  \^ir  den  gemeinsamen  Namen  Kegel- 
schnitt beigelegt  haben:  1)  der  Ort  des  Schnittpunkts  ent- 
sprechender Strahlen  zweier  projeklivischer  Strahlbüschel  ist  der 
KegelschniU  als  kontinuirliche  Reihe  von  Punkten  aufgefasst; 
2)  die  von  den  sämmtlichen  Verbindungsstrahlen  entsprechender 
Punkte  zweier  projektivischer  Punklreihen  (Projektionssirahlen) 
umhüllte  Kurve  ist  der  Kegelschnitt  als  kontinuirliche  Reihe  von 
Berührungsstrahlen  (Tangenten)  aufgefasst. 

Aus  der  obigen  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

[nhcd]  =  (ab  cb) 
ergiebt  sich  bei  der  Bewegung   von  d  und   b  schliesslich   noch 
das  Resultat: 

Die  Punktreihe,  in  welcher  eine  beliebrge  Tan- 
gente   des  Kegelschnitts    von    der   Gesammtheit    der- 
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selben  getroffen  wird,  ist  projeklivisch  mit  dem 
Strablbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  Berührungs- 
punkt der  ersteren  und  dessen  Strahlen  nach  sämmt- 
liehen  Berührungspunkten  hingehen,  indem  immer 
eine  Tangente  und  der  zugehörige  Berührungspunkt 
entsprechende  Elemente  bestimmen  (§§21  und  22). 

§  24    Der  Ereish  als  Erzeugniss  projektivischer  Gebilde. 

Die  durch  die  vorige  Betrachtung  allgemein  nachgewiesene 
doppelte  Enlstehungsweise  des  Kegelschnitts  findet-  ihre  Bestä- 
tigung zunächst  bei  dem  aus  der  Elementargeometrie  bekannten 
Kegelschnitt,  dem  Kreise,  und  die  doppelte  Erzeugung  des  Kreises 
durch  projektivische  Gebilde  lässt  sich  aus  elementaren.  Eigen- 
schaften desselben  unmittelbar  ableiten;  zugleich  wollen  wir  auch 
umgekehrt  die  Bedingungen  hieraus  ermitteln,  unter  welchen  zwei 
projektivische  Strahlbüschel  oder  zwei  projektivische  Punktreihen 
einen  Kreis  erzeugen.  Wir  haben  bereits  in  §  15  diejenige 
elementare  Eigenschaft  des  Kreises  benutzt,  welche  ihn  als  Er- 
zengniss  zweier  projektivischer  Strahlbüschel  erscheinen  lässl. 
Werden  irgend  zwei  Punkte  BB^  einer  Kreisperipherie  mit  allen 
übrigen  Punkten  derselben  abc  .  .  .  r  .  .  durch  Strahlenpaare  aa^, 
hh^,  cc^...  xx^  verbunden,  so  bilden  diese  unter  sich  gleiche  Winkel 
(oder  was  gleichbedeutend  ist,  Nebenwinkel),  d.  h.  {ab)  =  («i^i), 
(pc)  =  {b^c^),  weil  sie  über  demselben  Bogen  stehen;  es  ist  also 
das  Doppelverhältniss  {abcx)  =  {a^b^c^x^)  oder  die  beiden  Strahl- 
büschel (^)(^i)  sind  rucksichtlich  ihrer  Strahlenpaare  xx^  pro- 
jektivisch  und  zwar  projektivisch-gleich  (§  19,  c).  Sei  e 
der  Strahl  des  Strahlbuschels  (B),  welcher  mf  B  Bi  fällt,  so  muss 
nothwendig  auch  (xe)  =  (ar^e,)  sein,  d.  h.  nach  bekannter  Eigen- 
schaft des  Kreises  ist  e^  die  Tangente  am  Punkte  B^;  sie  bildet 
mit  irgend  einer  durch  ^j  gehenden  Sehne  x^^  einen  Winkel,  der 
gleich  dem  Peripheriewinkel  über  dieser  Sehne  ist;  also  die  dem 
vereinigten  Strahle  BB^  entsprechenden  Strahlen  beider  Strahl- 
büschel sind  die  Tangenten  in  B  und  B^,  Es  ist  noch  wesentlich 
für  die  Umkehrung  zu  bemerken,  dass  die  den  Kreis  erzeugen- 
den beiden  Strahlbüschel  nothwendig  gleichlaufend  sind,  d.  h. 
denselben  Drehungssinn  (§4)  haben,  wie  sich  aus  der  An- 
schauung ergiebt,  wo  wir  auch  die  Peripheriepunkte  BBi  an- 
nehmen mögen.    Nunmehr  können  wir  auch  umgekehrt  schliessen : 
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Zwei  projektivisch-gleiche  und  gleichlaufende  Strahl- 
buschei  erzeugen  immer  einen  Kreis,  sobald  sie  sich 
nicht  in  perspektivischer  Lage  befinden ;  denn  sie  sind  ToUstandig 
bestimmt  durch  ein  Paar  entsprechenderstrahlen  aa^,  da  hinzu- 
gefugt ist,  dass  sie  gleichlaufend  sein  sollen  (§  19,  c);  legt  man 
also  durch  die  Mittelpunkte  BB^  und  den  Schnittpunkt  a  =  (aja) 
einen  Kreis,  so  liefert  jeder  Peripheriepunkt  x  zwei  entsprechende 
Strahlen  xx^  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  Strahlbüschel, 
welche  mit  den  angenommenen  identisch  zusammenfallen. 

Anderseits  kann  der  Kreis,  als  die-Gesammtheit  seiner  Tan- 
genten aufgefasst,    auch  durch   zwei   projektivische  Punktreihen 

erzeugt  werden;  werden 
^  *^*     '^  irgend  zwei  Tangenten 

des  Kreises  %%^  als  Trä- 
ger zweier  Punktreihen 
genommen  (Fig.  30)  und 
habe  ihr  Schnittpunkt 
den  doppelten  Namen 
ef^,  sind  also  e^  und  f 
die  Berührungspunkte 
und  TTi  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen 
dritten  Tangente  mit  %  und  9li,  so  ist  die  projektivische  Eigen- 
schaft der  von  x  und  Xi  durchlaufenen  Punktreihen  leicht  zu 
erkennen,  indem  wir  die  Punkte  r  und  q^,  welche  den  unendlich 
entfernten  entsprechen  (§  12),  aufsuchen ;  dies  geschieht  dadurch, 
dass  wir  zu  91  und  äl^  die  parallelen  Tangenten  ziehen,  welche 
in  r  und  qt  die  ersteren  schneiden ;  aus  bekannten  Eigenschaften 
des  Kreises  folgt  dann,  dass  das  von  diesen  vier  Tangenten  ge- 
bildete Parallelogramm  ein  Rhombus  ist,  dessen  Diagonalen  sich 
im  Mittelpunkte  M  des  Kreises  schneiden  und  senkrecht  auf  ein- 
ander stehen;  folglich  ist  L  txM  =  i  f^qi^V;  also  auch  die 
Nebenwinkel  gleich  LxxM  =  L  Mq{^X\\  da  ferner  die  Winkel 
bei  xXi  und  e  durch  die  Strahlen  Mx,  Mx\,  Mz  halbirt  werden 
und  die  Summe  der  Winkel  des  Dreiecks  =  180^,  also  die 
Summe  der  halben  Winkel  =  90®  ist,  so  ist  der  Winkel  L  txM 
gleich  der  Summe  der  halben  Winkel  bei  t  und  Ti  ,  folglich 
L  xxM  =  L  r^Ti  ==  L  ^qi^i;  folglich  sind  die  drei  Dreiecke 
ähnlich : 
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A  XXM(\J  A  T^Ti   CS?  A  ^qiTi 

wegen  der  Gleichheit  der  Winkel ;  die  Proportionalität  der  Seiten 
liefert  daher  die  Beziehung: 

Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks  rx  •  qiXi  er- 
kennen wir  nun  (§  12),  dass  die  von  xxi  durchlaufenen  Punkt- 
reihen projektivisch  sind;  da  ferner^ aus  bekannten  Eigenschaften 

A  ritff  c^  A  ^ih^,  also  7^=  ^  oder  rf .  qtf,  =  iJfr .  ilfq^; 

folglich  sind  auch  der  Berührungspunkt  f  und  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Träger  f^  zwei  entsprechende  Punkte  und  ebenso  eC]. 
Suchen  wir  nun  umgekehrt  die  Bedingungen  auf,  welche 
erforderlich  und  ausreichend  sind,  damit  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen einen  Kreis  erzeugen,  so  sehen  wir  zunächst,  dass  beim 
Kreise 

cf  =  fiei 

sein  muss,  dass  also  in  dem  Schnittpunl^te  der  beiden  erzeugenden 
Punktreihen  zwei  solche  Punkte  e  und  f^  vereinigt  liegen  müssen, 
welche  die  Endpunkte  entsprechender  gleicher  Strecken  sind.  Es 
giebt  nun  nach  §  12  ein  doppeltes  System  von  unendlich  vielen 
Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken  bei  zwei  beliebigen  pro- ' 
jektivischen  Punktreihen;  die  einen  schliessen  die  Punkte  r  und 
qi  ein,  die  andern  aus;  zur  Erzeugung  des  Kreises  wird  nur 
ein  Paar  der  zweiten  Art,  übrigens  aber  beliebig  gewählt  werden 
dürfen;  ferner  ist  auch  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Trägern 
der  erzeugenden  Punktreihen  bestimmt ;  denn  bezeichnen  wir  den- 
selben mit  g>,  so  ist 

er  .  sin  y  =  xM 
fiqi-sin|-==q4Jlf 


er  .  fiqi  .  sin^  ycrsrifcf .  c\^M  =  xx  .  qiXi 

==  re .  q^e^,  und  ,da  q^ei  ==  rf,  so  folgt 

>    o  9         rf 

dadurch  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  erzeugenden  Punkt- 
reihen abhängig  gemacht  von  den  Daten  der  projektivischen  ße- 
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Ziehung,  und  da  diese  Relation  zwei  Werthe  für  den  Winkel  g? 
liefert,  so  wird  es,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  festhalten  und 
die  Richtung  der  Träger  verändern,  zwei  Mal  vorkommen,  dass 
die  Punktreihen  einen  Kreis  erzeugen;  also  zusammen  gefasst: 

Zwei  heliebige  projektivische  Punktreihen  können 
immer  so  gelegt  werden,  dass  sie  einen  Kreis  er- 
zeugen; hierzu  ist  es  nothwendig,  irgend  ein  Paar 
entsprechender  gleicher  Strecken  der  beiden  Punkt- 
reihen desjenigen  Systems,  welche  r  und  qj  aus- 
schliessen  (§  12)  auszuwählen  und  zwei  nicht  ent- 
sprechende Endpunkte  derselben  in  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  Träger  zu  vereinigen,  endlich 
noch  die  Neigung  der  beiden  Träger  so  zu  bestimmen, 
dass  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  Punkte 
r  und  c|i  von  einander  gleich  der  Potenz  der  projek- 
tivischen  Reziehung  (rx  .  qiXi)  wird  (was  auf  doppelte  Weise 
geschehen  kann). 

§  25.    Eintheilung  der  Kegelschnitte. 

Um  uns  nunmehr  von  der  Gestalt  des  Kegelschnitts,  trete  er 
als  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahlbuschel  oder  zweier 
.  projektivischer  Punktreihen  auf,  ein  anschauliches  Rild  machen 
zu  können,  müssen  wir  einige  besondere  Umstände  näher  ins 
Auge  fassen,  welche  bei  den  erzeugenden  Gebilden  vorkommen 
können.  Gehen  wir  von  zwei  projektivischen  Strahlbuscheln  BB^ 
in  allgemeiner  Lage  aus  und  denken  uns,  indem  wir  das  eine 
Strahlbuschel  B  festhalten,  das  andere  B^,  ohne  es  um  seinen 
Mittelpunkt  zu  drehen,  parallel  mit  sich  fortgeschoben,  bis  B^ 
mit  B  zusammenfällt  (oder  was  dasselbe  ist,  ziehen  wir  durch  B 
zu  sämmtlichen  Strahlen  des  Strahlbüschels  B^  Parallele) ,  so  er- 
halten wir  in  B  zwei  concentrische  projektivische  Strahlbuschel, 
wie  sie  in  §  14  genauer  untersucht  worden  sind;  dort  sahen 
wir,  dass  drei  Fälle  eintreten  können:  entweder  1)  haben  die 
beiden  concentrischen  projektivischen  Strahlbüschel  keine  zu- 
sammenfallende entsprechende  Strahlen  (Doppelstrahlen),  oder 
2)  nur  ein  Paar  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen,  was 
dann  das  besondere  Paar  g  und  g^  oder  h  und  h^  sein  muss, 
oder  3)  sie  haben  zwei  Paar  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen.    Schieben  wir  nun  das  Strahlbüschel  B^  wieder  parallel 
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mit  sich  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück ,  so  werden  die  vor- 
hin zusammenfallenden  Strahlen  parallel  laufen»  ihr  Schnittpunkt 
also  im  Unendlichen  liegen.  Nach  den  vorigen  drei  Kategorien 
zerfallen  daher  die  Kegelschnitte  in  drei  Gattungen: 

1)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  keinen  unendlich-entfernten  Punkt 
bat,  dessen  Punkte  also  sämmtlich  in  einem  endlichen  Stück  der 
Ebene  liegen,  heisst  eine  Ellipse;  sie  kann  nur  durch  zwei 
gleichlaufende  projektivische  Strahlbuschel  erzeugt  werden  (siehe 
das  Kriterium  §  14). 

2)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  nur  einen  einzigen  unendlich- 
entfernten Punkt  hat,  heisst  eine  Parabel;  sie  kann  nur  durch 
zwei  gleichlaufende  projektivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden, 
welche  so  liegen,  dass  entweder  die  besonderen  Strahlen  g  und  g^ 
oder  h  und  h^  parallel  laufen ;  da  sämmtliche  unendlich  entfernte 
Punkte  der  Ebene  auf  einer  Geraden  G^  liegen  (§  19)  und  die 
Parabel  nur  einen  Punkt  auf  G^  hat,  so  muss  G^  die  Tangente 
(Projektionsstrahl)  der  Parabel  sein  und  dieser  Punkt  der  Be- 
rührungspunkt. Die  Parabel  hat  also  nur  einen  unendlich -ent- 
fernten Punkt  und  eine  unendlich* entfernte  Taugente. 

3)  Ein  Kegelschnitt,  welcher  z^ei  unendlich  -  entfernte  Punkte 
hat«  heisst  eine  Hyperbel;  sie  kann  s.owohl  durch  gleichlaufende, 
als  auch  durch  ungleichlaufende  Strahlbüschel  erzeugt  werden 
(je  nachdem  ihre  Mittelpunkte  sich  auf  demselben  oder  auf  ver- 
schiedenen Zweigen  der  Hyperhel  befinden,  siehe  Ende  des  §  26); 
zwei  ungleichlaufende  Strahlbuschel  erzeugen  immer  eine  Hyperbel. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  geht  hervor,  dass  djarch  parallele 
Verschiebung  der  Strahlbüschel  B  B^  ohne  Drehung  um  ihre  Mittel- 
punkte die  Gattung  des  Kegelschnitts,  ihres  Erzeugnisses,  nicht 
verändert  wird;  fallen  sie  zusammen,  so  erscheint  also  ihr 
gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  als  specieller  Fall  einer  Ellipse 
(als  imaginäres  Linienpaar),  eine  einzige  gerade  Linie  (auf- 
zufassen als  zwei  zusammenfallende  Gerade)  als  specieller  Fall 
einer  Parabel,  und  zwei  Gerade  (ein  Linienpaar)  als  specieller 
Fall  einer  Hyperbel.  Halten  wir  dagegen  die  Mittelpunkte  beider 
Strahlbüschel  BB^  fest  und  drehen  die  Strahlbüschel  selbst  um 
ihre  Mittelpunkte,  ohne  die  projektivische  Beziehung  zu  verän- 
dern, so  wird,  falls  die  Strahlbüschel  ungleichlaufend  sind,  ihr 
Erzeugniss  auch  seine  Gattung  nicht  ändern,  sondern  beständig 
Hyperbel  sein;  es  können  aber  dabei  zwei  besondere  Fälle  von 
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Interesse  eintreten;  einmal  nämlich  werden  bei  der  Drehung  zwei 
entsprechende  Strahlen  auf  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
zu  liegen  kommen;  dann  werden  die  Strahlbuschel  perspektivisch; 
der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  eine  gerade 
Linie  (der  perspektivische  Durchschnitt);  die  Punkte  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  müssen  aber  auch  als  Punkte,  welche 
zwei  entsprechenden  Strahlen  gemeinschaftlich  sind,  angesehen 
werden;  mithin  degenerirt  die  Hyperbel  in  zwei  Gerade,  ein 
Linienpaar,  von  dem  eine  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte, 
die  andere  der  perspektivische  Durchschnitt  ist.  Ein  zweiter 
besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  bei  der  Drehung  die  Strahlen  s 
und  s^,  folglich  auch  t  und  t^  in  parallele  Lage  gelangen,  d.  b. 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  parallel  werden; 
eine  solche  Hyperbel,  bei  welcher  die  unendlich  entfernten  Punkte 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  Hegen,  heisst 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  sie  bietet  in  vielen  Beziehungen 
eine  Analogie  mit  dem  Kreise  dar;  denn  so  wie  der  Kreis  (§  24) 
als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  projek- 
tivischer  Strahlbüschel  erscheint,  kann  die  gleichseitige  Hyperbel 
auch  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  ungleichlaufender 
projektivischer  Strahlbuschel  aufgefasst  werden;  wenn  nämlich  zwei 
-projektivisch  gleiche  aber  ungleichlaufende  Strahlbuschel  ein  Paar 
entsprechende  Strahlen  parallel  haben,  so  haben  sie  nothwendig 
nur  noch  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel, 
nämlich  die  mit  jenen  einen  Winkel  von  90^  bilden;  da  »her 
zwei  ungleichlaufende  Strahlbüschel  immer  zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  parallel  haben,  so  stehen  deren  Richtungen  aufeinander 
senkrecht;  die  unendlich  entfernten  Punkte  des  Erzeugnisses  zweier 
projektivisch -gleicher  ungleichlaufender  Strahlbüschel  liegen  also 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen,  mithin  ist  dies 
Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Die  gleichseitige  Hyperbel 
kann  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  auch  durch  zwei  beliebige 
projektivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden,  nicht  so  der  Kreis. 
Sind  dagegen  zweitens  die  beiden  Strahlbuschel  BB^  gleich- 
laufend und  drehen  wir  dieselben  um  ihre  festgedachten  Mittel- 
punkte, ohne  die  projektivische  Beziehung  zu  verändern,  so  ver- 
ändert sich  der  Kegelschnitt  und  kann  Ellipse,  Parabel  und 
Hyperbel  werden.  Der  Spielraum,  innerhalb  dessen  diese  ver- 
schiedenen Fälle  eintreten,  ist  leicht  zu   übersehen,  wenn   vnr 
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nur  das  eine  Strahlbüschel  B^  drehen,  das  andere  B  dagegen 
unverändert  lassen.  Bei  dieser  Drehung  kommen  einmal  g  und  g^ 
in  parallele  Lage;  A  und  h^  laufen  dann  aber  nicht  parallel,  weil 
bei  zwei  gleichlaufenden  projektivischen  Strahlbuscheln  unmög- 
lich gleichzeitig  g  mit  g^  und  h  mit  h^  parallel  laufen  kann  (§  14) ; 
drehen  wir  nun,  mit  der  parallelen  Lage  von  g  und  g^  beginnend, 
für  welche  das  Erzeugniss  eine  Parabel  wird,  in  einem  oder  dem 
andern  Drehungssinne  das  Strahlbüschel  B^  herum,  so  wird  das 
Erzeugniss  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  Richtungen 
von  g  und  h  durch  die  Richtungen  von  h^  und  g^  getrennt  werden 
oder  nicht;  gelangen  wir  endlich  bei  fortgesetzter  Drehung  in  die 
Lage,  dass  h  und  k^  parallel  werden,  so  entsteht  wieder  eine 
Parabel,  und  weiter  gedreht,  geht  das  Erzeugniss,  wenn  es  früher 
Ellipse  war,  in  die  Hyperbel  über,  oder  umgekehrt;  es  giebt  also 
zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten,  welche  bei  dieser  Bewegung 
auftreten;  die  eine  enthält  lauter  Ellipsen,  die  andere  lauter 
Hyperbeln;  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Parabeln  von  ein- 
ander getrennt.  Unter  der  Gruppe  von  Hyperbeln  tritt  einmal 
das  Linienpaar  auf,  wenn  die  Strahlbüschel  perspektivisch  werden, 
und  einmal  die  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  ^  und  s^,  also  auch 
/  und  i^  parallel  werden. 

§  26.    Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen 
Kegelschnitte  durch  zwei  projektivisohe  Funktreihen. 

Betrachten  wir  anderseits  das  Erzeugniss  zweier   beliebiger 

projektfvischer  Punktreihen,   so  erkennen  wir,   dass  dasselbe  im 

Allgemeinen  nur  Ellipse   oder  Hyperbel  sein   kann,    aber   nicht 

Parabel;  denn  da  die  Parabel  derjenige  Kegelschnitt  ist,  welcher 

nur  einen  einzigen   unendlich -entfernten  Punkt  besitzt,   so  muss 

die  unendlich -entfernte  Gerade  G   ,   da  sie  nur  einen  Punkt  mit 

diesem  Kegelschnitt  gemein  hat,   ein  Projektionsstrahl  oder  eine 

Tangente  desselben  sein;  irgend  zwei  andere  Tangenten,  als  Träger 

zweier  erzeugenden  Punktreihen  aufgefasst,   werden  von  der  G^ 

in  den   unendlich  -  entfernten  Punkten  getroffen,   welches  mithin 

entsprechende   Punkte    sein  müssen.     Zwei  Punktreihen,    deren 

unendlich  -  entfernte  Punkte   entsprechende  sind,   sind  aber  noth- 

wendig  projektivisch- ähnlich  (§  19);  also  sehen  wir,   dass  eine 

Parabel  nur  von  zwei  projektivisch-ähnlichen  Punkt- 
Schröter,  Theorie  d.  Kcg'elschn.  3 
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reihen  erzeugt  werden  kann  und  immer  erzeugt  wird, 
sobald  sich  dieselben  nicht  in  perspektivischer  Lage  befinden; 
also  auch  umgekehrt:  Irgend  zwei  Tangenten  einer  Para- 
bel werden  von  allen  übrigen  in  zwei  projektivisch- 
ähnlichen  Punktreihen  getroffen.  (Hieraus  können  wir 
uns  leicht  ein  anschauliches  Bild  der  Parabel  durch  Zeichnung 
herstellen,   indem   wir  (Fig.  31)   auf  einer  Geraden   eine  Anzahl 

von  aequidistanten  Punkten 
(Fig.  31.)  ^j^^  a  b  c  b  .  .  .   und    auf  einer 

zweiten  Geraden  auch  eine 
gleiche  Anzahl  von  aequidi- 
stanten Punkten  a^  b|  c^  bi . . . 
annehmen  und  dann  die 
Projektionsstrahlen  aai,bBi, 
cq  .  .  .  ziehen.)  Es  ist 
selbstverständlich ,  dass  a 
fortiori  auch  zwei  p  r  o  j  e  k  - 
tivisch-gleiche  Punktreihen  immer  eine  Parabel  erzeugen, 
sobald  sie  nicht  perspektivisch  liegen.  Bemerken  wir  hierzu  noch, 
dass  die  Parabel  keine  zwei  im  Endlichen  gelegene  parallele 
Tangenten  haben  kann;  denn  hätte  sie  zwei  parallele  Tangenten 
und  wir  fassten  sie  als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen 
auf,  so  müsste  ihr  Schnittpunkt,  da  er  die  beiden  unendlich- 
entfernten Punkte  dieser  Träger  enthält  und  dieselben  bei  der 
Parabel  entsprechende  Punkte  sein  müssen,  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  haben ;  die  Punktreihen  wären  also  perspektivisch 
und  die  Projektionsstrahlen  liefen  alle  durch  einen  Punkt,  was 
gegen  die  Voraussetzung  ist,  dass  sie  eine  Parabel  umhüllen. 
Die  Parabel  hat  also  keine  zwei  (im  Endlichen  liegenden) 
parallelen  Tangenten;  anderseits  kann  freilieh  jede  Tangente 
mit  der  unendlich  entfernten  Tangente  Gr^  als  parallel  angesehen 
werden,  weil  ihr  Schnittpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

Um  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger  projektivischer  Punkl- 
reihen,  welche  nicht  ähnlich  sind,  genauer  zuerkennen  und  ins- 
besondere um  zu  erfahren,  unter  welchen  Bedingungen  dasselbe 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  da  es  Parabel  nicht  sein  kann,  suchen 
wir  auf  den  erzeugenden  Punktreihen  %%^  die  den  unendlich 
entfernten  Punkten  entsprechenden  (d.  h.  die  Durchschnittspunkte 
der  Parallelstrahlen  §  12)  t  und  q,  auf,  und  da  diese  selbst  nicht 
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in  die  Unendlichkeit  fallen  können  (denn  sonst  wären  die  Punkt- 
reihen ähnlich),  so  werden  die  durch  r  und  q^  zu  ^^  und  % 
gezogenen  Parallelen  Projektionsstrahlen,  d.  h.  Tangenten  des 
Kegelschnitts  sei«.  Da  man  jede  beliebige  Tangente  als  Träger 
einer  erzeugenden  Punktreihe  auffassen  darf,  so  folgern  wir: 
Bei  Ellipse  und  Hyperbel  treten  die  Tangenten  paar- 
weise parallel  auf,  d.  h.  es  giebt  zu  jeder  Tangente  eine 
bestimmte  parallele  Tangente.  Seien  (Fig.  32)  e  und  fj  die  in 
dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigten  Punkte,  also  e^  und  f 
die    Berührungspunkte, 


(Fig.  32.) 


so  muss,  wenn  r  und  q^ 
die  den  unendlich  ent- 
fernten Punkten  (r^  u.  q) 

entsprechenden  sind, 
weil    der    Schnittpunkt 
(rqi,  qti)  mit  c^  und  f 


in  gerader  Linie  liegen  J*« -^ 
muss  (§  21)  und  dies  der 
unendlich  entfernte  Punkt  der  Verbindungslinie  rqi  ist,  die  Linie 
cf  mit  rqi  parallel  laufen;  die  Träger  9l3li  und  die  durch  r  und  q^ 
gezogenen  Parallelstrahleo  bilden  also  ein  dem  Kegelschnitt  um- 
schriebenes Parallelogramm,  dessen  Diagonale  rqi  der  Beruhrungs- 
sehne  fC|  parallel  läuft;  sei  ^  die  vierte  Ecke  dieses  Parallelo- 
gramms, so  lassen  sich  jetzt  auch  auf  den  Parallelstrahlen  die 
Berührungspunkte  leicht  ermitteln.  Betrachten  wir  nämlich  zwei 
parallele  Tangenten  r^  und  f^q^  als  Träger  erzeugender  Punkt- 
reihen und  die  beiden  andern  als  Projektionsstrahlen,  so  wurden 
für  diese  Beziehung  r  und  f^,  ebenso  ^  und  qi  entsprechende 
Punktenpaare  sein,  also  der  Schnittpunkt  (vq^,  ^fj,  d.  h.  der 
Mittelpunkt  M  des  Parallelogramms  müsste  auf  der  Beruhrungs- 
sehne  der  beiden  parallelen  Tangenten  liegen;  t^M  trifil  mithin 
den  Parallelstrahl  durch  r  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  /  und 
ebenso  \M  den  Parallelstrahl  durch  q^  in  seinem  Berührungs- 
punkte und  es  folgt: 

Die  vier  Berührungspunkte  auf  den  Seiten  eines 
dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Parallelogramms 
bilden  selbst  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  den 
Diagonalen  des  ersteren  parallel  laufen  und  dessen 
Mittelpunkt    mit    dem     des    ersteren    zusammenfällt. 

8* 
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Dieser  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Parallelogramms  ist  zugleich 
Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  (§  32). 

Um  nun  zu  erkennen,  ob  der  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  fassen  wir  zunächst  zwei  parallele  Tangenten 
als  Träger  erzeugender  Punktreihen  auf.  Die  unendlich  -  ent- 
fernten Punkte  dieser  beiden  Träger  liegen  in  ihrem  Schnittpunkt 
vereinigt,  ihre  entsprechenden  r  und  q^  sind  also  die  Berührungs- 
punkte (Fig.  33);  irgend  ein  Projektionsstrahl  xxi  hinzugefügt 
/p.    „»V  bestimmt  die  ganze  Beziehung;   den 

Berührungspunkt  auf  ihm  erhalte  ich 
nach  der  Bemerkung  in  §  21  da- 
^  durch ,  dass  ich  zu  dem  Schnittpunkt  a 
des  Projektionsstrahls  xXi  mit  der 
Berührungssehne  r  q^  den  vierten 
"yi  ^r~*  ^^  harmonischen    dem    a   zugeordneten 

^  Punkt  r  konstruire,  während  xXi  das 

andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist;  es  wird  nun  nachzusehen 
sein,  ob  r  in  die  Unendlichkeit  gelangt  oder  nicht;  im  ersten 
Falle  würde  der  Kegelschnitt  Hyperbel,  im  andern  Ellipse 
sein.  Nun  kann  (§  8)  t  nur  dann  in  die  Unendlichkeit  fallen, 
wenn  a  in  die  Mitte  zwischen  xxi  zu  liegen  kommt;  a  kann  aber 
überhaupt  nie  zwischen  x  und  X\i  also  auch  nicht  in  die  Mitte 
dieser  variablen  Strecke  zu  liegen  kommen,  sobald  die  beiden 
Punktreihen  ungleichlaufend  sind;  denn  alsdann  liegen  x  und  Xi 
immer  auf  gleich  gerichteten  Hälften  von  x  und  q^ ,  nämlich  ent- 
weder auf  den  beiden  Hälften  nach  links  oder  den  beiden  Hälften 
nach  rechts  (§  14);  also  der  Schnittpunkt  a  durchläuft  von  der 
Verbindungslinie  rqi  diejenigen  beiden  unendlichen  Stücke,  welche 
ausserhalb  der  Strecke  tqi  liegen,  er  kommt  also  nie  zwischen 
die  beiden  Parallelen  91 9li  und  auch  nie  zwischen  die  Punkte  rXi 
auf  ihnen ;  der  Berührungspunkt  r  kann  daher  nie  in-  die  Unend- 
lichkeit gelangen,  also  der  Kegelschnitt  ist  nothwendig  Ellipse. 
Wenn  dagegen  die  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf  den 
parallelen  Trägern  91  Sl^  gleichlaufend  sind,  so  verhält  sich  die 
Sache  gerade  umgekehrt;  die  Punkte  r^i  liegen  auf  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Hälften  von  r  und  q^ ;  der  Punkt  a  durchläuft 
also  nur  die  endliche  Strecke  zwischen  r  und  q,  und  liegt  daher 
immer  zwischen  xXil  er  muss  zwei  Mal  in  die  Mitte  von  XX\ 
gelangen,  also  auch  von  rqi;^  denn  verbinden  wir  die  Mitte  JH  von 
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xc\i  mit  den  beiden  projektivischen  Punktreihen,  welche  x  und  Xi 
durchlaufen,  eo  erhalten  wir  in  M  zwei  concentrlscha  projek- 
tivische  Strahlbüschel,  welche  ungleichlaufend  sind,  folglich  (§  14) 
immer  zwei  reelle  Doppelstrahlen  habßn;  dieses  sind  aber  zwei 
Projektionsstrahlen  y  die  sich  in  M  halbiren;  ihre  Berührungspunkte 
liegen  im  Unendlichen,  der  Kegelschnitt  ist  also  Hyperbel. 

Wir  haben  daher  gefunden,  dass  zwei  projektivische 
Punktreihen,  deren  Träger  in  paralleler  Lage  sich 
befinden,  eine  Ellipse  erzeugen,  wenn  sie  ungleich- 
laufend sind,  dagegen  eine  Hyperbel,  wenn  sie  gleich- 
laufend sind.  (Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks 
rx-qiXi  ergiebt  sich  folgender  Satz  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt: „Wfenn  zwei  feste  parallele  Tangenten  desselben  von  einer 
veränderlichen  dritten  getroffen  werden,  so  ist  das  Rechteck  aus 
den  beiden  Strecken,  welche  auf  den  festen  Tangenten  durch  die 
Berührungspunkte  und  die  Schnittpunkte  der  veränderlichen  Tan- 
genten begrenzt  werden,  konstant.")  Aus  dem  gefundenen  Kriterium 
leitet  sich  nun  unmittelbar  ein  neues  für  den  allgemeinen  Fall 
ab,  wenn  nämlich  die  beiden  Träger  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen sich  nicht  mehr  in  paralleler  Lage  befinden.  Stellen  wir 
nunmehr,  wenn  cf^  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt 
liegen,  e^  und  f  die  Berührungspunkte  und  x  und  q^  die  Durch- 
schnittspunkte der  Parallelstrahlen  sind,  also  fe^  parallel  rq^  (siehe 
oben  Fig.  32)  das  Parallelogramm  her,  welches  von  den  Trä- 
gern der  erzeugenden  Punktreihen  und  den  Parallelstrahlen  ge- 
bildet wird,  so  werden  nach  dem  Vorigen  die  Berührungspunkte 
auf  den  Parallelstrahlen  bestimmt,  indem  man  f  und  e^  mit 
dem  Mittelpunkte  M  des  Parallelogramms  verbindet  und  die  Schnitt- 
punkte dieser  Verbindungslinien  mit  den  Parallelstrahlen  aufsucht. 
Sei  t  der  Berührungspunkt  auf  dem  durch  r  gehenden  Parallel- 
strahl ,  so  können  wir  die  parallelen  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte Cj  und  t  sind,  als  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen 
auffassen  und  wissen  aus  dem  vorigen  Kriterium,  dass  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  ist,  sobald  r  und  f^  auf  gleich  gerichteten  Hälften 
von  t  und  e^  liegen;  da  nun  tf  parallel  der  zweiten  festen  Dia- 
gonale des  Parallelogramms  läuft,  so  mnss  in  diesem  Fall  f 
zwischen  e  und  r  liegen  und  wir  schliessen  somit: 

Zwei  projektivische  Punktreihen  in  allgemeiner 
Lage   erzeugen    eine  Ellipse,    wenn    die  Berührungs- 


118  Zweiter  Abschnitt. 

punkte  ihrer  Träger  f  und  e^,  welche  den  in  ihrem 
Schnittj)unkte  vereinigten  Punkten  e  und  f^  ent- 
sprechen, zu  den  Durchschnittspunkten  der  Parallel- 
strahlen  r  und  q^  so  liegen,  dass  f  zwischen  e  und  r, 
also  auch  e^  zwischen  f^  und  q^  liegt,  dagegen  eine 
Hyperbel,  wenn  f  ausserhalb  der  Strecke  er,  also 
a  uch  ej  ausserhalb  der  Strecke  fi  q^  liegt,  oder  in  Worten: 
elliptische  Lage  findet  statt,  wenn  der  Berührungspunkt  zwischen 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  dem  Punkte  r  (oder  q,) 
liegt,  dagegen  hyperbolische  Lage,  wenn  der  Berührungspunkt 
ausserhalb  der  Strecke  jener  beiden  Punkte  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  Träger 
zweier  projektivischer  Punktreihen  festhalten  und  die  projek- 
tivische  Beziehung  ungeändert  lassen,  die  Träger  selbst  aber  um 
ihren  Schnittpunkt  drehen,  der  erzeugte  Kegelschnitf  seine  Gattung 
nicht  verändert,  d.  h.  Ellipse  bleibt,  wofern  er  es  einmal  war, 
und  ebenso  Hyperbel,  wohl  aber  seine  Form.  Dagegen  kann  der 
Kegelschnitt  seine  Gattung  verändern,  wenn  wir  die  Träger  in 
ihrer  Lage  festhalten,  die  Punktreihen  aber  mit  ihren  Trägern 
auf  sich  selbst  verschieben,  ohne  die  projektivische  Beziehung  zu 
verändern.  Verschieben  wir  nur  die  Punktreihe  51  auf  ihrem  in 
seiner  Lage  festgehaltenen  Träger,  so  bleibt  der  Kegelschnitt 
Ellipse,  solange  f  zwischen  f^r  Hegt;  gelangt  f  nach  f^,  so  werden 
die  Punktreihen  perspektivisch,  die  Projektionsstrahlen  laufen  also 
durch  einen  Punkt,  den  Projektionspunkt,  und  da  in  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  jetzt  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  muss  auch  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  als  Projektions- 
stralil  angesehen  werden;  in  diesem  Uebergangsfalle  degenerirt 
der  Kegelschnitt  in  ein  Punktenpaar  imd  ist  sowohl  als  Ellipse, 
wie  auch  als  Hyperbel  anzusehen  (das  endliche  Stück  zwischen 
den  beiden  Punkten,  doppelt  gedacht  als  unendlich  dünne  Ellipse, 
die  beiden  unendlichen  Stücke  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte,  welche  zu  beiden  Seiten  von  ihnen  liegen,  doppelt  ge- 
dacht als  unendlich  dünne  Hyperbel).  So  wie  bei  der  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  durch  projektivische  Strahlbüschel  als  Ueber- 
gang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  die  Parabel  auftrat,  zeigt  sich  hier, 
bei  der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projektivische  Punkt- 
reihen, ein  neuer  Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  das 
Punktenpaar,  ein  Uebergang,  welcher  bei  geometrischen  Unter- 
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suchungen  häuflger  aufzutreten  pflegt,  als  jener.  Schieben  wir 
nun  die  Punktreihe  21  auf  ihrem  Träger  weiter  fort,  so  kommt 
f  ausserhalb  f^r  zu  liegen,  der  Kegelschnitt  ist  also  nach  dem 
obigen  Kriterium  Hyperbel  geworden ;  kommt  dann  r  nach  f^,  so 
wird  tj  {od),  d.  h.  der  unendlich-entfernte  Punkt  des  Trägers  9l| 
der  Berührungspunkt,  also  2(i  die  Tangente  der  Hyperbel  in  einem 
ihrer  unendlich-entfernten  Punkte.  Eine  solche  Tangente  in  einem 
der  heiden  unendlich  -  entfernten  Punkte  der  Hyperbel  heisst 
Asymptote  der  Hyperbel.  Wir  können  es  leicht  einrichten, 
dass  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  Punktreihen  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  werden,  indem  wir  beide  Punktreihen  so  auf  ihren 
Trägern  verschieben,  dass  die  Punkte  r  und  q^  in  ihrem  Durch- 
schnittspunkte vereinigt  werden ;  dann  sind  die  ihnen  entsprechen- 
den, d.  h.  die  unendlich- entfernten  Punkte  die  Berührungspunkte, 
also  die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  die  Tangenten  in  den 
unendlich- entfernten  Punkten  oder  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 
Mit  Hülfe  der  Asymptoten  können  wir  uns  leicht  ein  Bild 
der  Hyperbel  machen;  da  nämlich  in  ihrem  Schnittpunkt  die  be-' 
sonderen  Punkte  x  und  qi  vereinigt  und  für  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  das  Rechteck  rr  .  qiXi  konstant  ist  (§  12), 
so  bleibt  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  konstant,  welches  von  den 
Asymptoten  und  einer  beliebigen  dritten  Tangente  der  Hyperbel 
gebildet  wird,  oder  jede  Tangente  der  Hyperbel  schliesst 
mit  den  beiden  Asymptoten  ein  Dreieck  von  konstan- 
tem Inhalte  ein.  Das  konstante  Recht-  (Fig.  34.) 
eck  aus  den  auf  den  Asymptoten  der 
Hyperbel  durch  eine  veränderliche  Tan- 
gente abgeschnittenen  Strecken  heisst 
die  Potenz  der  Hyperbel.  Denken 
wir  uns  daher  die  beiden  Asymptoten 
und  eine  beliebige  dritte  Tangente  XX\ 
gegeben  (Fig.  34),  wodurch  die  projek- 
tivische  Beziehung  vollständig  bestimmt 
ist,  so  erhalten  wir  leicht  andere  Tan- 
genten, indem  wir  von  x  und  Xi  in  irgend 
einer  Richtung  ein  Paar  Parallele  ziehen, 
welche  in  ^^  und  \)  den  Asymptoten  begegnen;  dann  ist  ^^^  eine 
neue  Tangente ,  weil  das  Dreieck ,  welches  sie  mit  den  Asymptoten 
bildet,  denselben  Inhalt  hat,  oder  auch  weil  (x^i,  Xii))  sich  aut 
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der   Berühr uDgsseboe,    d.   h.   hier    G^    bandet   (§  21).     Auf 
jeder  Tangeute  ist  ferner  der  Berührungspunkt  der  Mit- 
telpunkt   zwischen    den    beiden    Schnittpunkten    mit 
den  Asymptoten,  weil  er  der  vierte  harmonische  dem  Schnitt- 
punkt   mit    Gao    zugeordnete   ist.    Verändern  wir   die   Richtung 
der    durch    r    und    ti    gezogenen    Parallelen,    so    können    wir 
leicht  so  viele  Tangenten  und  auch  Punkte    der  Hyperbel  (die 
Berührungspunkte)  herstellen,  als  erforderlich  sind,  um  uqs   ein 
Bild  von  ihrem  Verlaufe  machen  zu  können.     Wir  sehen  hier- 
aus, dass  die  Hyperbel  in  zwei  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt 
der  Asymptoten  (r<|j)  symmetrische    unendliche  Zweige  zerfällt, 
weiche  ganz  in  zwei  Scheitelräume  der  von  den  Asymptoten  ge- 
bildeten Winkel  hinein  fallen,  während  die  andern  beiden  Schei- 
telräume leer  ausgehen;  die  Zweige  der  Hyperbel  liegen  nämlich 
in   denjenigen  Winkelräumen  der  Asymptoten,   vf eiche  von  ent- 
sprechenden Hälften  (§  12,  Fig.  13)  der  Träger  der  erzeugenden 
Punktreihen  eingeschlossen  werden.   Die  Richtungen  sämmtlicher 
.Tangenten   der  Hyperbel  fallen  in  die  beiden   andern  Scheitel- 
räume und  je  zwei  parallele  Tangenten  berühren  die  Hyperbel 
an  verschiedenen  Zweigen;  die  Asymptoten  erscheinen  als  je  ein 
Paar  zusammenfallende  parallele  Tangenten   und  trennen  diejeni- 
gen Winkeiräume  von  einander,   welche  solche  Richtungen  ent- 
halten, in  denen  es  Tangenten  an  die  Hyperbel  giebt,  und  solche, 
in   denen   es  keine  Tangenten  giebt.     Verfolgen  wir  den  Verlauf 
einer  Tangente  an  der  Hyperbel,  so  erkennen  wir,  dass  sie  sich 
von  der  Lage  einer  Asymptote  kontinuirlich  bis  in  die  Lage  der 
andern   bewegt,   dann  aber  gewissermassen    ihren  Drebungssinn 
ändernd   wieder  in  die  Lage  der  ersten  Asymptote  zurückkehrt; 
der  Berührungspunkt  durchläuft  dabei  die  beiden  Zweige  der 
Hyperbel  in  kontinuirlicher  Folge,  indem  er  zuerst  auf 
dem  einen  Zweige  bis  zu  dem  einen  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Hyperbel  geht,  dann  aber  zu  dem  unendlich-entfernten  Punkte 
des  andern  Zweiges,  welcher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der- 
selben Asymptote  ist,  übergeht  (§  3),  sodann  den  andern  Zweig 
durchläuft  und  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  zweiten 
Asymptote  zum   ersten  Zweige    wieder    zurückkehrt.    In    diesem 
Sinne  haben  wir  uns  die  Hyperbel  als  zusammenhängende 
Kurve  zu  denken  (durch  die  unendlich  entfernten  Punkte)  und 
nicht   als  zwei  getrennte  Kurven,   und  nur  derartig  haben  wir 
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sie  zu  durchlaufen,  wie  die  Pfeile  in  Fig.  34  es  andeuten.  Wir 
erkennen  zugleich  bei  diesem  Verlaufe,  dass,  wenn  wir  uns  die 
Hyperbel  als  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahlbuschel  den- 
ken, die  Stralilbüschel  gleichlaufend  sind,  sobald  ihre  Mittelpunkte 
sich  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  befinden,  dagegen  un- 
gleichlaufend, wenn  ihre  Mittelpunkte  sich  auf  verschiedenen 
Zweigen  der  Hyperbel  befinden.  Denken  wir  uns  die  vorhin  be- 
gonnene Verschiebung  der  Punktreihe  91  auf  ihrem  in  seiner  Lage 
festgehaltenen  Träger  fortgesetzt,  so  bleibt  das  Erzeugniss  immer 
Hyperbel;  gelangt  r  in  die  Unendlichkeit^  so  rucken  auch  f  und  e, 
wie  überhaupt  alle  in  endlichem  Abstände  von  r  liegenden  Punkte 
in  die  Unendlichkeit  und  es  tritt  der  eigenthumliche  in  §  19  er- 
wähnte Fall  der  parabolischen  Lage  beider  Punktreihen  ein,  bei 
welcher  das  Erzeugniss  in  ein  Punktenpaar  zerfällt,  hier  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  auf  91  und  den  Punkt  q^  auf  der  Ge- 
raden 3ti.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bedingungen  zu  ermitteln, 
unter  welchen  zwei  projektivische  Punktreihen  eine  gleichseitige 
Hyperbel  zu  ihrem  Erzeugniss  haben.  Hierzu  haben  wir  nur  nö- 
thig,  die  besonderen  Punkte  x  und  q^  in  dem  Schnittpunkte  der  bei- 
den erzeugenden  Träger  zu  vereinigen  und  die  Träger  selbst  zu  ein- 
ander rechtwinkelig  zu  legen;  da  sie  nämlich,  wenn  r  und  q^  in 
ihrem  Schnittpunkt  vereinigt  sind,  die  Asymptoten  der  Hyperbel  wer- 
den, so  hat  diese  ihre  unendlich  -  entfernten  Punkte  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkeligen  Richtungen  und  ist  daher  eine  gleichseitige 
Hyperbel  (§  25).  Wir  kommen  aber  auch  auf  andere  Weise  zur 
gleichseitigen  Hyperbel :  Legen  wir  die  Träger  der  beiden  erzeugen- 
den Punktreihen  parallel  und  gleichlaufend ,  bestimmen  die  Punkte 
r(\i,  ggt,  ^\^i  und  bringen  die  parallelen  Träger  in  solchen  Abstand 
von  einander,  dass  die  Entfernung  rq^  =  ö^==^iöi  wird,  so  ist 
das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel ;  denn  sei  Jü  die  Mitte 
zwischen  t  qi ,  so  liegen  g  und  g^  und  ebenso  1^  und  1^^^  mit  M 
in  gerader  Linie,  weil  fit  =  q^g^  =  tl^  =  l^^q^;  folglich  sind 
9^]  und  1^]^^  nach  dem  Vorigen  die  Asymptoten  des  Erzeugnisses, 
weil  ihr  Berührungspunkt  im  Unendlichen  liegt,  und  sie  stehen 
auf  einander  senkrecht,  wenn  qx  =  xf)  =  xM  hi;  also  ist  das 
Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Legen  wir  endlich  zwei 
beliebige  projektivische  Punktreihen  so,  dass  in  ihrem  Schnitt- 
punkte irgend  zwei  nicht  entsprechende  Punkte  e  und  f^  vereinigt 
werden,   deren  entsprechende  f  und  e^  aber  so  beschaffen  sind. 
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dass  f  ausserhalb  er  und  daher  auch  ej  ausserhalb  f|q^  Hegt,  so 
lässt  sich  der  Winke!  q)  zwischen  den  beiden  Trägern  so  bestim- 
men, dass  sie  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  mit  Hülfe 
des  vorigen  Kriteriums  fär  zwei  erzeugende  Punktreihen  in  paral- 
leler Lage  und  durch  eine  elementare  Rechnung  finden  wir 
nämlich,  dass,  wenn  M  die  Mitte  zwischen  rqi  bedeutet,  für  die 
gleichseitige  Hyperbel 

rf .  f^qi  .  cos  q>  =  xM^ 
sein  muss,  also: 

Zwei  beliebige  projektivische  Punktreihen  kön- 
nen immer  so  gelegt  werden,  dass  sie  eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  erzeugen;  hierzu  vereinige  man  ein 
Paar  nicht  entsprechende  Punkte  e  f|  in  ihrem  Schnitt- 
punkt, deren  entsprechende  e^  und  f  so  liegen,  dass  f 
ausserhalb  der  Strecke  er  und  also  auch  e^  ausserhalb 
der  Strecke  f^  q^  liegt,  und  bestimme  den  Winkel  bei- 
derTräger  so,  dass  dasQuadrat  des  halben  Abstandes 
der  Punkte  r  und  q^  von  einander  gleich  wird  dem 
konstanten  Rechteck  der  projektivischen  Reziehung 
(rr.qiXi),  multiplicirt  mit  dem  cos  des  Winkels  zwi- 
schen den  Trägern. 

In  den  besonderen  Fällen  q>  =  0  und  g)  =  90®  gehen  hier- 
aus die  beiden  vorigen  Entstehungsarten  der  gleichseitigen  Hyperbel 
hervor. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  geht 
auch  die  Restätigung  einer  in  §  20  (Anmerkung)  aufgestellten 
Rehauptung  hervor;  seien  31  und  3l|  die  Träger  zweier  projekti- 
vischen Punktreihen  in  perspektivischer  Lage  und  werden  die  in 
sich  festgehaltenen  Punktreihen  so  auf  ihren  resp.  Trägern  ver- 
schoben, dass  immer  zwei  neue  entsprechende  Punkte  xXi  in 
dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt  werden,  so  wird  jedes- 
mal eine  neue  perspektivische  Lage  derselben  beiden  Punktreiben 
hervorgerufen  und  es  kann  nach  dem  Ort  des  Projektionspunktes 
für  alle  diese  perspektivischen  Lagen  gefragt  werden.  Um  ihn 
zu  bestimmen,  verfolgen  wir  die  Punkte  r  und  q^,  ziehen  Paral- 
lele durch  sie  zu  den  festen  Trägern  und  erhalten  in  deren 
Schnittpunkte  B  jedesmal  den  gesuchten  Projektionspunkt.  Weil 
nun  der  projektivischen  Reziehung  gemäss  rr  .  qt)^i  konstant  ist, 
so  behält  das  gezeichnete  Parallelogramm  konstauten  Inhalt    also 
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auch  die  durch  die  gegenüberliegende  Ecke  B  zur  Diagonale  tq, 
gezogene  Parallele  beslimmt  mit  den  Trägern  $1^,  ein  Dreiecl( 
von  konstantem  (vierfachem)  Inhalt,  umhüllt  also  eine  Hyperbel, 
deren  Asymptoten  ^  ^,  sind;  da  aber  B  in  der  Hitle  zwischen 
den  Schnittpunkten  mit  den  beiden  Trägern  liegt,  so  ist  B  der 
Berührungspunkt,  also  wird  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel, 
welche  die  beiden  festen  Träger  zu  ihren  Asymptoten  bat. 


§  27.  Das  einem  Eegelsohnitte  umbeaohriebene  Vierselt 
und  elnbesobTiebeiie  Viereok. 
Die  in  §  23  durchgeführte  Untersuchung  und  die  dort  in 
Betracht  gezogene  Figur  (Fig.  29)  zeigt  eine  Menge  von  Eigen- 
schalten des  Kegelschnitts,  von  denen  einige  hier  hervorgehoben 
werden  mögen.  Das  dort  gewonnene  Resultat  iässt  sich  mit 
etwas  veränderter  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Werden  (Fig.  35)  irgend  vier  Tangenten  eines  Ke- 
(Fig.  3C.) 


gelschnitls  9133^:7)  als  vollständiges   Vierseit  a 
fasst,  dessen  sechs  Ecken  seien 
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(5K,  2))  =  «        (©,  2))  ==  6        (e,  5))  =  c 
(S,  6)  .=  a-       (S,  91)  =  iS        (91,  S)  =  y 

und  dessen  drei  Diagonalen  aa,  bß,  cy  sich  in  den 
Punkten 

(bß,  cy)  t=:  X         [cy,  aa)  =  y         {aa,  bß)  =  z 

treffen,  und  werden  die  vier  Berührungspunkte  der 
vier  Tangenten,  resp.  mit  abcb  bezeichnet,  als  voll- 
ständiges Viereck  aufgefasst,  so  fallen  die  drei  Dia- 
gonalpunkte des  letzteren  mit  den  Punkten  xyz  zu- 
sammen, d.  h.  es  schneiden  sich 

(ab,  bc)  =  a:        (bb,  ca)  =  y        (cb,  ab)  t=  z. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Kegelschnitt  vollständig  be- 
stimmt ist,  sobald  von  ihm  vier  Tangenten  und  der  Berührungs- 
punkt auf  einer,  oder  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem 
derselben  gegeben  sind,  was  auch  daraus  hervorgeht,  dass  mit 
diesen  Bestimmungsstücken  drei  Paar  entsprechende  Elemente 
zweier  projektivischer  Punktreihen  oder  Strahlbüschel  gegeben 
werden,  also  die  ganze  projektiviische  Beziehung  bestimmt  ist. 
Wir  finden  die  Berührungspunkte  auf  den  andern  Tangenten, 
wenn  a  auf  91  bekannt  sei,  indem  wir  ax,  ay,  az  ziehen  und 
ihre  Schnittpunkte  mit  35,  6,  S  aufsuchen,  oder  wir  finden  die 
Tangenten  in  beb,  wenn  91  durch  a  bekannt  ist,  indem  wir  die 
Schnittpunkte  yßa,  in  welchen  91  den  Verbindungslinien  iry,  a:«, 
yz  begegnet,  resp.  mit  den  andern  drei  Ecken  beb  verbinden. 

Wir  haben  ferner  in  §  23  gesehen,  dass  irgend  zwei  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  von  sämmtlichen  in  zwei  projektivischen 
Punktreihen  getroffen  werden,  bei  denen  also  vier  Paar  ent- 
sprechende Punkte  denselben  Werth  des  Doppelverhältnisses  lie- 
fern. In  unserer  Figur  muss  also  eine  beliebige  fünfte  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  91 S  K  3)  in  vier  solchen  Punkten  getroffen 
werden,  welche  denselben  Werth  des  Doppelverhältnisses  liefern, 
wie  die  vier  Schnittpunkte  ayßa  oder  yiab  u.  s.  f.,  also  schlies- 
sen  wir  umgekehrt: 

Sämmtliche  Gerade,  welche  vier  feste  Gerade 
9[S5©5)  in  vier  solchen  Punkten  treffen,  dass  der 
Werth  des  Doppelverhältnisses  derselben  (bei l>eliebiger, 
aber  festgehaltener  Zuordnung,  §  5)  konstant  bleibt,  um- 
hüllen einen  bestimmten   Kegelschnitt,   welcher  auch 
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die  vier  festen  Geraden  berührt,  oder  anderseits:  Sämmt- 
liche  Punkte,  welche,  mit  vier  festen  Punkten  a(cb 
verbunden,  vier  Strahlen  liefern,  deren  Doppelver- 
hält niss  (bei  beliebiger,  aber  festgehaltener  Zuordnung)  kon- 
stant bleibt,  liegen  auf  einem  bestimmten  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  durch  die  vier  gegebenen  Punkte 
geht. 

Ist  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  bei  bestimmter  Zu- 
ordnung gegeben,  so  ist  der  Kegelschnitt  nach  dem  Vorigen  ein- 
deutig bestimmt  und  leicht  zu  ermitteln.  Ein  besonderer  Fall 
ist  hierbei  von  Interesse,  nämlich  wenn  der  Werth  des  Doppel- 
verhältnisses =  —  1  ist,  also  harmonische  Beziehung  auftritt 
(§  S);  wir  erhalten  aus  dem  Vorigen  folgende  Sätze: 

Sind  vier  beliebige  Gerade  31S36S)  in  der  Ebene 
gegei)en  und  wird  eine  Gerade  gesucht,  welche  von 
ihnen  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  werde, 
so  besteht  der  Ort  derselben  aus  den  sämmtlichen 
Tangenten  von  drei  bestimmtenKegelschnitten,  welche 
selbst  die  vier  gegebenen  Geraden  berühren;  es  las- 
sen sich  nämlich  die  vier  Geraden  auf  drei  Arten  in 
zwei  Paare  theilen,  welche  die  gesuchte  Gerade  immer 
in  zugeordneten  Punkten  treffen,  3(S3  und  6^,  StSund 
S3S),  S3@  und  ^2);  für  jede  dieser  drei  Zuordnungen 
besteht  derOrt  der  gesuchten  Geraden  aus  den  sämmt- 
lichen Tangenten  eines  Kegelscjinitts,  welcher  dem 
Vierseit  $[ä3€S)  einbeschrieben  ist  und  dessen  Berüh- 
rungspunkt auf  je  ein^r  dieser  vier  Tangenten  gefun- 
den wird,  indem  man  zu  den  drei  Schnittpunkten  mit 
den  andern  den  vierten  harmonischen  Punkt  aufsucht. 
Oder  anderseits: 

Soli  ein  Punkt  gefunden  werden,  dessen  Verbin- 
dungsstrahlen mit  vier  festen  Punkten  aici  vier  har- 
monische Strahlen  sind,  so  besteht  der  Ort  desselben 
aus  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  welche  dem  Vier- 
eck a(cb  umbeschrieben  sind,  je  nachdem  man  die  nach 
a(  und  cb»  oder  nach  (c  und  ab,  oder  nach  ac  und  i\> 
hingehenden  Strahlenpaare  als  zugeordnet  annimmt 
Für  jeden  dieser  drei  Kegelschnitte  werden  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  a(cb  gefunden,  indem  man  je 
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einen  derselben  mit  den  drßi  andern  verbindet  und 
den  vierten  liarmonischen  Strahl  aufsucht.  (Es  ist  leicht 
ersichtlich,  dass  von  solchen  drei  Kegelschnitten  entweder  a)  alle 
drei  Hyperbeln  sind,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  aBcb  so 
liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  oder  b)  zwei  Hyperbeln  und  der  dritte 
Ellipse  ist,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  a(cb  so  liegen,  dass 
jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich 
befindet.) 

Solche  drei  dem  Vierseit  einbeschriehene  oder  dem  Viereck 
umbeschriebene  Kegelschnitte  heissen  harmonische  Kegel- 
schnitte und  umgekehrt  heissen  vier  harmonische  Tangen- 
ten eines  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  alle  übrigen  in 
vier  harmonischen  Punkten  treffen,  und  vier  harmonische 
Punkte  eines  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  mit  einem 
beliebigen  andern  Punkt  des  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern.  Es  ist  leicht,  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt vier  harmonische  Punkte  oder  vier  harmonische  Tangen- 
ten an  demselben  auf  unzählig  viele  Arten  zu  ermitteln,  und  aus 
§  23  geht  zugleich  hervor,  dass  vier  harmonische  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  in  vier  harmonischen  Punk- 
ten desselben  berühren  und  umgekehrt.  Vier  harmonische 
Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  müssen  nämlich  immer  so  liegen, 
dass  die  Verbindungslinie  zweier  zugeordneten  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  ^en  beiden  andern  zugeordneten  Punkten 
hindurchgeht,  und  hieraus  folgt,  dass  es  zu  zwei  beliebigen 
Punkten  eines  Kegelschnitts,  welche  als  zugeordnete  gewählt  wer- 
den, unendlich  viele  andere  Paare  zugeordneter  Punkte  giebt, 
die  mit  jenen  beiden  immer  vier  harmonische  Punkte  des 
Kegelschnitts  bilden,  und  dass  die  Verbindungslinien  (Sehnen)  aller 
dieser  Paare  durch  einen  festen  Punkt  laufen. 

Kehren  wir  zu  der  allgemeineren  Figur  von  vier  beliebigen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  und  den  vier  Berührungspunkten 
zurück,  so  können  wir  das  Vierseit  festhalten  und  das  Viereck 
verändern,  oder  auch  das  Viereck  festhalten  und  das  Vierseit  ver- 
ändern. Ersteres  geschieht,  indem  wir  einen  Berührungspunkt  a 
die  feste  Tangente  31  durchlaufen  lassen,  letzteres,  indem  wir  um 
eine  Ecke  a  die  Tangente  %  drehen.  Wir  erhalten  dadurch  eine 
Schaar  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  welche  dieselben  vier 
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Tangenten  haben,  und  ein  Büschel  von  unendlich  vielen  Kegel- 
schnitten, welchjB  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  auf  deren 
Untersuchung  wir  aber  erst  im  dritten  Abschnitt  näher  eingehen 
wollen.  Für  jetzt  genüge  es,  indem  wir  die  vier  Tangenten 
31936  2)  festhalten,  zwei  Kegelschnitte  ins  Auge  zu  fassen,  welche 
in  den  Punkten  abcb  und  a^bU^b*  dieselben  vier  Tangenten  be- 
rühren; für  das  zweite  Viereck  a^b^c^b^  gilt  natürlich  ganz  das- 
selbe, wie  für  das  erste;  seine  Diagonalpunkte  sind  also  auch 
xyz\  insbesondere  schneiden  sich  ab  und  a^b*  in  z.  Weil  nun 
actyz  vier  harmonische  Punkte  sind,  also  ya,  ya,  yy,  yz  vier 
harmonische  Strahlen  und  (aa^  bb*)  =  y  ist,  so  muss  (ab^,  ba^) 
auf  dem  vierten  harmonischen  Strahle,  d.  h.  yy  oder  xy  liegen 
(§  9).  Die  vier  von  a  ausgehenden  Strahlen  a  (b^a^bc)  treffen 
also  die  vier  von  b  ausgehenden  b  (aH^cb)  in  vier  Punkten  der- 
selben Geraden  xyy\  wir  erhallen  daher  zwei  perspektivische 
Strahlbüschel  und  nach  §  6.  1  sind  mithin  die  beiden  Strahl- 
büschel a(a^b*cb)  und  b  (aH^cb)  projektivisch,  folglich  liegen 
die  sechs  Punkte  abcbaH^  auf  einem  Kegelschnitt;  in  gleicher 
Weise  zeigen  wir,  dass  auch  abcba^c^  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  müssen  und,  da  dieser  durch  fünf  Punkte  schon  bestimmt 
ist  (§  22),  auf  demselben  Kegelschnitt;  folglich  liegen  alle  acht 
Punkte  abcb  a^b^cH^  auf  ein  und  demselben  Kegelschnitt,  oder; 

Die  acht  Berührungspunkte  von  irgend  zwei  dem- 
selben Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitten  lie- 
gen allemal  auf  einem  neuen  Kegelschnitte. 

In  gleicher  Weise  wird   der  analoge  Satz  bewiesen: 

Die  acht  Tangenten  in  vier  gemeinschaftlichen 
Punkten  zweier  Kegelschnitte  berühren  allemal  einen 
neuen   Kegelschnitt. 

Diese  beiden  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte bieten  noch  andere  Eigenthümlichkeiten  rücksichtlich  der 
Lage  ihrer  Berührungspunkte  zu  den  Gegenecken  des  Vierseils 
und  den  gegenseitigen  Schnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte 
dar,  deren  nähere  Untersuchung  uns  hier  zu  weit  führen  würde. 
(Vergl.  Steiner:  Lehrsätze,  Crelle's  Journal  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik.  Bd.  44  Seite  275  u.  Bd.  45  Seite  219.) 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft 
desjenigen  Kegelschnitts,  welcher  die  acht  Berührungspunkte 
zweier  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  enthält. 
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eingehen,  weil  dieselbe  aus  späteren  Betrachtungen  unmittelbarer 
hervortritt  (§  31  und  §  55).  Wir  könnten  aus  der  in  diesem 
Paragraphen  untersuchten  Figur  leicht  zu  den  sogenannten  Polar- 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts  übergehen,  ziehen  es  indessen 
vor,  dieselben  etwas  später  aus  ursprunglicheren  Betrachtungen 
abzuleiten. 

§  28.    Das  Hexagrammum  mysticnim  und  die  Steiner'sohe 

Erweiterung  desselben. 

Wir  haben  bereits  (§  22)  gesehen ,  dass  im  Allgemeinen  fünf 
Punkte  zur  Bestimmung  des  Kegelschnitts  nothwendig  sind  und 
dass  er  durch  dieselben  eindeutig  bestimmt  wird.  Damit  sechs 
Punkte  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen,  ist  eine  Bedingung 
zwischen  ihnen  erforderlich,  welche  darin  besteht,  dass,  wenn  die 
Punkte  mit  BB^aici  bezeichnet  werden,  die  beiden  Strahl- 
büschel von  je  vier  Strahlen 

B  (abcb)  =  B^  (abcb) 

dasselbe  Doppelverhältniss  haben;  diese  Bedingung,  deren  Um- 
kehrung zulässig  ist,  haben  wir  bereits  oben  anders  aufgefasst 
und  daraus  das  von  Pascal  mit  dem  Namen  Hexagrammum 
mysticum  bezeichnete  Theorem  geschlossen,  auf  welches  wir  jetzt 
noch  einmal  näher  eingehen  wollen. 

Ziehen  wir  die  Verbindungslinien  ab  und  ac  und  lassen  die 
erstere  von  den  vier  Strahlen  ^  (a  b  c  b)  und  die  letztere  von  den 
vier  Strahlen  B^  (abcb)  treffen,  so  erhalten  wir,  weil  jene  Dop- 
pelverhältnisse gleich  sind ,  auf  ab  und  ac  vier  Paar  entsprechen- 
der Punkte  zweier  projektivischen  Punktreihen,  nämlich 

a  b  {Bc,  ab)      (^b,  ab) 

a      {B^i,  ac)  c  (^ib,  ac); 

da  der  Schnittpunkt  a  zwei  entsprechende  Punkte  enthält,  so 
sind  die  Punktreihen  in  perspektivischer  Lage,  also  die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  laufen  durch  einen  Punkt,  d.  b. 

^ib  Bc         [(5b,ab),  (^ib,  ac)] 

laufen  durch  einen  Punkt,  oder  was  dasselbe  sagt,  die  drei 
Punkte 

(Pjb,  ^c)      (Pb,  ab)      (P,b,  ac) 

liegen  auf  einer  Geraden ;  diese  drei  Punkte  lassen  sich  aber  als 
Schnittpunkte  gegenüber  liegender  Seiten  eines  einfachen  Sechs-- 
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ecks  aufTassen,  dessen  Ecken  in  gewisser  Reibenfolge  die  sechs 
Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  in  der  That  dieses  Sechseck  lautet: 

Bih  a  c  B  \> 

und  wir  schliessen  daraus:  Werden  sechs  Punkte  eines 
Kegelschnitts  in  irgend  welcher  Reihenfolge  zu  einem 
einfachen  Sechseck  verbunden,  so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  auf 
einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  auch  umzukehren:  Liegen  die  drei 
Schnittpunkte  von  drei  Linienpaaren  auf  einer  Geraden  und  man 
fasst  dieselben  als  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  einfachen 
Sechsecks  auf,  so  liegen  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem 
Kegelschnitt;  denn  seien  die  drei  Linienpaare  ab  a^  6^  02^2»  ^^^^^^ 
Schnittpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  lassen  sich  dieselben 
als  gegenüberstehende  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auffas- 
sen, dessen  Seiten  in  der  Reihenfolge  stehen: 

a  h2  a^  b  a^  h^ 
und  dessen  Ecken  also  sind: 

(062)     (62  öl)     (ö|fr)     (602)     (öj&j)     [h^a). 
Diese  sechs  Ecken  müssen  nun  auf  einem  Kegelschnitt   liegen, 
weil  die  vier  Strahlenpaare 

(«2^)    {(fll&),    («162)'     (^«2)'     (^«)} 

[a  62)   {(«1^)»  (01^2)'    (*«2)'    (*!«)} 
projektivisch  sind  aus  folgendem  Grunde:  die  ersten  vier  Strahlen 
treffen  nämlich  a^  und  die  letzten  vier  Strahlen  h  in  den  Punkten- 
paaren 

[a^b)     [a^b^     [a^a^]     [a^b^) 

(«1  ö)     iP  h)     (*  «2)     («  ^) 
und  die  ersten  vier  Punkte   liegen  mit  den  letzten  vier  perspek- 
tivisch,  weil  der   Punkt  [a^b)  gemeinschaftlich  ist  und  die  drei 
anderen  Verbindungsstrahlen 

62  «2  («^'    «1^1) 

sind,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen,  weil  die 
Schnittpunkte  ab  a^by  a^ 62  in  einer  Geraden  liegen ;  hierdurch 
ist  der  umgekehrte  Satz  erwiesen  und  lässt  sich,  wie  wir  aus 
der  Bezeichnung  der  sechs  Ecken  erkennen,  auch  so  aussprechen: 
Wenn  von  den  neun  Punkten,  in  welchen  die  Sei- 
ten  eines  Dreiseits  aaya2  die  Seiten  eines  andern  bbyb2 

Schröter,  Theorie  d.  Keg>elschn.  9 
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treffen,  drei  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  die 
übrigen  sechs  auf  einem  Kegelschnitte. 

In  ganz  gleicherweise  wird  der  analoge  (Brianchonsche) 
Satz  und  sein  umgekehrter  abgeleitet  und  erscheint  als  eine  an- 
dere Ausdruclisweise  für  die  Gleichheit  zweier  Doppelverhältnisse: 

Werden  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in 
iVgend  welcher  Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechs- 
seit  zusammengefasst,  so  laufen  die  drei  Verbindungs- 
linien der  gegenüber  liegenden  Ecken  durch  einen 
Punkt,  und  umgekehrt:  Laufen  die  Verbindungslinien  von  drei 
Punktenpaaren  durch  einen  Punkt  und  man  fasst  dieselben  als 
gegenüberliegende  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  auf,  so  be- 
rühren seine  sechs  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt. 

Beide  Sätze  lassen  sich  in  Verbindung  bringen  und  führen  dann 
zu  einem  neuen  Satze.  Fassen  wir  nämlich  in  dem  obigen  Sechseck 

die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf: 

(^ib,  Bc)    (Bi,  a6)    (^jb,  ac), 

welche  in   gerader  Linie  liegen  müssen,  so  haben  wir  zugleich 

drei  Punktenpaare,   deren  Verbindungslinien  durch    einen  Punkt 

laufen,  nämlich: 

B^     und     6 

B      und     c 

(J?b,  ab)    und    (JJ^b,  ac). 

Fassen  wir  diese  als  gegenüberliegende  Ecken  eines  ein- 
fachen Sechsseits  auf,  so  lassen  sich  die  Ecken  desselben  in  fol- 
gender Reihe  zusammen  stellen: 

B^    {B^b,  ac)    c    b    (ba,  b^)     B 

und  hieraus  folgen  die  auf  einander  folgenden  Seiten 

Pib        ac  cb        ba       b^  ^^,. 

Diese  sechs  Linien  [müssen  nach  dem  vorigen  Satze  einen 
Kegelschnitt  berühren;  sie  sind  nichts  anderes,  als  die  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  abc  und  BBii;  wir  schiiessen  hieraus  den  Satz: 

Wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegelschnitt    liegen,    so   berühren   die   sechs  Seiten 
derselben  einen  zweiten  Kegelschnitt, 
und  zugleich  den  parallel  laufenden  Satz,  welcher  der  umgekehrte  ist: 

Wenn    die    sechs    Seiten    zweier  Dreiseite    einen 
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Kegelschnitt  berühren,  so  liegen  die  sechs  Ecken  der- 
selben auf  einem  zweiten  Kegelschnitt. 

Dies  lässt  sich  anders  aufgefasst,  weil  der  Kegelschnitt  durch 
fünf  Tangenten  oder  fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  auch  so 
ausspreehen: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  zu  einander»  dass 
es  ein  Dreieck  giebt,  welches  gleichzeitig  dem  einen  um-  und  dem 
andern  einbeschrieben  ist,  so  giebt  es  unzählig  viele  Dreiecke  der- 
selben Beschaffenheit,  indem  jeder  Punkt  des  umbeschriebenen 
Kegelschnitts  als  Ecke  eines  neuen  Dreiecks  aufgefasst  werden 
kann,  dessen  zusammenstossende  Seiten  zwei  Tangenten  des  an- 
dern Kegelschnitts  sind. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  sich  aus  dem  PascaTschen 
und  Brian chon'schen  Satze  ergeben,  wenn  wir  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Ecken  des  einbeschriebenen  Sechsecks  zusammen- 
fallen lassen,  also  eine  Seite  desselben  zur  Tangente  des  Kegel- 
schnitts machen,  oder  anderseits,  wenn  wir  zwei  Seiten  des  um- 
beschriebenen Sechsseits  zusammenfallen  lassen,  also  ihren  Schnitt- 
punkt zum  Berührungspunkt  machen,  dürfen  wir  hier  übergehen, 
weil  ein  Theil  der  daraus  entspringenden  Sätze  in  dem  Frühereu 
(§  20—23,  §  27)  enthalten  ist;  wir  wollen  aber  die  vollständige 
Figur  eines  Sechsecks  im  Kegelschnitt  näher  untersuchen  und  die 
von  Steiner  angegebenen  Eigenschaften  derselben  herleiten. 

Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts,  der  Kürze  wegen  mit 
12  3  4  5  6  bezeichnet,  lassen  sich  auf  sechzig  verschiedene  Arten 
zu  einem  einfachen  Sechseck  verbinden;  von  sämmtlichen 
1.2.3.4.5.6  Permutationen  liefern  nämlich  immer  zwei  Mal 
sechs  dasselbe  Sechseck,  nämlich  z.  B. 


123456 
654321 


234561 
165432 


345612 
21 6543 


456123 
321654 


561234 
432165 


612345 
543216, 


da  man  die  sechs  Ecken  in  derselben  Beihenfolge  in  einem  und 
dem  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen  und  ausserdem  mit  jeder 

Ecke  beginnen  kann.    Es  bleiben  daher  nur     '    W    '     =■  60 

2.0 

Permutationen  übrig,  welche  verschiedene  Sechsecke  liefern.  Bei 
jedem  derselben  liegen  nach  dem  PascaTschen  Satze  die  drei 
Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  Geraden, 
z.  B.  beim  Sechseck     12  3  4  5  6    die  Schnittpunkte 

(12,  45)        (23,  56)        (34,  61) 

9* 
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in  einer  Geraden;  solcher  Geraden»  welche  PascaTsche  Linien 
lieissen  mögen,  erhalten  wir  also  sechzig  und  diese  haben  einen 
eigenthümlichen  Zusammenhang;  aus  dem  in  §  21  behandelten 
speciellen  Fall  des  PascaTschen  Satzes  (in  welchem  der  Kegel- 
schnitt durch  ein  Linienpaar  vertreten  wird)  ergiebt  sich  nämlich 
zunächst  auf  ganz  dieselbe  Weise  wie  dort,  dass  die  Pascal'- 
sehen  Linien  für  die  drei  Sechsecke 

12  3  4  6  6 

14  3  6  6  2 

16  3  2  5  4 

sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.  Bezeichnen  wir  die 
Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 

(12,  45)  =  p,  (34,  16)  =  P2  (56,  23)  =  p^ 
(45,  36)  =  q,  (16,  25)  =  q^  (23,  14)  =  q^ 
(36,   12)  =  ri  (25,  34)  =  r^         (14,  56)  =  r^, 

so  liegen  PiP^P-^  in  einer  PascaTschen  Linie,  ^10^2^3  ^^  einer 
andern  und  r^  r2  r^  in  einer  dritten ;  es  ist  aber  aus  diesem 
Schema  ersichtUch,  dass 

Pi  Qi  =  ^ö  p^qi  —  16 

</i  ^i  =  36  q^  r^  =  25 

rj  pi  =  12  r^  P2  =  34 

und  da  in  dem  Sechsecke 

12  5436 
(12,  34)  (36,  25)  (45,  16)         oder 

{Pi  rx ,  P2  ^2)       (^1 5^1 '  ^2  ^2)       {9i  Pi  >  92  P2) 
in  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  einem  in  §  11  bewie- 
senen Satze  die  Verbindungslinien: 

P1P2  9 1^2  n^2 

sich  in  einem  Punkte  schneiden;  die  PascaTschen]  Linien  der 
obigen  drei  Sechsecke  laufen  also  durch  einen  Punkt,  welcher 
Steiner'scher  Punkt  lieissen  soll;  ebenso  laufen  diePascaf- 
schen  Linien  der  drei  Sechsecke 

12  5  4  3  6 

14  5  6  3  2 

16  6  2  3  4 

durch  einen  Stein  er 'sehen  Punkt,  welcher  sein  Gegen  p  unkt 
genannt  werde.  (Dass  ein  Steiner'scher  Punkt  und  sein  Gegen- 
punkt  allemal    ein  Paar   konjugirte    Punkte  in    Bezug    auf   den 


Pz^z 

23 

9^^^ 

= 

14 

^sPs 

; — 

56 
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Kegelschnitt  sind,  kann  erst  später,  §31,  gezeigt  werden.)  Die 
eine  Gruppe  von  drei  Sechsecken  ist  nun  so  gebildet,  dass  die 
erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  festgehalten,  die  zweite,  vierte  und 
sechste  cyklisch  vertauscht  werden,  während  bei  der  andern 
Gruppe,  wenn  wir  sie  so  schreiben: 

2  5  4  3  6  1 

2  3  4  16  5 

2  14  5  6  3 
die  vorhin  vertauschten  Ecken  fest  bleiben  und  die  übrigen  drei 
cvklisch  vertauscht  werden;  sobald  wir  aus  den  sechs  Punkten 
12  3  4  5  6  irgend  drei  Punkte  herausnehmen  und  sie  an  die 
ungeraden  Stellen  der  Ecken  versetzen,  lassen  sich  die  übrigen 
drei  nur  auf  diese  sechs  Arten  dazwischen  als  geradstellige  Ecken 
einfügen  und  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  sechs  Sechsecke  zer- 
fallen in  zwei  Gruppen  von  je  drei,  für  welche  je  di:ei  Pascal'- 
sche  Linien  in  einem  Stein  er 'sehen  Punkte  und  seinem  Gegen- 
punkte zusammenlaufen.  Da  nun  die  sechs  Punkte  auf  -r^^  =  20 

•Arten  sich  zu  dreien  kombiniren  lassen,  so  laufen  die  60  Pas-  ^ 
cal'schen  Linien  zu  je  dreien  durch  20  Steiner'sche 
Punkte,  welche  wieder  in  10  Paare  von  Gegenpunkten 
zerfallen.  Wir  werden  in  dem  später  folgenden  Tableau  die 
60  Sechsecke  so  zusammenstellen,  dass  die  20  Stein  er 'sehen 
Punkte  aus  ihnen  vollständig  und  in  übersichtlicher  Weise  her- 
vortreten. 

Theilen  wir  zweitens  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  in 

drei  Paare  ab,  z.  B. 

12         34         56,  • 

so  lassen  sich  diese  Paare  unter  einander  und  die  Elemente  jedes 
Paares  unter  sich,  ohne  dass  ein  Paar  getrennt  wird,  auf  alle 
mögliche  Arten  nur  so  vertauschen,  dass  acht  verschiedene  Sechs- 
ecke zum  Vorschein  kommen,  weil  von  den  sämmtlichen  48  her- 
vorgehenden Sechsecken  immer  6  identisch  werden;  diese  8  ver- 
schiedenen Sechsecke  lassen  sich  aber  in  4  Paare  zertheilen, 
welche,  wenn  wir  sie  mit  1  alle  beginnen  lassen,  so  lauten: 


12  3  4  5  6 
14  3  6  5  2 


123  46  5 
14  3  5  6  2 


12  4356 
134652 


12  4365 
1345  6  2 


und  jedes  Paar  besteht,   wie  wir  sehen,    aus  zwei  Sechsecken, 
deren  PascaTsche  Linien  sich  in  einem  Steiner'schen  Punkte 
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^ 

trefifen.  Nennen  wir  der  Ordnung  gemäss  die  PascaTschen 
Linien  dieser  acht  Sechsecke 

/j  I2         l-s         I4 

m^        mg         »13         m^, 

so  dass  also  (/i  mj)  (/2»»2)  (^3^3)  (^4^4)  ^^^^  S 1  ei ner'sche  Punkte 
sind,  so  liegen  zunächst  in  l^  die  drei  Punkte: 

(12,  45)         (34,  61)         (56,  23); 

da  aber  (12,  45)  auch  in  m^  liegt,  (34,  61)  in  l^  und  (56,  23) 
in  /j,  wie  wir  aus  der  Zusammenstellung  der  acht  Sechsecke  er- 
kennen, so  lassen  sich  die  vorigen  drei  Punkte  auch  so  schreiben: 

(12,  m^)         (34,  ^3)         (56,  l'^). 

Durch  diese  drei  in  gerader  Linie  befindlichen  Punkte  gehen  also 
drei  Linienpaare,  welche  als  gegenüberliegende  Seiten  eines 
einfachen  Sechsecks  aufgefasst  werden  können,  so  dass  die  auf 
einander  folgenden  Seiten  etwa  folgende  wären: 

12         /2         34        »14         56         /a 

und  die  auf  einander  folgenden  Ecken  mithin: 

(12,  y     (34,  g     (34,  m,)     (56,  m,)     (56,  Q     (12,  l^. 

Diese  sechs  Ecken  liegen  nach  der  oben  bewiesenen  Um- 
kehrung des  PascaTschen  Satzes  auf  einem  Kegelschnitt,  well 
die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  sich  in  einer  Ge- 
raden befinden.  Diese  sechs  Ecken  können  wir  aber  auch  anders 
darstellen,  wenn  wir  das  Schema  der  obigen  acht  Sechsecke  zu 
Hülfe  nehmen;  es  ist  nämlich  (12,  l^)  =  (12,  46)  und  dieser 
Punkt  liegt  gleichzeitig  auf  m^,  also  (12,  ^2)  ===  (^2  ^3) *  ^°  dieser 
Weise  gestalten  sich  die  vorigen  sechs  Ecken  folgendermassen : 

oder  in  anderer  Reihenfolge 

(/jma)     [m^m^)    [m^m^     [m^l^      [l^l^)     [l^l^). 

Die  auf  einander  folgenden  Seiten  dieses  Sechsecks  heissen  daher 

h    ^^3     ^4    ^2    h    h* 
und.  da  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 

so  müssen   sich   die  gegenüberliegenden  Seiten  in  drei  Punkten 

einer  Geraden  treßen,  d.  h.  die  Punkte 

(/jmj)     (/3m3)     [Ij^m^) 

liegen  auf  einer  Geraden.     In  ganz  derselben  Weise  wurden  wir 

gezeigt  haben,  dass  die  drei  Punkte  [Ij^m^  iU^d  (^1^1)  ^^  einer 
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Geraden  liegen ,  wenn  wir  voj|  /j  ^Qstatt  von  /^  ausgegangen  wären ; 
mithin  liegen  alle  vier  St  ein  ersehen  Punkte: 

(/imi),  (/jOTj)  (/a^j,)  (l^m^) 
auf  derselben  Geraden,  welche  wir  Steiner'sche  Gerade  nen- 
nen wollen,  und  da  sich  die  sechs  Punkte  nur  auf  15  Arten  in  drei 
Paare  theilen  lassen,  wie  leicht  einzusehen  ist,  so  folgt,  dass  die 
20  Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  15  Geraden 
liegen.*) 

Die  60  Sechsecke  lassen  sich  nun  in  ein  Tableau  bringen, 
aus  welchem  die  Lage  der  20  Steiner'schen  Punkte  *zu  den  15 
Steiner'schen  Geraden  klar  hervortritt;  dies  ist  folgendes: 


12345  6 
143  652 
16  3254 

12  3  4  6  5 

ö,  n  4  3  5  6  2 

1532  64 

124  35  6 
134  65  2 
1642  5  3 

12  4365 

öa  ^  1  3  4  5  6  2 

1542  63 


«2 


7t 


a. 


ßi 


Y\ 


K 


14  3  652 
16  3254 
123456 

fl  4  6  32  5 

13  6  524 

15  6423 

14  2536 

15  2  6  34 
1624  35 

14  6352 
136254 
12  6453 


n 


a. 


ft 


Y2 


Co 


1632  54 

12  345  6 
143652 

16  5423 

14  5326 

13  5  6  24 

16  2345 
132  546 

15  2  643 

163  245 
123546 
15  3  642 


TT 


Cf« 


ft 


165  2  34 
1254  36 
145632 

1  2  6.3  4  5 
13  6  542 
15  624  3 

fl  2  6  354 

13  645  2 

14  6  2  5  3 


1  2  3  G45 

y.,  ^16  3  5  4  2 

15  3  246 


*)  Plücker,  über  ein  neues  Princip  der  Geometrie,  Crelle's  Jonrn. 
Bd.  V  S.  268  ff. 
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Dieses  sind  sämmtHche  60  vernchiedene  Sechsecke,  wenn 
wir  die  in  den  identischen  Gruppen  p  p  p  enthaltenen  und 
ehenso  die  in  den  Gruppen  n  n  it  enthaltenen  nur  je  ein  Mal 
zählen;  jedes  derselben  liefert  eine  PascaTsche  Linie.  Die 
Punkte 

p  Jr  «1  02  «3  fti  62  *3  ^1  ^2  C  3  ^\ßl   n  «2  ß2  ^2  «^3  /^3  ^3 

sind  die  20  Stein  er 'sehen  Punkte,  in  welchen  sich  die  Pasca  lo- 
schen Linien  zu  je  dreien  schneiden,  und  zwar  je  zwei  gleich- 
namige aus  dem  lateinischen  und  griechischen  Alphabet  Gegen- 
punkte, wie  z.  B.  Cj  und  ^2  u.  s.  f. 

Die  15  St  ein  er 'sehen  Geraden,  auf  welchen  diese  20  Punkte 
zu  je  vieren  liegen,  sind  folgende: 

n  «1  ß^  yi 
n  «2  §2  71 

^  «^3  h  y3 


P  «1  «2  ^3 
V  &1  &2  *3 
P    ^1    ^2    ^3 


«1    *1    ^2    ^3 
6l    Ci    «2    «3 

<^1    «1    /^2   ft 


«2  *2  ^3  y\ 

62    C2    «3    Ofj 


H  h  Vi  y? 

63    C3    Ofj    Of2 
<^3    «3   ßi    ßv 


^2    «2   /^3   ßi 

Die  15  Steiner'schen  Geraden  schneiden  sich  also  zu 
je  drei  in  den  20  Steiner*schen  Punkten.  Diese  20  Punkte 
und  15  Geraden  bilden  hiernach  eine  solche  Figur,  wie  sie  be- 
reits in  §  11  und  §  21  aufgetreten  ist.  *)  Dass  in  der  That  die  20 
Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  den  angegebenen  15  Stei- 
ner'sehen  Geraden  liegen,  erkennen  wir  aus  dem  oben  zusam- 
mengestellten Tableau  nach  dem  für  einen  Fall  durchgafuhrten 
Beweise,  wenn  wir  noch  berücksichtigen,  dass  dasselbe  Sechseck, 
immer  bei  dem  Punkte  1  angefangen,  in  doppelter  Weise  gelesen 
werden  kann,  z.  B.  16  3  2  5  4  und  14  5  2  3  6;  dass  aber  die 
15  Steiner'schen  Geraden  zu  je  dreien  sich  in  den  20  Steiner'- 
schen Punkten  schneiden,  sehen  wir  aus  dem  letzten  Schema, 
bei  welchem  je  vier  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Punkte 
immer  in  einer  Geraden  liegen  und  jeder  der  20  Punkte  in  drei 
Horizontalreihen  vorkommt. 

Die  Bildungsweise  des  obigen  Tableaus  von  60  Sechsecken 
ist  leicht  ersichtlich.   Wir  gehen  aus  von  dem  Sechseck  12  3  4  5  6 


*)  Hesse,  ,, eine  Bemerkung  zum  Pascarschen  Theorem",  Crelle^s 
Journal  Bd.  XLI  S.  269. 
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und  bilden,  indem  wir  die  iingeradstelligen  Ecken  festhalten,  die 
geradsielligen  aber  cyklisch  vertauschen,  die  drei  Sechsecke,  deren 
PascaTsche  Linien  sich  in  einem  St  ein  er 'sehen  Punkte  p  tref- 
fen. Hieraus  erhalten  wir  drei  andere  Gruppen  von  je  drei 
Sechsecken,  welche  die  St  einer 'sehen  Punkte  ^la^a^  liefern, 
indem  wir  die  sechs  Punkte  12  3  4  5  6  in  drei  Paare  12  34  56 
theilen  und  sowohl  die  Paare  unter  einander,  als  auch  die  Ele- 
mente je  ein^s  Paares  unter  si6h  vertauschen,  ohne  aber  die 
Paare  zu  trennen.  Zugleich  bilden  wir  nach  der  oben  angegebe- 
nen Weise  die  Gegenpunkte  n  a^  a^  a-y 

Nehmen  wir  die  erste  Gruppe  p  noch  einmal,  lassen  aber 
die  drei  in  ihr  enthaltenen  Sechsecke  cyklisch  fortrücken,  d.  h. 
gehen  wir  von  dem  Sechsecke  14  3  6  5  2  aus,  wie  vorhin  Von 
dem  Sechsecke  12  3  4  5  6,  so  erhalten  wir  vier  neue  Steiner - 
sehe  Punkte,  die  in  einer  Geraden  liegen,  und  gehen  wir  von 
dem  dritten  Sechsecke  16  3  2  5  4  aus,  so  erhalten  wir  eine 
dritte  Gruppe  von  vier  St  ein  er 'sehen  Punkten,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen.  Bilden  wir  endlich  in  bekannter  Weise  diejeni- 
gen Sechsecke,  welche  die  Gegenpunkte  liefern,  so  haben  wir 
sämmtliche  60  Sechsecke  und  sämmtliche  20  Steiner  'sehe 
Punkte;  es  bleibt  dann  noch  übrig,  die  zweite  und  dritte  Gruppe 
von     St  ein  er 'sehen    Punkten    mit    den    richtigen    Buchstaben 

6^  &2  ^3  ^1  ^2  ^3  ^^  2U  bezeichnen,  dass  ^1^172  73»  ^i^i^2^3 
u.  s.  f.  in  je  einer  Geraden  liegen.  Dies  ist  aus  dem  bekannten 
Kriterium  für  vier  Steiner'sche  Punkte,  die  in  einer  Geraden 
liegen,  unschwer  zu  ermittein  und  so  fügt  sich  das  Tabieau  in 
ganz  harmonischer  Weise  zusammen.  Die  weiteren  Eigenschaften 
dieser  Figur,  welche  Cayley  und  Kirkman  hinzugefügt  haben, 
übergehen  wir  hier  (vgl.  A  treatise  on  conic  sections  by  G.  Sal- 
mon,  pag.  317);  auch  bedarf  die  gleichlaufende  Betrachtung  eines 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Sechsseits  und  die  Erweiterung 
des  Brian c ho n'schen  Satzes  keiner  Ausführung,  weil  man  unter 
der  Bezeichnung  12  3  4  5  6  ebenso  gut  sechs  Tangenten  eines 
Kegelschnitts,  als  sechs  Punkte  desselben  verstehen  kann  und 
hiernach  der  Ausdruck  der  Eigenschaften  beider  Figuren  völlig 
gleichlautend  wird. 
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§  29.    Auftreten  des  Punktsystems  und  Strahlsystems  beim 

Kegelschnitt. 

Fassen  wir  den  Kegelschnilt  als  das  Erzeuguiss  zweier  pro- 
jekljvischer  Punklreihen  abc  .  .  t  .  .  und  aibiq  .  .  ri  .  -,  deren 
Träger  Sl  und  Slj  seien,  auf,  so  wissen  wir  (§21),  dass  für 
irgend  zwei  Paar  entsprechender  Punkte  XX\  und  \)\)i  der  Schnitt- 
punkt (r^i,  TiV)  auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  der  beiden  Träger  geht  (Fig.  36).  Wir  können 
aber  auch  umgekehrt  schliessen,   dass,  wenn  wir  irgend  einen 


(Fig.  36.) 


Punkt  P  dieser  Geraden  mit  einem  Paar  entsprechender  Punkte  xXi 
verbinden,  diese  Strahlen  die  Träger  SSli  in  zwei  neuen  Punkten 
1^1  und  \)  treffen,  weiche  entsprechende  PuniCle  sein  müssen. 
Halten  wir  nun  den  Punkt  P  fest  und  verändern  das  erste  Paar 
XXi  gcuiäss  der  projektivischen  Beziehung  auf  den  beiden  Tragern 
91^1,  so  erhalten  wir  in  P  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische  Strahlbüschel,  beschrieben  von  den  Strahlen  Px  und  Pxii 
diese  beiden  projektivischen  StraMbüschel  liegen  in  der  eigen- 
thümlichen  Weise  auf  einander,  dass  dem  Strahl  Px,  wenn  wir 
ihn  als  P^^  (einen  Strahl  des  andern  Strahlbüscheis)  aufTassen, 
derjenige  Strahl  P\)  entspricht,  welcher  mit  Pxi  coincidirt,  dass 
also  die  entsprechenden  gleichen  Winkel  xP\)  und  \)iPXi  ver- 
kehrt auf  einander  fallen;  hieraus  erkennen  wir  nach  §  17,  dass 
die  Strahlenpaare  Px  und  Px^  ein  Strahlsyslem  bilden.  Zugleich 
wird  auf  jedem  der  beiden  Träger,  sowohl  auf  %  durch  die  Punkte 
x\)^  als  auch  auf  %i  durch  die  Punkte  Xi^i  ein  Punktsystem  fixirt 
und  zwar  erhalten  wir  zu  x  den  konjugirten  Punkt  \),  indem  wir 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  prujektivischer  Gebilde.    §  29.     139 

den  entsprechenden  Punkt  Xi  mit  ein  und  demselben  festen 
Punkte  P  der  Beruhrungssehne  beider  Träger  verbinden  und  den 
Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  %,  aufsuchen.  Durch 
Veränderung  des  Punktes  P  auf  der  Berährungssebne  verändert 
sich  das  Strahisystem  und  die  beiden  Punktsysteme  auf  den 
Trägem.  Es  ist  nun  leicht ^  zu  erkennen,  wann  das  in  P  ent- 
stehende Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann  es  ein  hyper- 
bolisches sein  wird.  Seien  nämlich  e  und  f^  die  in  dem  Schnitt- 
punkte der  Träger  vereinigten  und  e^  und  f  ihre  entsprechenden 
Punkte,  also  fe^  die  Beruhrungssehne,  so  wird  diese  unendlich 
lange  Gerade  durch  die  Punkte  f  und  e^  in  zwei  Gebiete  getrennt; 
das  eine  ist  die  endliche  Strecke  zwischen  f  und  t^,  das  andere 
besteht  aus  den  beiden  unendlichen  Stucken  ausserhalb  der  Strecke 
fcj,  von  f  bis  oo  und  von  oo  bis  c^.  Wenn  nun  irgend  ein 
Projektionsstrahl  xXi  die  Berührungssehne  innerhalb  der  Strecke 
fe^  trifft,  so  entspricht  dem  endlichen  Stück  ef  des  Trägers  % 
das  im  Unendlichen  zusammenhangende  Stuck  e^  oo  f ^  des  Trä- 
gers ^i  und  dem  im  Unendlichen  zusammenhangenden  Stück  fooe 
des  ersten  Trägers  %  das  endliche  Stück  fiC^  des  Trägers  %^\ 
hieraus  folgt  aber  nach  der  Figur,  dass  sämmtliche  Projektions- 
strahlen die  Berührungssehne  f  Cj  innerhalb  der  Strecke  f  e^  treffen 
müssen  und  das  andere  Gebiet  der  Berührungssehne  von  keinem 
Projektionsstrahl  getroffen  wird,  (der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel 
nach  dem  in  §  26  gegebenen  Kriterium).  Wenn  dagegen  irgend 
ein  Projektionsstrahl  rri  die  Berührungssehne  f  e^  ausserhalb  der 
Strecke  fe^  trifft,  so  entsprechen  sich  die  endlichen  Strecken 
ef  und  e^fi  und  die  im  Unendlichen  zusammenhangenden  Theile 
coof  und  Cjocf^;  in  diesem  Falle  müssen  sämmtliche  Projektions- 
strablen  die  Berührungssehne  fc^  ausserhalb  der  Strecke  fC|  treffen 
und  das  endliche  Stück  fe^  wird  von  keinem  Projektionsstrahl 
getroffen  (der  Kegelschnitt  ist  Ellipse,  oder  wenn  die  Punktreihen 
insbesondere  projektivisch- ähnlich  sind,  Parabel).  Nehmen  wir 
nun  den  ersten  Fall  an,  so  wird,  wenn  P  zwischen  fc^  auf  der 
Berührungssehne  liegt,  das  Strahlsystem  hyperbolisch  sein,  weil  Pf 
und  Pfi  durch  Px  und  Px^  nicht  getrennt  werden  (§  17),  da- 
gegen, wenn  P  ausserhalb  der  Strecke  f  c,  Hegt,  wird  es  elliptisch 
sein,  weil  Pf  und  Pf^  durch  Px  und  Px^  getrennt  werden;  im 
zweiten  Fall  ist  es  gerade  umgekehrt;  liegt  P  zwischen  fe^,  so 
ist  das  in  ihm  entstehende  Strahlsystem  elliptisch ,  liegt  P  dagegen 
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ausserhalb' der  Strecke  fe^,  so  ist  das  Strablsystem  hyperbolisch. 
Wir  können  aber  beide  Fälle  zusammenfassen,  wenn  wir  dasjenige 
(unendliche)  Gebiet  der  Ebene,  M'elches  von  sämmtlichen  Projektions- 
strahlen  erfüllt  wird  (§  20),  ausserhalb  des  Kegelschnitts  nennen 
und  dasjenige  Gebiet  der  £bene ,  welches  von  keinem  Projektions- 
strahl getroffen  wird,  innerhalb  des  Kegelschnitts;  der  Kegel- 
schnitt selbst  ist  die  Grenze  zwischen  beiden  .Gebieten.  Mit  dieser 
Bezeichnung  lassen  sich  beide  Fälle  so  zusammenfassen:  Liegt  P 
ausserhalb  des  Kegelschnitts,  so  ist  das  in  ihm  ent- 
stehende Strablsystem  hyperbolisch,  liegt  P  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch. 
Liegt  endlich  P  auf  dem  Kegelschnitt  selbst,  d.  h.  in  einem  der 
Punkte  f  oder  e^,  so  nimmt  sein  Strahlsystem  den  einseitigen 
Charakter  an,  dass  die  konjnglrten  Strahlen  zu  sämmtlichen  in  einen 
einzigen  zusammenfallen.  Es  ist  dies  der  in  §  16  erwähnte  üeber- 
gangsfall  eines  parabolischen  Strahlsystems.  Bemerken  wir  noch, 
dass  der  Unterscheidung,  ob  ein  Punkt  ausserhalb  oder  innerhalb 
des  Kegelschnitts  liegt,  die  Unterscheidung  zur  Seite  steht,  ob  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  in*  zwei  reellen  Punkten  trilft  oder  in 
keinem.  Denn  wenn  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  keinem  Punkte 
trifft,  so  fällt  sie  ganz  in  dasjenige  Gebiet  der  Ebene,  welches  von 
allen  Projektionsstrahlen  erfüllt  wird,  also  sämmtliche  Punkte  von 
ihr  liegen  dann  ausserhalb  des  Kegelschnitts;  wenn  dagegen  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  trilft,  so  be- 
grenzen diese  auf  ihr  eine  endliche  Strecke  und  zwei  unendliche; 
die  letzteren  liegen  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  weil  sie  in  das 
von  den  Projektionsstrahlen  erfüllte  Gebiet  fallen,  die  endliche 
Strecke  innerhalb  des  Kegelschnitts. 

Wenn  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also 
sein  Strahlsystem  ein  hyperbolisches  ist,  werden  die  beiden 
Asymptoten  desselben  offenbar  Projektionsstrahlen,  d.  h.  die  aus 
P  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  sein,  weil  in  diesem 
Fall  Px\)i  undPri^  zusammenfallen.  Das  Strahlsystem  ist  durch 
die  beiden  Asymptoten  vollständig  bestimmt  und  jedes  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  sind  harmonisch  zugeordnete  Strahlen  mit  den 
beiden  Asymptoten  (§  17).  Da  nun  die  beiden  aus  P  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  immer  dieselben  bleiben,  auf 
wie  verschiedene  Weise  wir  auch  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss 
zweier  projektiviscber  Punktreiben  auffassen  mögen,  so  folgt,  dass 
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das  in  dem  Punkte  P  entstehende  Slrablsyätem,  welches  aus  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projektivische  Punktreihen 
abgeleitet  wurde,  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Art  dieser 
Erzeugung,  jd.  h.  immer  dasselbe  bleibt,  welches  Paar  projek- 
tivischer Punktreihen  wir  auch  als  erzeugendes  ansehen  mögen. 
Dies  ist  allerdings  nur  für  den  Fall  erwiesen,  dass  P  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  liegt,  also  ein  reelles  Tangentenpaar  durch  ihn 
geht;  es  gilt  aber  auch  in  dem  andern  Falle,  wenn  P  innerhalb 
des  Kegelschnitts  liegt,  und  kann,  wie  folgt,  allgemein  nach- 
gewiesen werden.  Denken  wir  uns  auf  den  Projektionsstrahlen 
rXi  und  ^^1  die  Berührungspunkte  |  und  ri  ermittelt,  so  wissen 
wir  aus  §  21,  dass  |  und  iy  mit  P  =  (r^, ,  x^^)  in  gerader  Linie 
liegen  müssen,  dass  überhaupt  (§23  und  27)  das  von  den  vier 
Berührungspunkten  fCiSi?  gebildete  Viereck  und  das  von  den  vier 
Tangenten  des  Kegelschnitts  in  diesen  Punkten  (den  v^er  Projek- 
tionsstrahlen) gebildete  Yierseit  ein  und  dasselbe  Diagonaldreieck 
haben;  hieraus  folgt,  wenn  x  den  Schnittpunkt  der  beiden  Pro- 
jektionsstsahlen  xTi  und  ^^^  bezeichnet,  aus  den  bekannten  har- 
monischen Eigenschaften  des  Vierecks  und  Vierseits  (§  9),  dass 
die  beiden  Diagonalen  Px  und  Pxy  harmonisch  zugeordnet  sind, 
sowohl  mit  Pt  und  Px,  als  auch  mit  Pt^  und  P§;  also  sind  (§  17) 
Px  und  Pxi  als  die  Asymptoten  eines  hyperbolischen  Strahl- 
systcms  aufzufassen,  von  welchem  Pt  und  Px  ein  Paar  und 
Pt^  und  P$  ein  zweites  Paar  koujugirter  Strahlen  sind;  nun  folgt 
ferner  nach  einem  Satze,  welcher  dem  in  §  18  (Anmerkung)  be- 
wiesenen analog  ist  und  so  lautet:  „Sind  aa  und  hß  zwei  Paar 
konjugirter  Strahlen  eines  hyperbolischen  Strahlsystems,  dessen 
Asymptoten  g  und  h  sind,  so  bilden  allemal  die  drei  Strahlen- 
paare aß,  bei  und  gh  drei  Paare  konjugirter  Strahlen  eines  neuen 
Strahlsystems",  dass  die  drei  Strahlenpaare  Pt,  Pt^,  Px,  PXx 
und  jP§-,  Px  Involution  bilden  oder  drei  Strahlenpaare  desselben 
Strahlsystems  sind ;  dieses  Strahlsystem  ist  das  nach  der  ursprüng- 
lichen Erzeugung  des  Kegelschnitts  dem  Punkt  P  zugehörige, 
weil  es  durch  die  beiden  Paare  konjugirter  Strahlen  Pt  und  Pt^, 
Px  und  Pxi  bestimmt  wird.  Fassen  wir  nun  statt  der  beiden 
urspränglichen  Träger  3l3li  die  beiden  Projektionsstrahlen  xXy^ 
und  ^^1  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Punktreihen  auf, 
so  sind  für  sie  ^  und  ti  die  Berührungspunkte,  x  und  ^  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  und  Xx  und  ^^  ein  zweites  Paar  ent- 
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sprechender  Punkte,  also  der  Schnittpunkt  (x\)i,  ri^)  =  P  der- 
selbe vorhin  so  bezeichnete  Punkt,  dessen  Strahlsystem  bei  der 
neuen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  zunächst  das  Paar  konjugirter 
Strahlen  Px  und  P\)  oder  was  dasselbe  ist  Px  uüd  Pxi  und  dann 
Px  und  P|  als  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen  hat.  Da 
nun  die  drei  Slrahlenpaare  PtPc^,  PxPx^  PxP^  demselben 
Strahlsystem  angehören,  welches  durch  zwei  von  ihnen  schon 
bestimmt  ist,  so  coincidiren  die  Strahlsysteme  in  P  bei  der  einen 
und  der  andern  Entstehungsweisc  des  Kegelschnitts,  unabhängig 
davon,  lob  P  ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt.  Das 
Resultat  der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  also  folgendermassen 
zusammenfassen : 

Jeder  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
ist  der  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt  zugehörigen  Strahlsystems,  welches  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  eine  beliebige  Gerade  durch 
P  zieht,  welche  in  den  Punkten  f  und  e^  den  Kegel- 
schnitt trifft,  die  Tangenten  in  f  und  e^  durch  die 
sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  zwei  pro- 
jektivischen  Punktreihen  schneiden  lässt  und  immer 
zwei  entsprechende  Punkte  dieser  beiden  Punktreihen 
X  und  Xx  niit  P  verbindet,  wobei  Px  und  Px^  zwei  konju- 
girte  Strahlen  des  Strahlsystems  in  P  werden.  Dieses 
Strahlsystem  ist  unabhängig  von  der  Lage  derPuukte 
f  und  e^,  deren  Tangenten  als  Träger  der  den  Kegel- 
schnitt erzeugenden  Punktreihen  aufgefasst  werden, 
wenn  nur  f  und  e^  mit  P  in  gerader  Linie  liegen.  Das 
Strahlsystem  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je 
nachdem  der  Punkt  P  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
Kegelschnitts  liegt;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Asymptoten  die  aus  dem  Punkte  P  an  den  Kegel- 
schnitt zu  legenden  Tangenten,  also  jedes  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  zu  ihnen  harmonisch  zugeordnet 

Die  der  vorigen  zur  Seite  stehende  Betrachtung,  welche  von 
der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel ausgeht,  bedarf  keiner  weiteren  Ausfuhrung,  da  sie  der 
obigen  unmittelbar  nachgebildet  werden  kann;  es  genüge  daher 
das  Resultat  anzugeben: 

Jede    in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts    liegende 
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Gerade  ist  der  Träger  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugetvprigen  Punktsystems,  welches  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte  das 
Tangentenpaar  [f  und  «,)  an  den  Kegelschnitt  legt  und 
die  Berührungspunkte  als  die  Mittelpunkte  zweier 
den  Kegelschnitt  erzeugender  projektivischer  Strahl- 
huschel  auffasst;  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
dieser  beiden  projektivischen  Strahlbfischel  treffen 
die  gegebene  Gerade  in  zwei  konjugirten  Punkten 
des  ihr  zugehörigen  Punktsystems.  Dasselbe  ist  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Tangentenpaares  (fey), 
wenn  nur  sein  Schnittpunkt  auf  der  Geraden  liegt; 
es  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten 
trifft  oder  nicht;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Asymptotenpunkte  die  beiden  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitt,  also  jedes  Paar  konjugirter 
Punkte  des  Punktsystems  zu  ihnen  harmonisch  zu- 
geordnet. 

Das  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  zuge- 
hörige Strahlsystem  und  das  jeder  Geraden  zugehörige  Punkt- 
system stehen  in  naher  Verbindung  mit  einander,  wie  sich  aus 
folgender  Betrachtung  ergiebt: 

Sei  X  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
und  a  einer  ihrer  Punkte,   von  welchem  sich  ein  Tangentenpaar 

(Fig.  37.) 


an  den  Kegelschnitt  legen  lässt,  welches  in  B  und  ß^  denselben 
berührt;  wird  alsdann   ein   beliebiger  Punkt  P  des  Kegelschnitts 
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mit  B  und  B^  verbunden,  so  treffen  nach  dem  letzten  Satze 
BP  und  B^P  die  Gerade  X  in  einem  Paar  |^onjugirter  Punkte 
p  und  it  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und  lassen  wir  den  Punkt  P 
den  ganzen  Kegelschnitt  durchwandern,  so  erhalten  wir  das  ganze 
Punktsystem  auf  X\  insbesondere  ist  der^  konjugirte  Punkt  zu 
a  derjenige  a,  in  welchem  die  Beruhrungssehne  BB^  die  Gerade 
X  trifft;  bei  dieser  Bewegung  von  P  tritt  nun  jedes  Punktenpaar 
des  der  Geraden  X  zugehörigen  Punktsystems  zwei  Mal  auf;  denn 
treffen  BP  und  ^^P  in  p  und  n  die  Gerade  X,  so  muss  auch, 
wenn  B%  in  P^  dem  Kegelschnitt  zum  andern  Mal  begegnet, 
B^P^  in  demjenigen  Punkte  der  Geraden  X  begegnen,  welcher 
der  zu  n  konjugirte  Punkt  des  Punktsystems  ist,  d.  h.  in  p, 
also  dasselbe  Punktenpaar  %p  wird  auch  durch  das  Strahlenpaar 
BPy  und  B^P^  hervorgerufen.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt 
von  BB^  und  PP^  mit  x,  so  ist  BPB^P^  ein  vollständiges 
Viereck  im  Kegelschnitt,  dessen  Diagonaldreieck  xpn  ist;  die 
beiden  Tangenten  in  B  und  B^  sind  bekannt;  wollen  wir  zur 
Vervollständigung  der  Figur  noch  die  beiden  Tangenten  in  P  und  P^ 
ermitteln,  so  verbinden  wir  die  Schnittpunkte,  in  welchen  die 
Diagonalepa;  die  Tangenten  Ba  und  B^a  trifft,  resp.  mit  P^  undP, 
welches  die  gesuchten  Tangenten  sind;  zugleich  wissen  wir  aus  §  27, 
dass  die  Tangenten  in  P  und  P^  sich  in  demjenigen  Punkt  b  der 
Geraden  X  treffen  müssen,  welcher  der  vierte  harmonische  zu 
pita  ist,  dem  a  zugeordnet;  und  dass  die  Verbindungslinie  PP^ 
in  demjenigen  Punkte  ß  der  Geraden  X  begegnet,  welcher  der 
vierte  harmonische  ist  zu  pnce  dem  a  zugeordnet;  folglich  ge- 
hören (nach  §  18,  Anmerkung)  die  drei  Punktenpaare  aa,  bß,  pn 
demselben  Punktsysteme  an,  welches  das  der  Geraden  X  zuge- 
hörige ist.  Suchen  wir  jetzt  das  dem  Punkte  x  zugehörige 
Strahlsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  betrachten  zu 
diesem  Zweck  die  in  den  Endpunkten  der  durch  x  gehenden 
Sehne  BB^  gezogenen  Tangenten  als  Träger  erzeugender  Punkt- 
reihen, so  muss  nach  §  27  die  Tangente  in  P  die  letzteren  in 
zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche  mit  x  verbunden  die  Strahlen 
xp  und  xn  geben,  die  daher  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des 
dem  X  zugehörigen  Strahlsystems  sind,  und  da  anderseits  dem 
Punkt  B  des  einen  Trägers  der  Schnittpunkt  a  des  andern 
entsprechend    ist,    so  sind  xB  und  xa  oder  was    dasselbe    ist 
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xa  und  xcc  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Strahi- 
systems  von  x\  in  gleicher  Weise  sind  auch  noch  xh  und  xß 
•  ein  drittes  Paar.  Wir  sehen  also,  dass  das  dem  Punkte  x 
zugehörige  Strahlsystem  mit  dem  der  Geraden  X  zu- 
gehörigen Punktsystem  perspektivisch  liegt,  d.  h.  je 
zwei  konjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  durch  zwei  konjugirte 
Punkte  des  Punktsystems  gehen  und  umgekehrt.  Wenn  wir  nun 
den  Punkt  P  durch  den  ganzen  Kegelschnitt  bewegen,  so  wird 
der  Punkt  x  dabei  unverändert  bleiben,  weil  er  der  vierte  har- 
monische zu  den  drei  festen  Punkten  BB^a  ist,  dem  a  zuge- 
ordnet. Bei  dieser  Bewegung  durchläuft  das  Punktenpaar  pn  das 
ganze  der  Geraden  X  zugehörige  Punktsystem  und  das  Strahlen- 
paar xp,  xTt  das  ganze  dem  Punkt  x  zugehörige  Strahlsystem. 
Dieser  eigenthumliche  Zusammenhang  des  Punktes  x  mit  der 
Geraden  X^  wonach  das  Strahlsystem  des  einen  und  das  Punkt- 
system des  andern  in  perspektivischer  Lage  sich  beßnden,  soll 
nun  im  folgenden  Paragraphen  weiter  ausgeführt  werden. 

§  30.    Fol  und  Polare  des  Kegelschnitts.  Konjugirte  Funkte 
und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.    Tripel  kon- 
jugirter Funkte  und  Strahlen. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Untersuchung 
giebt  ehie  Menge  von  wichtigen  Eigenschaften  des  Kegelschnitts, 
welche  unter  dem  Namen  der  Polareigenschaften  bekannt 
sind.  Die  zuletzt  besprochene  Bewegung  des  Punktes  P  auf  dem 
Kegelschnitt,  bei  welcher  der  Punkt  x  unverändert  bleibt,  zeigt 
nämlich  zunächst,  dass,  während  die  veränderliche  Sehne  PP^ 
sich  um  den  festen  Punkt  x  dreht,  der  Schnittpunkt  der  Tan- 
genten in  ij^und  P^  auf  der  festen  Geraden  X  läuft,  sodann  folgt 
aus  der  harmonischen  Eigenschaft  des  Vierecks,  dass  der  vierte 
harmonische  Punkt  j8  zu  PP^x,  der  dem  festen  Punkt  x  zuge- 
ordnet ist,  auf  derselben  Geraden  X  sich  bewegen  muss;  daher 
gilt  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahlen,  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  so  ist  der  Ort  des  vierten  harmo- 
nischen, dem  gegebenen  zugeordneten  Punktes  auf 
jedem  Strahl  (während  die  Schnittpunkte  das  andere 
Paar  zugeordneter  Punkte  bilden),  eine  gerade  Linie, 
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welche  den  Kegelschnitt  nicht  treffen  wird,  sobald 
der  Punkt  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  dagegen 
durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  von  dem- 
gegebenen  Punkte  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden 
Tangenten  geht,  sobald  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

Die  letzte  Bemerkung  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn 
durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
geht,  auf  diesem  Strahl  die  beiden  Schnittpunkte,  also  zwei  zu- 
geordnete von  vier  harmonischen  Punkten  zusammenfallen ,  folglich 
auch  der  vierte  dem  festen  Punkt  harmonisch  zugeordnete  in  jene 
beiden  hineinfallen  muss  (§  8)  und  umgekehrt,  wenn  von  vier 
harmonischen  Punkten  zwei  nicht  zugeordnete  zusammenfallen ,  in 
diesen  nothwendig  auch  einer  der  beiden  äbrigen  hineinfallen 
muss.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  bequemes  Mittel,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  0  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu  ziehen, 
welcher  gezeichnet  vorliegt:  Man  ziehe  durch  0  zwei  beliebige 
Strahlen  (oder  soviel ,  wie  mau  will) ,  welche  in  a  und  or;  b  und  ß 
demselben  begegnen;  die  Schnittpunkte  [aß,  bei)  und  [ab,  aß) 
mit  einander  verbunden  geben  eine  Gerade,  die  den  Kegelschnitt 
in  denjenigen  beiden  Punkten  trifft,  deren  Verbindungslinien  mit 
0  das  gesuchte  Tangentenpaar  sind;  denn  wegen  der  harmoni- 
schen Eigenschaft  des  Vierecks  geht  jene  Gerade  durch  die  vier- 
ten harmonischen  Punkte  auf  den  durch  0  gezogenen  Strahlen. 
Trifft  die  so  ermittelte  Gerade  den  Kegelschnitt  nicht,  so  giebt 
es  keine  Tangenten  durch  0, 

Dieselbe  Gerade,  welche  oben  mit  X  bezeichnet  wurde,  ist 
aber  anderseits  auch  der  Ort  des  Punktes  b,  also  gilt  der  Satz: 
Zieht  man  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahlen,  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  und  bestimmt  die  Tangenten  an  letz- 
teren, so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eines  jeden 
solchen  Tangentenpaares  eine  gerade  Linie,  welche 
mit  der  im  vorigen  Satze  erhaltenen  identisch  ist. 

Hiernach  gehört  zu  jedem  beliebigen  Punkt  x  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  eine  bestimmte  Gerade  X,  welche  immer  reell 
vorhanden  ist,  weil  es,  wo  auch  der  Punkt  x  liegen  mag,  immer 
Strahlen  durch  ihn  giebt,  welche  dem  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  begegnen.     Diese  dem  Punkte  x  zugehörige  Gerade  X 
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heisst  die  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Rogeischnitt; 
sie  kann  auf  die  eine  oder  andere  angegebene  Art  konstruirt  wer- 
den und  besitzt  nach  dem  Vorigen  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  das  in. Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ihr  zugehörige  Punkt- 
system mit  dem  dem  Punkte  zugehörigen  Strahlsystem  perspek- 
tivisch liegt.  Ist  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts  gelegen, 
so  ist  seine  Polare  die  Beruhrungssehne  des  aus  ihm  an  den 
Kegelschnitt  zu  legenden  Tangentenpaars;  ist  der  Punkt  inner- 
halb des  Kegelschnitts  gelegen,  so  giebt  es  zwar  kein  Tangenten- 
paar aus  ihm  an  den  Kegelschnitt,  aber  die  Polare  hört  nicht  auf  zu 
existiren,  sondern  ist  allemal  eine  bestimmte  in  der  angegebenen 
Weise  zu  konstruirende  Gerade,  welche  in  diesem  Falle  mit  dem 
Kegelschnitt  keinen  Punkt  gemein  hat;  ihr  Punktsystem  ist 
elliptisch.  Liegt  endlich  der  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst, 
so  erkennen  wir  aus  der  zweiten  Konsti*uktion  der  Polare,  dass 
seine  Polare  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  diesem  Punkte 
selbst  ist.  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  erscheint  also  als 
besonderer  Fall  der  Polare  für  solche  Punkte,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  selbst  liegen. 

Wir  schliessen  ferner  aus  der  in  der  obigen  Figur  (Fig.  37) 
vorgenommenen  Bewegung,  indem  wir  den  Punkt  b  auf  der 
Geraden  X  fortlaufen  lassen  und  bemerken,  dass  die  Beruhrungs- 
sehne des  Tangentenpaars  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  durch 
den  festen  Punkt  x  läuft,  den  folgenden  Satz: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts  die  Tangentenpaare  an 
denselben,  so  läuft  die  Verbindungslinie  der  Berüh- 
rungspunkte durch  einen  festen  Punkt;  konstruirt 
man  zu  j^dem  Tangenteupaare  und  der  gegebenen 
Geraden  den  vierten  harmonischen  Strahl,  welcher 
der  letzteren  zugeordnet  ist  (während  das  Tangenten- 
paar das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist],  so 
läuft  dieser  vierte  harmonische  Strahl  durch  den- 
selben eben  ermittelten  festen  Punkt.  Schneidet 
die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  ist  der  feste  Punkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  l^angenten  in  den  letzteren,  liegt  also  ausser- 
halb des  Kegelschnitts.  Trifft  die  gegebene  Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht,   so  ist  der  auf  die  eine  oder 
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andere   Weise    zu    ermitteinde    Punkt    innerhalb    des 
Kegelschnitts  gelegen. 

Hiernach  gehört  zu  jeder  beliebigen  Geraden  X  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  x,  welcher  immer  reell 
vorhanden  ist,  wie  auch  die  Gerade  in  der  Ebene  liegen  mag, 
weil  es  immer  Punkte  auf  ihr  giebt,  deren  Tangentenpaare  an 
den  Kegelschnitt  reell  sind.  Dieser  Punkt  heisst  der  „Pol"  der 
Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Er  besitzt  die  charak- 
teristische Eigenschaft,  dass  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  mit 
dem  der  Geraden  zugehörigen  Punktsystem  perspektivisch  liegt; 
beide  sind  also  gleichzeitig  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Wenn 
insbesondere  die  Gerade  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  ist,  so 
wird  ihr  Pol  der  Berührungspunkt.  Zu  dem  Pol  einer  gegebenen 
Geraden  gelangen  wir,  indem  wir  aus  zwei  solchen  Punkten  der- 
selben, welche  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  die  Tangenten- 
paare an  denselben  legen  und  den  Schnittpunkt  der  Beruhrungs- 
sehnen  aufsuchen,  oder  wenn  die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt 
in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  indem  wir  den  Schnittpunkt 
der  Tangeuten  in  diesen  beiden  Punkten  aufsuchen. 

Es  geht  nun  daraus,  dass  gleichzeitig  in  unserer  Figur  X  die 
Polare  von  x  und  x  der  Pol  von  X  ist^  ein  inniger  Zusammen- 
hang zwischen  Pol  und  Polare  hervor: 

Die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  hat  denselben 
zu  ihrem  Pol  und  der  Pol  einer  beliebigen  Geraden 
hat  zu  seiner  Polare  diese  Gerade. 

Da  ferner  in  unserer  Figur  die  veränderliche  Sehne  PP^  die 
Polare  des  Punktes  b  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  y  auf  einer  Geraden  X  in 
der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  läuft  seine  Polare 
Y  durch  einen  festen  Punkt  a;,  den  Pol  jener  Geraden, 
und  trifft  die  Geradehin  denjenigen  Punkten,  welche 
die  konjugirten  zu  den  y  sind,  im  Punktsysteme,  das 
der  Geraden  X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge- 
hört, während  die  Verbindungsstrahlen  des  festen 
Punktes  x  mit  dem  veränderlichen  Punkte  y  die  kon- 
jugirten Strahlen  zu  den  Polaren  Y  in  demjenigen 
Strahlsysteme  sind,  welches  dem  Punkt  x  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Um  also  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  das  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge- 
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hörige  Punkisystem  zu  erhalten,  haben  wir  zu  jedem  Punkte  x 
den  Schnittpunkt  |  seiner  Polare  mit  der  gegebenen  Geraden  zu 
bestimmen;  dann  sind  immer  x^  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  gesuchten  Punktsystems;  in  analoger  Weise  erhalten  wir  das 
einem  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige 
Strahlsystem. 

Und  analoger  Weise: 

Dreht  sich  ein  Strahl  Y  um  einen  festen  Punkt  x 
in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  bewegt  sich 
sein  Pol  y  auf  einer  festen  Geraden  X,  der  Polare 
jenes  Punktes  ic.  Der  Punkt  y  und  der  Schnittpunkt 
des  Strahls  Y  mit  der  Geraden  X  sind  konjugirte 
Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Ge- 
raden X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört;  der 
Strahl  Y  und  der  Verbindungsstrahl  des  festen  Punk- 
tes X  mit  dem  Pol  y  sind  konjugirte  Strahlen  des- 
jenigen Strahlsystems,  welches  dem  Punkt  x  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört. 

Da  nun  Punktsystem  und  Strahlsystem  in  sich  projektivische 
Doppelgebilde  sind  (§  16  und  17),  so  folgt  der  bemerkens- 
werthe  Satz: 

Die  Polaren  sämmtlicher  Punkte  einer  geraden 
Punktreihe  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bilden 
ein  mit  tl-er  Punktreihe  projektivisches  Strahlbüschei 
und  die  Pole  sämmtlicher  Strahlen  eines  ebenen 
Strahlbüschels  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bil- 
den eine  mit  dem  Strahlbüschel  projektivische  gerade 
Punktreihe. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  projektivische  Punktreihen 
21  und  9(i,  so  bilden  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt zwei  mit  jenen,  also  unter  sich  projektivische  Strahlbüschel 
B  und  J9|;  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  sind  die 
Pole  der  Projektionsstrahlen  der  Punktreihen  21  ^l^;  beide  Er- 
zeugnisse sind,  wie  wir  wissen,  Kegelschnitte  und  die  Tangenten 
des  einen  die  Polaren  der  Punkte  des  andern,  ebenso  wie  die 
Punkte  des  einen  die  Pole  der  Tangenten  des  andern;  daher  gilt 
der  Satz: 

Wenn  man  von  sämmtlichen  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts £  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
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andern  Kegelschnitt  C  bestimmt,  so  umhüllen  die- 
selben einen  dritten  Kegelschnitt  &,  und  vitnn  man 
von  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  K  die 
Pole  in  Bezug  auf  C  bestimmt,  so  erhält  man  die 
Punkte  desselben  Kegelschnitts  ß,  in  der  Weise, 
dass  jede  Tangente  (und  der  Berührungspunkt)  des 
einen  Kegelschnitts  einen  Punkt  (und  seine  Tan- 
gente) des  andern  Kegelschnitts  zum  Pol  (und  zur 
Polare)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  C  haben.  Hier- 
aus folgt  zugleich,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  P 
die  Polare  L  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  annimmt,  auch 
der  Pol  $  von  L  und  die  Polare  S  von  P  rucksichtlich  des 
Hulfskegelschnitts  C  fär  den  neuen  Kegelschnitt  ß  Pol  und  Polare 
sein  werden.  Dies  giebt  ein  leichtes  Kriterium,  um  zu  erkennen, 
ob  der  Polarkegelschnitt  $  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist; 
nämlich:  Liegt  der  Mittelpunkt  von  C  ausserhalb  K,  so  ist  St 
Hyperbel,  liegt  er  aufj^,  so  ist  $  Parabel,  liegt  er  innerhalb  J^, 
so  ist  St  Ellipse. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  direkte  Uebertragung  der  Gigen- 
Schäften  des  Kegelschnitts  in  andere  (polare),  z.  B.  des  Pascal- 
schen  Satzes  in  den  Brian chon' sehen  Satz  und  lässt  eine  voll- 
kommene Dualität  der  Eigenschaften  des  Kegelschnitts  erkennen, 
yAe  sie  ursprunglich  schon  in  den  Grundclementen  enthalten  ist, 
von  denen  wir  ausgegangen  sind.  Allgemeiner  aufgefasst  ist  dies 
gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte  einer  Ebene  und  der  Geraden 
in  derselben  mit  Hülfe  eines  festen  Kegelschnitts  (Basis)  ein 
fruchtbares  Prinzip  zur  Auffindung  neuer  Wahrheiten  (Polarisation) 
und  der  Ausgangspunkt  einer  umfangreichen  Theorie  (theorie 
des  polaires  reciproques)  geworden. 

Die  Grund eigenschaft  von  Pol  und  Polare,  welche  wir  oben 
gefunden  haben,  dass  nämlich  die  Polare  X  irgend  eines  Punktes  x 
immer  durch  den  Pol  y  irgend  einer  durch  x  gezogenen  Geraden  Y 
geht  und  umgekehrt  der  Pol  x  einer  beliebigen  Geraden  X  auf 
der  Polare  T  eines  beliebigen  in  X  liegenden  Punktes  y  sich 
befindet,  fuhrt  uns  dahin,  zwei  solche  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  x  und  y,  für  welche  die  Polare  des  einen  durch 
den  andern  geht,  also  gleichzeitig  die  Polare  des  zweiten  durch 
den  ersten,  zwei  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt    und    in   gleicher   Weise    zwei   solche    Strahlen 
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X  und  rin  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  für  welche  der  Pol  der 
einen  auf  der  andern  liegt,  also  auch  gleichzeitig  der  Pol  der  zweiten 
auf  der  ersten,  zwei  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnittzunennen.  Mit  dieser  Bezeichnung  sind  nach  dem 
Vorigen  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
immer  ein  Paar  konjugirte  Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches 
ihrer  Verbindungslinie  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört 
und  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
nichts  anderes,  als  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  desjenigen  Strahl- 
systems, welches  ihrem  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehört.  Dies  lässt  sich,  auch  so  aussprechen:  Sämmt- 
liche  Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
welche  auf  derselben  Geraden  liegen,  bilden  dasjenige  Punkt- 
system, welches  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
zugehört,  und  sämmtiiche  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden 
dasjenige  Strahlsystem,  welches  diesem  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört.  Hieraus  folgt  beiläufig,  dass  es  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  Paar  und 
im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  rechtwinkliger  konjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  giebt,  die  Axen  des  Strahlsystems, 
welches  ihm  zugehört;  es  sei  denn,  dass  das  Strahlsystem  ein 
Kreissystem  wäre,  bei  dem  sämmtiiche  Paare  konjugirter  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig  sind.  Dieser  Fall  wird  uns  später 
beschäftigen. 

Zu  einem  Punkte  x  gehören  unendlich  viele  konjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die  alle  auf  der  Polare  X  liegen; 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  y  derselben,  so  gehören  zu 
ihm  auch  unendlich  viele  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt,  die  sämmtlich  auf  der  durch  x  gehenden  Polare  Y 
liegen.  Die  beiden  Polaren  X  und  Y  schneiden  sich  nun  in 
einem  Punkte  z,  dessen  Polare  Z  nach  dem  Vorigen  die  Verbin- 
dungslinie xy  sein  muss.  Solche  drei  Punkte  xyz,  von  denen 
je  zwei  ein  Paar  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt sind  und  deren  Polaren  XYZ  die  (gegenüberliegenden) 
Seiten' dieses  Dreiecks  sind  Z=  (yz),  r=  (za;),  Z=s  [xy],  nennt 
man  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  oder  ein  sich  selbst  konjugirtes  Dreieck,  weil 
seine  Seiten  die  Polaren  s^einer  Ecken  sind.    Zugleich  aber  nennt 
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man  auch  solche  drei  Strahlen  XYZ,  von  denen  je  zwei  eiri 
Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind 
und  deren  Pole  die  (gegenüberliegenden)  Ecken  dieses  Dreiseils 
sind  X  =  (r,  Z),  y  =  (Z,  X),  z  =  {X,  Y),  ein  Tripel  konju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  oder 
ein  sich  selbst  konjugirtes  Dreiseit,  weil  seine  Ecken  die  Pole 
seiner  Seiten  siöd.  Die  Seiten  eines  von  einem  Tripel 
konjugirler  Punkte  gebildeten  Dreiecks  sind  zugleich 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  und  die  Ecken  eines 
von  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen  gebildeten 
Dreiseits  ein  Tripel  konjugirter  Punkte.  Bemerken  \^ir 
noch,  dass  aus  der  angegebenen  Konstruktion  von  Polare  und 
Pol  unmittelbar  folgt:  Das  Diagonaldreieck  eines  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  vollständigen  Vier- 
ecks oder  eines  demselben  umbeschriebenen  vollstän- 
digen Vierseits  ist  immer  ein  Tripel  konjugirter 
Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Diese  Tripel  spielen  eine  wichtige  Rolle  in  der  Theorie  der  Regel- 
schnitte und  sind  in  unendlicher  Mannichfaltigkeit  vorhanden.  Ein 
Punkt  X  von  drei  Punkten  eines  Tripels  kann  willkuhrlich  in  der 
ganzen  Ebene  angenomnien  werden,  der  zweite  y  ist  dann  auf 
die  Polare  X  beschränkt  und  kann  auf  dieser  auch  noch  will- 
kuhrlich gewählt  werden,  der  dritte  z  ist  aber  durch  diese  beiden 
bestimmt,  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Polaren  X,  Y;  ebenso 
verhält  es  sich  mit  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen.  Zu  einem 
beliebigen  Punkte  x  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  giebt  es 
unendlich  viele  Paare  yz,  welche  mit  ihm  zusammen  ein  Tripel 
bilden;  sie  liegen  sämmtlich  auf  der  Polare  X  des  Punktes  x 
und  bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Liegt  daher  der  Punkt  x 
innerhalb  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch, 
die  Punktenpaare  yz  bilden  daher  auch  ein  elliptisches  Punkt- 
system; die  Polare  X  trifft  den  Kegelschnitt  nicht;  liegt  aber  x 
ausserhalb  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  hyperbolisch, 
also  auch  das  Punktsystem  yz  auf  der  Polare  X  hyperbolisch, 
welche  in  diesem  Fall  den  Kegelschnitt  trifft.  In  jedem  der  beiden 
Schnittpunkte  fällt  mithin  ein  Paar  konjugirter  Punkte  zusammen 
und  wir  haben  den  besonderen  Fall  eines  Tripels,  dass  zwei 
Punkte  ^z  desselben  zusammenfallen;  esmuss  alsdann  der  dritte  o: 
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'auf  der  Tangente  in  .diesem  Punkte  liegen,  also  die  drei  Punkte 
xyz  Hegen  in  gerader  Linie,  was  sonst  nie  der  Fall  sein  kann. 
In  diesem  Fall  ist  das  Tripel  unbestimmt;  jeder  Punkt  der  Tan- 
gente kann  als  dritter  Punkt  des  Tripels  angesehen  werden,  wäh- 
rend in  dem  Berührungspunkte  die  beiden  andern  zusammenfaiien. 
Ein  analoger  specieller  Fall  kann  bei  einem  Tripel  konjugirter 
Strahlen  eintreten.  Im  Allgemeinen  erkennen  wir  hieraus  leicht, 
dass  bei  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  von  den  drei  ihnen 
zugehörigen  Strahlsystemen  immer  zwei  hyperbolisch  und  eines 
elliptisch  ist  und  bei  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen  von  den 
drei  ihnen  zugehörigen  Punktsystemen  immer  zwei  hyperbolisch 
und  eines  elliptisch  ist,  also,  dass  von  den  drei  Punkten  eines 
Tripels  immer  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  liegen  und  von  den  drei  Strahlen  eines  Tripels 
immer  zwei  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  reellen  Punkten  treffen, 
während  der  dritte  ihn  nicht  trifft. 

§  31.     Einige  Folgerungen  aus    den  Polar -Eigenschaften 

des  Eegelsclinitts. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  eine  Menge  von 
Beziehungen  zwischen  konjugirten  Punkten  eines  Kegelschnitts, 
von  denen  einige  hier  hervorgehoben  werden  mögen: 

Verbindet  man  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
pn  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  B  desselben,  so  treffen  Bp  und  Bit 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  [P  und  Pj,  deren 
Verbindungslinie  durch  den  Pol  der  Geraden  pit  geht. 
(Fig.  37.) 

Bezeichnen  wir  mit  x  den  Pol  der  Geraden  pit,  so  bilden 
pitx  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
und   die  vorige  Eigenschaft  lasst  sich  auch  so  aussprechen: 

Ein  Tripel  konjugirter  Punkte  besitzt  immer  die 
Eigenschaft,  dass  es  unendlich  viele  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebene  Dreiecke  giebt,  deren  Seiten  durch 
die  Punkte  des  Tripels  gehen.  Jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnitts kann  eine  Ecke  eines  solchen  Dreiecks  sein;  wird  er 
mit  zwei  Tripelpunkten  verbunden,  so  treffen  die  beiden  Ver- 
bindungsstrahlen den  Kegelschnitt  in  den  beiden  andern  Ecken 
dieses  Dreiecks;  verbinden  wir  ihn  mit  allen  drei  Tripelpunkten 
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und  merken  die  Schnittpunkte  dieser  Verbindungsstrahlen  mit  dem 
Kegelschnitt,  so  haben  wir  im  Kegelschnitt  ein  Viereck,  dessen 
vier  Dreiecke  (die  vier  Mal  zu  je  drei  kombinirten  Ecken)  eben- 
falls die  angegebene  Eigenschaft  besitzen;  das  Tripel  ist  das 
Diagonaldreieck  dieses  vollständigen  Vierecks  im  Kegelschnitt,  und 
auch  umgekehrt;  dies  lässt  sich  etwas  anders  so  aussprechen: 
Sind  au  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  in  BezOg  auf  den 
Kegelschnitt  und  werden  dieselben  mit  einem  Peripheriepunkt  o 
durch  zwei  Strahlen  verbunden^  welche  den  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  in  den  Punkten  p  und  q  treffen,  d.  h.  oa  trifll  in  p 
und  Ott  \n  q^  dann  muss  auch  der  Schnittpunkt  [pa,  qa):=^r 
auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Hieraus  folgt  die  Lösung  der  Auf- 
gabe: Es  soll  ein  Kegelschnitt  konstruirt  werden,  der 
durch  drei  gegebene  Punkte  P1P2PZ  geht  und  ein  ge- 
gebenes Punktsystem  {x,  |)  auf  dem  Trager  51  zu  dem 
ihm  zugehörigen  Punktsysteme  hat  (§30).  Ist  das  ge- 
gebene Punktsystem  hyperbolisch,  so  muss  der  Kegelschnitt  durch 
die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  gehen  und  ist  also  durch 
diese  fünf  Punkte  vollständig  bestimmt;  wenn  es  aber  elliptisch 
ist,  so  sind  die  Asymptotenpunkte  imaginär  und  man  kann  folgender- 
massen  konstruiren:  Trifft  die  Verbindungslinie  P2P3  ^^^  Träger  9( 
in  $j  und  ist  a^  der  zu  s^  konjugirte  Punkt  des  Punktsystems, 
ferner  q^  der  vierte  harmonische  zu  s.iP2P^»  dem  s^  zugeordnet, 
so  wird  Q^  a^  die  Polare  von  s^  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt sein;  trifft  p^p^  in  $2  den  Träger  51,  ist  a^  der  konjugirte 
Punkt  zu  $2  und  ^2  ^^^  vierte  harmonische  Punkt  zu  «2/^1/93,  so 
ist  ^2^2  ^^®  Polare  von  «gJ  ^^^  Schnittpunkt  (pjC^i,  (»2^2)  =  ^ 
ist  der  Pol  von  51  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt;  durch 
ihn  muss  auch  die  in  analoger  ^Weise  konstruirle  dritte  Gerade 
(»gffg  gehen.  Die  Verbindungslinien  p^a  und  <r,7>2  (oder  ß^Pt) 
treffen  sich  Jtg  oder  (<?iP2»  ^2Pi)  =  ^z*  ebenso  (<s^Pi,  o^p^)  =  n^, 
('^2Pz»  ^'6P2)  ^^^i'^  ^^^  ^^^^  Punkte  Tr^TTgTUg  liegen  auf  dem  ge- 
suchten Kegelschnitt  und  p^Tt^,  P2^2*  Pz^z  schneiden  sich  in  a. 
Um  beliebig  viele  Punkte  des  Kegelschnitts  zu  erhalten,  haben 
wir  nur  den  veränderlichen  Schnittpunkt  [p^x,  n^h)  aufzusuchen. 
Hieran  knüpft  sich  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe:  Es 
soll  ein  Kegelschnitt  konstruirt  werden,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  p  gebt  und  zwei  gegebene 
Punktsysteme  {x,  J)   auf  dem   Träger  51  und   (y,  ri)   auf 
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'  dem  Träger  IBzu  denahm  zugehörigen  Punktsystemen 
hat.  Sei  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  {^,  33)  in  dem 
ersten  Punktsystem  mit  s,  in  dem  zweiten  mit  i  bezeichnet  und 
die  konjugirten  zu  diesen  a  und  r,  deren  Verbindungslinie  € 
heisse;  dann  ist  (£  die  Polare  von  s  (oder  /)  in  Bezug  auf  den 
gesuchten  Kegelschnitt,  enthält  also  die  Pole  sowohl  von  ^  wie 
von  iß.  Wir  müssen  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  p  ein 
solches  Strahlenpaar  ziehen,  welches  sowohl  91  als  auch  S3 
in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  trifft;  dasselbe  wird  6  in 
den  beiden  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts  treffen,  nach 
unserm  obigen  Satze.  Ein  solches  Paar  ist  immer  reell  vorhanden, 
sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Punktsysteme  elliptisch  sind; 
nur  wenn  beide  hyperbolisch  wären,  braucht  es  nicht  reell  zu 
sein;  in  diesem  Falle  aber  bestimmen  die  vier  Asymptotenpunkte 
und  p  vollständig  den  gesuchten  Kegelschnitt.  In  den  andern 
Fällen  legen  wir  durch  p  zwei  concentrische  Strahlsysleme  mit 
den  gegebenen  Punktsystemen  perspektivisch;  diese  haben  (§  16) 
ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Strahlen ,  welches  das 
gesuchte  ist;  trifft  dasselbe  die  Gerade  (£  in  c  und  y,  so  liefert 
der  veränderUcbe  Schnittpunkt  {ex,  ySj  alle  Punkte  des  gesuchten 
Kegelschnitts.  Die  den  obigen  polar -entsprechenden  Aufgaben 
werden   in  analoger  Weise  gelöst. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  dem  Ausgangspunkte  dieses  Para- 
graphen zurück  und  halten  die  Verbindungslinie  pTC  fest,  ver- 
ändern aber  das  Punktenpaar  pn  auf  ihr,  indem  wir  an  seine 
Stelle  alle  Paare  konjugirter  Punkte  des  ganzen  der  Geraden  pn 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsystems  setzen, 
so  bleibt  der  Pol  fest;  die  Durchbohrungssehne  läuft  also  durch 
einen  festen  Punkt  und  in  B.»  entsteht  ein  Strahisystem ;  w  ir 
schliessen  also: 

Dreht  man  um  einen  festen  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  einen  veränderlichen  Strahl, 
welcher  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  Punkten  P  und  Pj 
trifft,  und  verbindet  einen  beliebigen  aber  festen 
Punkt  B  des  Kegelschnitts  mit  dem  veränderlichen 
Punktenpaare  PPi,  so  beschreibt  dies  Strahlenpaar 
BP,  BP^  ein  Strahlsystem. 

Dies  lässt  sich  auch  umkehren: 

Verlegt  man  in  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  den 
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Mittelpunkt  eines  beliebigen  Strahlsystenis,  so  durch- 
boiiren  zwei  konjugirte  Strahlen  desselben  den  Kegel- 
schnitt immer  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Verbin- 
dungslinie  durch  einen  festen  Punkt  läuft.  Dieser  wird 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  je  nachdem 
das  Strahlsystem  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.  Der  Beweis 
ergiebt  sich  leicht;  denn  da  zwei  Paar  konjugirter  Strahlen  das 
Strahlsystem  vollständig  bestimmen  und  die  beiden  Durchbohrungs- 
sehnen derselben  sich  in  einem  Punkte  x  treffen,  so  wird,  wenn 
wir  alle  Sehnen  durch  x  ziehen ,  nach  dem  vorigen  Satze  in  B  ein 
Strahlsystem  entstehen ,  welches  mit  dem  gegebenen  identisch  ist. 

Hieraus  erhalten  wir  als  besonderen  Fall,  wenn  wir  ein 
Kreissystem  für  das  Strahlsystem  nehmen,  folgenden  Satz: 

Dreht  man  den  in  der  Peripherie  eines  Kegel- 
schnitts befindlichen  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
beliebig  herum,  so  dass  die  Schenkel  den  Kegel- 
schnitt immer  in  zwei  n'euen  Punkten  treffen,  so  wird 
die  Verbindungslinie  derselben  'durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  welcher  mit  dem  Scheitel  verbunden 
die  Normale  des  Kegelschnitts  liefert,  d.  h.  diejenige 
Gerade,  welche  senkrecht  steht  auf  der  Taugente  des 
Kegelschnitts. 

Die  den  vorigen  analogen  Sätze,  welche  wir  entweder  durch 
die  gleichen  Schlösse  aus  unserer  früheren  Betrachtung  (Fig.  37) 
ableiten  oder  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  angedeuteten 
Prinzip  der  Polarisation  direkt  abschreiben  können,  lauten  foN 
gejjdermassen: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  beliebigen  Ge- 
raden in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  Tangenten- 
paare an  denselben,  so  treffen  sie  irgend  eine  feste 
Tangente  des  Kegelschnitts  in  Punktenpaaren  eines 
Punktsystems.     Und  umgekehrt: 

Nimmt  man  in  einer  Tangente  des  Kegelschnitts 
ein  beliebiges  Punktsystem  o:^  an  und  legt  aus  je  zwei 
konjugirten  Punkten  desselben  die  anderen  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  so  ist  der  Ort  ihres  Schnittpunk- 
tes eine  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  trifft  oder  nicht 
trifft,  je  nachdem  das  angenommene  Punktsystem  hyperbolisch 
oder  elliptisch  war. 
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Fassen  wir  Jetzt  (Fig.  38)   z>Yei  beliebige  Paare  konjugirter 
Punkte  in  ßezug   auf  ,,,.     „^ . 

°  {Flg.  38.) 

den  Kegelschnitt  a  und 
a,  b  und  ß,  die  nicht 
auf  dei^elben  Geraden 
liegen,  ins  Auge;  sei 
j4  die  Polare  von  «, 
welche  mithin  durch 
ce  gehen  muss,  B  die 
Polare  von  ft,  welche 
durch  ß  geht,  und  s 
der  Schnittpunkt  von 
A  und  B,  Ziehen  wir 
die  Verbindungslinie 
ab,  welche  von  A  in  a 
und  von  ^  in  b  ge- 
troffen wird,  so  sind 
aa  und  bh  zwei  Punktenpaare  desjenigen  Punktsystems,  weiches 
der  Geraden  ab  in  ßezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehurt;  dieses 
Punktsystem  wird  aber  auch  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte 
der  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  mit  der  Transversale 
ab  (§  18).  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  (aß,  ba)  = /,  so 
hat  das  vollständige  Viereck  aß  st,  ein  Seitenpaar  as  =^  A  und 
ßi  z=  ta,  ein  zweites  Seitenpaar  ßs  =  B  und  at  =  tb,  als 
drittes  Seitenpaar  aber  ccß  und  st;  da  die  erslen  beiden  Seiten- 
paare die  Transversale  ab  in  Paaren  konjugirter  Punkte  desjeni- 
gen Punktsystems  treffen,  welches  derselben  in  ßezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört,  und  dies  Punktsystem  schon  durch  zvtei 
Paare  bestimmt  ist,  so  treffen  auch  aß  und  st  die  Gerade  ab 
in  zwei  konjugirten  Punkten  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  oder 
der  Schnittpunkt  [aby  or^)  hat  zu  seinem  konjugirten  auf  ab 
denjenigen,  in  welchem  st  es  trifft.  Der  Punkt  s  ist  aber  der 
Pol  von  ab,  weil  er  der  Schnittpunkt  der  Polaren  AB  ist;  folg- 
lich muss  st  die  Polare  des  Punktes  (ab,  aß)  sein;  .sie  geht 
nun  durch  den  Punkt  /  =  (aß,  ba);  folghch  sind  (ab,  aß) 
und  (aß,  ab)  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
und  wir  erhalten  den  folgenden  Satz:*) 

*)  O.  Hesse:  „de  curvis  et  superficiebiis  secundi  ordinis,*'  Crelle's 
Journal  für  Mathematik  Bd.  XX  Seite  301. 
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Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  aa  und  hß,  so  sind  die 
Schnittpunkte  [ab,  aß)  und  [aß,  ab)  allemal  ein  drit- 
tes Paar  konjugirter  Punkte.     Oder: 

Wenn  zwei  Paar  Gegenecken  eines  ToUständigen  Vierseits 
Paare  konjugirter  Punkte  in*  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  sind, 
so  ist  es  auch  das  dritte  Paar.  In  gleicher  Weise  wird  auch  der 
polare  Nebensatz  bewiesen: 

Sind  a,  a  utid  b,  ß  irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  auch 
die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  [ab,  aß)  und 
[aß,  ab)  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Rezug  auf 
den  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  anderseits  anstatt  der  Polaren  A  und  B  von  a 
und  b  die  Polaren  A  und  B  von  a  und  ß  genommen  hätten, 
deren  Schnittpunkt  <s  sei,  so  würde  in  derselben  Weise  et  als 
die  Polare  yon  J^ab,  aß)  gefunden  worden  sein;  folglich  müssen 
soi  m  derselben  Geraden  liegen.  Die  beiden  Polaren  A  und  A 
schneiden  sich  aber  in  a^ ,  dem  Pol  Ton  a  a,  und  aaa^  bilden 
daher  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt; ebenso  schneiden  sich  die  Polaren  B  und  B  in  ß^  und 
bßß^  bilden  ein  anderes  Tripel;  es  ist  nun 

[A,  B)  =  s  (A,  B)  =  tf, 

d.  h. 

und 

[aß,  ba)  =  t; 

da  sat  in  gerader  Linie  liegen  und  als  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  eines  Pascal'schen  Sechsecks 

aa^ab  ßy  ß 

aufgefasst  werden  können,  so  folgt  (§  28),  dass  die  sechs  Punkte 
aaa^  bß.ß^,  d.  h.  die  Ecken  zweier  Tripel  konjugirter  Punkte 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.     Wir  schliessen  also: 

Zwei  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  sind  immer  sechs  Punkte  eines  neuen 
Kegelschnitts,  und  zugleich  gilt  der  analoge  Satz: 

Zwei  Tripel  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  sind  immer  sechs  Tangenten  eines 
neuen  Kegelschnitts. 
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Da  die  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  ein  Tripel 
konjugirter  Punkte  sind,  zugleich  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen 
bilden,  so  ergiebt  sich  beilaußg  der  in  §  28  direkt  bewiesene 
Satz:  dass,  wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen ,  die  sechs  Seiten  derselben  einen  andern  Ke- 
gelschnitt berühren  und  umgekehrt. 

Ferner  folgt  hieraus:  Hat  man  in  Bezug  auf  einen  Kegel«* 
schnitt  JT  zwei  Tripel  konjugirter  Punkte,  welche  in  einem  Kegel- 
schnitt if^  liegen,  während  die  Seiten  dieser  Tripeldreiecke  einen 
Kegelschnitt  ^^  berühren,  so  sind  K^  und  $]  reciproke  Polar- 
figuren ?on  einander  in  Bezug  auf  die  Basis  IC,  denn  die  sechs 
Seiten  sind  die  Polaren  der  sechs  Ecken.  Nehmen  wir  also  ir- 
gend einen  Punkt  p^  auf  if^,  so  wird  seine  Polare  in  Bezug  auf 
K^  eine  Tangente  von  1^^  sein;  sei  einer  ihrer  Schnittpunkte  mit 
Kl  der  Punkt  q^,  so  wird  auch  die  Polare  von  q^  in  Bezug  auf 
IT  eine  Tangente  von  Si  sein  müssen,  und  da  sie  durch  p^  geht, 
so  ist  sie  eine  der  beiden  von  p^  an  S^  zu  legenden  Tangenten; 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  Polare  von  p^  ist  der  dritte  Tripelpunkt 
r,  zu  pi  und  qy,  d.  h.  der  Pol  von  p^q^l  da'  nun  zwei  Tripel 
immer  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen,  so  wird  auch  der 
Kegelschnitt  IC^ ,  welcher  schon  ein  Tripel  enthält  und  durch  p^q^ 
geht,  wodurch  er  unzweideutig  bestimmt  ist,  durch  r^  gehen 
müssen  und  der  Kegelschnitt  $^ ,  welcher  bereits  die  Seiten  eiifes 
der  anfänglichen  Tripeldreiecke  und  ausserdem  ^,  r^  und  p^  r^ 
berührt,  wird  auch  p^q^  berühren  müssen;  der  Kegelschnitt  A\. 
erhält  also  ein  drittes  Tripel  p^  q^  r^ ,  dessen  Seiten  ebenfalls 
Tangenten  von  ^^  sind.  Die  beiden  Kegelschnitte  j^^  und 
$1  liegen  also  so,  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke 
giebt,  welche  gleichzeitig  dem  ersten  eingeschrieben 
und  dem  zweiten  umgeschrieben  sind  (§28) ;  jedes  die- 
ser Dreiecke  bildet  einTripel  konjugirter  Punkte  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K.  Dies  lässt 
sich  auch  so  aussprechen:  Jede  Tangente  des  Kegelschnitts  S^ 
schneidet  IC^  in  zwei  Punkten,  welche  konjugirte  Punkte  in  Be- 
zug auf  K  sind  und  das  Tangentenpaar  aus  jedem  Punkte  von  if| 
an  S^  ist  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  K.  Hieraus 
folgt,  wenn  wir  insbesondere  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der 
Kegelschnitte  if  und  ^^  auffassen,  dass  K^  durch  die  beiden. Be- 
rührungspunkte   derselben    geben   muss;    denn   zwei    konjugirte 


160  Zweiter  Abschnitt. 

Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liegen  immer  harmonisch 
mit  dem  Tangentenpaar,  welches  aus  ihrem  Schnittpunkte  an  den 
Kegelschnitt  gelegt  werden  kann.  Da  nun  das  Tangentenpaar  aus 
jedem  Punkte  p^  des  TTj  an  Ä,  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  für 
K  ist,  so  bilden  die  Tangentenpaare  aus  p^  an  IC  und  an  Äj  vier 
harmonische  Strahlen;  fallen  von  vier  harmonischen  Strahlen  ir- 
gend zwei  zusammen,  so  muss  auch  von  den  übrigen  einer  in 
diese  beiden  hineinfallen,  also  für  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente von  -AT  und  ffj  muss  der  Punkt  p^  entweder  in  dem  einen 
oder  dem  andern  Berührungspunkte  liegen.  Wir  schüessen  also: 
Der  Kegelschnitt  if|  geht  durch  die  acht  Berührungs- 
punkte der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegel'schnitte  ^^  und  IC,  und  hieraus  folgt:  Der  Kegel- 
schnitt ^j  berührt  die  acht  Tangenten,  weiche  in  den 
vier  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  JCi  und  K  an 
beiden  gezogen  werden  können.  Dass  jene  acht  Punkte 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  diese  acht  Geraden  einen  Ke- 
gelschnitt berühren  müssen,  haben  wir  schon  früher  (§  27)  ge- 
funden (vergl.  §  55). 

Das  Resultat  der  obigen  Betrachtung  lässt  sich  noch  anders 
aussprechen;  es  ist  nämlich  A  die  Polare  von  a,  ß  die  Polare 
von  b  und  aß  die  Polare  von  (A,  B)  =  <r;  wir  haben  also  ein 
Dreieck  aba  und  sein  Polar-Dreiseit,  gebildet  von  den  drei  Ge- 
raden A,  B,  aß;  die  gegenüberliegenden  Ecken  dieses  Dreiseits 
sind  ß,  a^  s  und  nach  dem  Obigen  schneiden  sich  aß,  ba,  s6  in 
einem  Punkte  i;  folglich  erhalten  wir  den  Satz: 

Ein  beliebiges  Dreieck  und  sein  Polardreieck  lie- 
gen immer  perspektivisch,  d.  h.  sind  abc  drei  beliebige 
Punkte  und  ABC  resp.  ihre  Polaren  (die  Seilen  des  ersten  Drei- 
ecks 6c  =  9l;  ca  =  33;  ab  =  ^  und  die  Ecken  des  letzteren 
[B,  C)  :=  a  {C,  A)  =  i  [A,  B)  =  c),  so  schneiden  sich  die  drei 
Verbindungsstrahlen  aa,  bh  und  cc  in  einem  Punkte  und  die 
drei  Schnittpunkte  (A,  91)  (B,  35)  {C,  6)  Hegen  auf  einer  Gera- 
den, welche  die  Polare  dieses  Punktes  ist. 

Verfolgen  wir  diese  von  einem  beliebigen  Dreieck  abc  und 
deren  Polaren  ABC  gebildete  Figur  weiter,  so  ergiebt  sich  dar- 
aus, die  Lösung  einer  interessanten  und  ihrer  Zeit  berühmten 
Aufgabe: 
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Sind  nämlich  die  Ecken  des  Polardreiecks: 

[B,  C)z==a,      [C,  Ä)  =  b,      (A,  B)  =  c, 
so  schneiden  sich  nach  dem  vorigen  Satze  aa,  hh,  cc  in  einem 

(Fig.  39.) 


Punkte  o;  möge  oa  in  cc  die  Polare  A  treffen,  ob  in  ß  die  Po- 
lare B,  oc  in  y  die  Polare  C,  so  bilden  a  ßy  ein  neues  Dreieck, 
welches  mit  den  beiden  vorigen  perspektivisch  liegt  und  dessen 
Ecken  resp.  auf  den  Polaren  ABC  liegen.  Nun  zeigt  aber  die 
harmonische  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  ah  aß,  dessen 
Seiten  aa,  /5b  sich  in  o  treffen,  während  ah  =  A,  ßa  =  B  sich 
in  c  treffen,  dass  die  vier  Strahlen  aß,  ay,  aa  und  A  vier  har- 
monische Strahlen  sind,  aß  und  ay  zugeordnete,  aa  und  A  zu- 
geordnete Strahlen;  nun  sind  aber  a  und  A  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  begegnet  daher  die  Gerade  aß 
dem  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  z  und  z^,  so  wird,  wenn 
wir  za  ziehen,  der  andere  Schnittpunkt  ^  dieser  Verbindungslinie 
mit  dem  Kegelschnitt  durch  a  und  den  Schnittpunkt  mit  A  von  z 
harmonisch  getrennt  werden,  d.  h.  t/z  liegen  harmonisch  zu  a 
und  dem  Schnittpunkt  von  yz  mit  A;  folglich  muss  der  andere 
Schnittpunkt  y  auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  az,  A,  aa 
liegen,  d.  h.  nach  dem  Vorigen  auf  a^^;  ^  liegt  also  auf  ay; 
ziehen  wir  anderseits  z^a,  welches  in  y^  dem  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  begegnen  möge,  so  muss  auch  y^  auf  ay  liegen, 
oder  ay  trifft  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Punkten  yy^;  also 
die  beiden  Seiten  aß  und  ay  treffen  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktenpaaren  zz^  und  yy^,  dass  zy  und   z^y^  durch  a 

Schröter,  Theorie  d.  Keg>elschn.  H 
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gehen,  daher  zy^  und  z^y  sich  in  a^  auf  der  Polare  A  schnei- 
den; in  gleicherweise  treffen  die  beiden  Seiten  aß  und  ßy  den 
Kegelschnitt  in  zwei  solchen  Punktenpaaren  zz^  und  xx^,  dass 
zx  und  z^x^  sich  in  b  treffen,  also  zx^  und  z^x  sich  in  b^  auf 
der  Polare  B  schneiden;  endlich  aber  treffen  die  beiden  Seiten 
ßy  unday  den  Kegelschnitt  in  zwei  solchen  Punktenpaaren 
xx^  und  yy^,  dass  von  den  beiden  Schnittpunkten  {xy,  x^y^)  und 
{xy^,  x^y)  der  eine  c  ist  und  der  andere  c^  auf  der  Polare  C 
liegt;  es  fragt  sich  nur  noch,  welcher  c  ist  und  welcher  c^. 
Dies  ist  nicht  schwer  zu  entscheiden,  denn  die  sechs  Punkte 
zz^  yy^  xx^  auf    dem    Kegelschnitt    bilden    ein    PascaTsches 

Sechseck 

X  z  y  x^  z^  y^ , 

dessen  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
da  nun  (xz,  x^z^)  =  b  {yz,  y^z^)  =  a,  so  muss  der  dritte 
(xy^,  x^y)  =  Ci  sein,  denn  die  willkührlich  angenommenen  Punkte 
abc  liegen  nicht  in  einer  Geraden;  folglich  ist  {xy,  x^y^)  =  c. 
Das  dem  Kegelschnitt  einbeschriebene  Dreieck  xyz  hat  also  die 
Eigenschaft,  dass  seine  drei  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte 
abc  gehen,  und  das  andere  Dreieck  x^y^z^  hat  dieselbe  Eigen- 
schaft.    Daraus  erhellt  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Es  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben  und  drei  beliebige 
Punkte  a&c,  man  soll  ein  Dreieck  dem  Kegelschnitt 
einbeschreiben,  dessen  Seiten   durch  abc  laufen. 

Auflösung.  Man  konstruire  zu  abc  die  Polaren  ABC, 
deren  Schnittpunkte  seien  {B,  C)  =  a,  (C,  A)  =  B,  {A,  B)  =  c;  die 
Verbindungslinie  aa  trifft  ^  in  a,  hb  Irifll  B  in  ß,  cc  trifft  C  in  y. 
Die  Seiten  des  Dreiecks  a  ßy  treffen  den  Kegelschnitt  in  drei 
Punktenpaaren,  welche  die  Ecken  zweier  der  Aufgabe  genugen- 
den Dreiecke  sind,  nämlich  aß  in  z  und  z^  ßy  in  x  und  x^, 
ya  in  y  und  "y^  und  zwar,  wenn  man  die  Schnittpunkte  von  aß 
mit  dem  Kegelschnitt  durch  z  und  z^  bezeichnet  hat,  so  trifft 
za  in  y,  z^ a  in  y^,  zb  in  x  und  z^b  in  x^,  xy  und  x^y^  schnei- 
den sich  in  c;  es  giebt  also  im  Allgemeinen  zwei  Dreiecke  xyz 
und  x^y^z^  von  der  gewünschten  ßeschaffenheit,  so  dass  die  Seiten 
yz,  zx,  xy  resp.  durch  abc  gehen  und  ebenfalls  y*2^  z^x^,  x^y\ 
Diese  beiden  Dreiecke  können  aber  auch  imaginär  werden,  wenn 
nämlich  eine  Seite  des  Dreiecks  aßy  den  Kegelschnitt  nicht  trifll, 
woraus  dann  folgt,  dass  auch  die  andern  ihn  nicht  treffen  können; 
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insbesondere  können  beide  Dreiecke  zusammenfallen;  (welche  Be- 
dingung musste  alsdann  zwischen  den  gegebenen  Punkten  abc  ob- 
walten?) Sind  insbesondere  abc  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  giebt  es,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  nicht  zwei  Auflösungen  der  Aufgabe,  sondern  unendlich 
viele;  sie  ist  unbestimmt,  (lieber  die  Geschichte  dieses  Problems 
vergl.  Ghasles,  Apercu  historique  Note  XL  Eine  elegante  Lö- 
sung der  allgemeineren  Aufgabe  hat  Göpel  in  dem  Aufsatze:  „Ueher 
Projektivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde",  Grelle 's 
Journal  Bd.  XXXVI  Seite  317  gegeben.) 

Aus  dem  oben  bewiesenen,  bei  vielen  geometrischen  Unter- 
suchungen nützlichen  Satze,  dass  die  Durchbohrungssehnen  der 
Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  mit  einem  Kegelschnitt,  welcher 
durch  den  Mittelpunkt  des  Sirahlsystems  geht,  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen,  folgt  zugleich  eine  andere  sehr  einfache  Lösung 
der  in  §  16  besprochenen  Aufgabe:  „Das  gemeinschaftliche 
Paar  konjugirter  Strahlen  bei  zwei  concentrisch  lie- 
genden Strahlsystemen  zu  finden";  legen  wir  nämlich 
durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  beider  Strahlsysteme 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  IC,  so  bestimmen  die  Durchbohrungs- 
sehnen des  einen  Strahlsystems  einen  Punkt  P,  die  des  andern 
einen  Punkt  P^  und  die  Sehne  PP^  trifft  den  Kegelschnitt  E  in 
zwei  solchen  Punkten,  nach  denen  das  gesuchte  gemeinschaftliche 
Strahlenpaar' der  beiden  Systeme  hingeht.  Diese  beiden  Schnitt- 
punkte sind  immer  reell,  sobald  nur  einer  der  beiden  Punkte 
P,  P^  innerhalb  des  Kegelschnitts  K  liegt,  d.  h.  eines  der  bei- 
den Strahlsysteme  elliptisch  ist.  Sind  aber  beide  hyperbolisch, 
so  braucht  die  Verbindungslinie  PP^  den  Kegelschnitt  K  nicht  zu 
treffen,  weil  beide  Punkte  ausserhalb  desselben  liegen.  In  die- 
sem Falle  gehen  reelle  Tangentenpaare  aus  P  und  P^  an 
den  Kegelscjmitt  AT  und  die  Berührungspunkte  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Gentrum  beider  Strahlsysteme  verbunden  liefern  die 
Asymptoten  derselben;  die  Berührungssehnen  schneiden  sich  aber 
in  einem  Punkte  p,  dem  Pol  von  PP^,  innerhalb  IC,  sobald  die 
Verbindungslinie  PP^  den  Kegelschnitt  IC  in  keinem  reellen  Punkte 
trifft,  dagegen  ausserhalb  IC,  wenn  PP^  in  zwei  Punkten  dem 
Kegelschnitt  begegnet ;  der  Punkt  p  inducirt  also  selbst  ein  neues 
Strahlsystem  in  dem  gemeinschaftlichen  Gentrum,  dessen  zwei 
Strahlenpaare  die  Asymptoten  der  gegebenen  beiden  Strahlsysteme 

11* 
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sind.  Wenn  nun  dieses  neue  Strahisystem  eliiptisch  ist,  so  haben 
die  gegebenen  Strahisysteme  kein  gemeinschaftliches  Paar  konju- 
girter  Strahlen;  ist  es  dagegen  hyperbolisch,  so  haben  sie  ein 
gemeinschaftliches  Paar  und  dieses  bilden  die  Asymptoten  des 
durch  die  beiden  Asymptotenpaare  der  gegebenen  Strahisysteme 
bestimmten  neuen  Strahlsystems. 

Schliesslich  soll  noch  eine  Eigenschaft  der  St  ein  er 'sehen 
Punkte  beim  Hexagrammum  mysticum  (§  28)  nachgewiesen  wer- 
den, welche  mit  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  zusam- 
menhängt, dass  nämlich  ein  Steiner'scher  Punkt  und  sein 
Gegenpunkt  allemal  zwei  konjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  sind.*}  Hierzu  müssen  wir  uns  das 
Raisonnement  aus  §  28  noch  einmal  zurückrufen: 

Die  drei  Sechsecke: 

12  3  4  5  6 
14  3  6  5  2 
16  3  2  5  4 

liefern  drei  Pasc  a  Ische  Linien,  welche  sich  in  einem  Steiner- 
schen  Punkte  treffen,  und  die  drei  Sechsecke: 

12  5  4  3  6 
14  5  6  3  2 
16  5  2  3  4 

drei  PascaTsche  Linien,  welche  sich  im  Gegenpunkte  treffen. 
Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
hei  der  ersten  Gruppe  von  Sechsecken: 

(12,  45)  =  «,  (34,  16)  =  «2  (öö'  23)  =  a^ 
(45,  36)  =  ftj  (16,  25)  =  b^  (23,  14)  =  b^ 
(36,  12)  =  c,       (25,  34)  =  c^       (14,  56)  =  Cg, 

so  folgt: 

45  =  a^bi  16  =  «2^2  2^  ^^  ^3^3 
36  =  b^c^  25  =  62^2  14  =  ^3^3 
12  =  c^aj       34  =  ^2  02       ö^  =  ^3^3« 

Da  nun  aber  in  dem  Sechseck  der  zweiten  Gruppe: 

12  5  4  3  6 
die  Schnittpunkte: 


*)  Hesse:  „Ueber  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid*S 
Grell e's  Journal  Bd.  XXIV  Seite  40. 
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(12,  34)  (25,  36)  (45,  16)       oder 

in  einer  Geraden  liegen,  so  schneiden  sich  a^aj,  61&2'  ^1^2  ^^ 
einem  Stein  er 'sehen  Punkte  p;  bezeichnen  wir  die  letzten  drei 
Punkte : 

(12,  34)  =  /S3       (25,  36)  =  «3       (45,  16)  =  ^3, 

so  sind  «^ß^y^  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Seiten  der  bei- 
den perspektivisch  liegenden  Dreiecke  a^h^c^  und  a^b^c^'^  in 
gleicher  Weise  bezeichnen  wir: 

(34,  56)  =  ft       (25,  14)  =  a^       (16,  23)  =  y^ 
(56,  12)  =  ß^      (14,  36)  =  «2       (23,  45)  =  y^, 

und  otißiy^  liegen  in  einer  Geraden  als  Schnittpunkte  kor- 
respondirender   Seiten    der    perspektivisch     liegenden    Dreiecke 

^2  ^2  ^2  ^^^  ^3  ^3^3»  endlich  liegen  (^2 1^2  9^2  ^"  einer  Geraden 
und  sind  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Seiten  der  per- 
spektivisch liegenden  Dreiecke  «36303  und  a^h^c^^  die  drei  Linien 
^\?\7i*  ^^2/^2^2'  ^z?^7z  schneiden  sich  aus  demselben  Grunde, 
wie  oben  a^a^a^,  ^1^2  ^3'  ^1^2  ^3  *^  einem  Stein  er 'sehen  Punkte 
TT,  welcher  der  Gegenpunkt  von  p  heisst. 

Nun  sehen  wir  aus  dem  obigen  Schema,  dass  die  Punkte 
a^  nnd  a^  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind, 
denn  es  sind  zwei  Diagonalpunkte  des  Vierecks  1245  im  Kegel- 
schnitt; ebenso  sind  es  auch  h^  und  ß^,  c^  und  y^,  überhaupt 
je  zwei  mit  gleichnamigen  Buchstaben  aus  dem  lateinischen  und 
griechischen  Alphabet  und  demselben  Index  bezeichnete  Punkte; 
es  liegt  daher  nahe,  zu  vermuthen,  dass  auchp  und  %  konjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sein  werden.  In  der  That, 
denken  wir  uns  die  Polaren  A^A^B^B^  der  Punkte  aia2^\^2 
ermittelt,  so  müssen  dieselben  nach  dem  Vorigen  beziehungsweise 
durch  die  Punkte  ^1^2/^1 1^2  gehen;  nun  ist  aber  der  Schnittpunkt 
(«i^if  «2^2)  =^3»  folglich  die  Verbindungslinie  [A^B^,  ^2-^2) 
die  Polare  von  y^  und  muss  durch  c^  gehen,  weil  c^  und  y^  kon- 
jugirte Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind.  Die  drei 
Schnittpunkte  (^^,  B^  [A^,  B^  und  03  liegen  also  in  gerader 
Linie;  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {A^,  A^)  =  a  und 
(^1»  ^2)=*'  so  ^^  A^=^a^a,  B^  =  ß^i^  ^2  =  *^2^  ^^^  B^  =  ß^i, 
endlich  c^  =  {ce^ci2,  /3i/?2)>  ^^  liegen  daher  die  drei  Schnittpunkte 
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in  einer  Geraden ,  d.  h.  die  korrespondirenden  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  aa^a^  und  b/?]^2  schneiden  sich  auf  einer  Geraden; 
folglich  liegen  die  beiden  Dreiecke  perspectivisch ,  d.  h.  ab,  ci^ß^, 
^2^2  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Der  Schnittpunkt  (ctißi,  a^ß^} 
ist  aber  n,  also  die  drei  Punkte  ab^c  liegen  in  einer  Geraden. 
Die  Verbindungslinie  ab  oder  [A^Ä^,  ^1^2)  *^^  ^^^  ^^®  Polare 
des  Punktes  {a^a^y  6^62)  oder  p;  die  Polare  von  p  geht  daher  durch 
n  oder  die  Steiner*schen  Gegenpunkte  p  und  tt  sind  ein 
Paar  konju  girter  Punkte  in  ßezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Die  sämmtiichen  20  Stein  er' sehen  Punkte  (§28)  zerfallen  also 
in   10  Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 

§.  32.    Durohxnesser   und   Mittelpunkt,    das   Strahlsystem 
der  konjugirten  Durchmesser  und  die  Axen  des- 

Kegelschnitts. 

Besondere  Fälle  der  allgemeinen  Polaritätsbeziehungen  des 
Kegelschnitts  fuhren  zu  denjenigen  Eigenschaften  desselben,  welche 
am  bekanntesten  sind  und  meist  zum  Ausgangspuiikt  für  die  Un- 
tersuchung der  Kegelschnitte  gewählt  werden.  Nehmen  wir  einen 
Punkt  im  Unendlichen  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  wird 
seine  Polare  erhalten  (§  30),  indem  wir  durch  ihn  Strahlen  ziehen, 
d.  h.  Parallele,  welche  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  Punkten  treffen, 
und  den  vierten  harmonischen,  dem  unendlich -entfernten  zuge- 
ordneten Punkt  konstruiren;  dieser  ist  (§  8)  der  Mittelpunkt 
zwischen  den  beiden  Schnittpunkten,  also:  Zieht  nian  in  be- 
liebiger Bichtung  eine  Beihe  paralleler  Sehnen  eines 
Kegelschnitts,  so  liegen  die  Mitten  derselben  auf  einer 
Geraden.  Eine  solche  Gerade  heisst  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts und  ist  die  Polare  eines  unendlich -entfernten  Punktes  in 
der  Ebene  desselben.  Die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten eines  Durchmessers  laufen  parallel,  nämlich 
durch  den  im  Unendlichen  liegenden  Pol  des  Durchmessers. 
Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  im  Unendlichen  und  ziehen 
durch  ihn  ein  Parallelstrahlen -Büschel,  so  liegen  die  Mitten  der 
durch  den  Kegelschnitt  abgeschnittenen  Stucke  auf  einem  zweiten 
Durchmesser,  der  Polare  des  zweiten  unendlich-entfernten  Punktes; 
der  Schnittpunkt  beider  Durchmesser  ist  der  Pol  der  Verbin- 
dungslinie beider  unendlich  -  entfernten  Punkte,  d.  h.  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  G  ,    Auf  jedem  durch  diesen  Schnitt- 
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punkt  zweier  Durchmesser  gehenden  Strahl  \ierden  also  durch 
den  Kegelschnitt  zwei  Punkte  bestimmt,  deren  Mitte  jener  Punkt 
ist,  oder  jeder  solcher  Strahl  ist  die  Polare  eines  bestimmten 
Punktes  im  Unendlichen,  d.  h. 

Sämmtliche  Durchmesser  des  Kegelschnitts  laufen 
durch  einen  festen  Punkt,  welcher  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  heisst  und  der  Polder  unendlich -entfernten  Geraden 
G^  ist. 

Bei  der  Hyberbel  ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Asymptoten  (§  26) ,  weil  dies  die  Polaren  (Tangenten)  der 
unendlich  -  entfernten  Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  er  liegt  also 
ausserhalb  der  Hyperbel.  Bei  der  Ellipse  liegt  er  innerhalb  derselben ; 
bei  der  Parabel  tritt  die  Eigenthümlichkeit  ein,  dass  ihr  Mittelpunkt 
auf  ihr  selbst  liegt,  nämlich  ihr  unendlich  -  entfernter  Punkt  ist; 
da  nämlich  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  Tangente  der  Parabel 
ist  (§  26),  so  ist  ihr  Pol  der  Berührungspunkt;  also  der  unend- 
lich-entfernte Punkt  der  Parabel  ist  zugleich  der 
Mittelpunkt  derselben  und  sämmtliche  Durchmesser  der  Pa- 
rabel laufen  parallel  nach  dem  unendlich  -  entfernten  Punkte  der- 
selben hin. 

Wie  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmtes Strahlsystem  und  jeder  Geraden  ein  bestimmtes  Punkt- 
system in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (§  29) ,  so  auch 
der  unendlich  -  entfernten  Geraden  und  dem  Mittelpunkt;  sind 
Punkt  und  Gerade  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
so  liegen  Strahlsy^tem  und  Punktsystem  perspektivisch,  also  das 
dem  Mittelpunkt  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahl- 
system liegt  mit  dem  der  unendlich-entfernten  Geraden  zugehörigen 
Punktsystem  perspektivisch.  Wir  erhalten  daher  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  dem  Mittelpunkt  zugehörigen  Strahlsystems,  indem 
wir  einen  beliebigen  Durchmesser  ziehen  und  den  Pol  desselben 
mit  dem  Mittelpunkte  verbinden,  d.  h.  den  Ort  der  Mitten  der 
zu  ihm  parallelen  Sehnen  bestimmen;  zwei  solche  Durchmesser 
des  Kegelschnitts,  deren  einer  der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem 
andern  parallelen  Sehnen  ist,  woraus  zugleich  folgt,  dass  der  erste 
der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem  zweiten  parallelen  Sehnen  ist, 
oder  was  dasselbe  sagt,  zwei  solche  Durchmesser,  deren  jeder 
seinen  Pol  auf  dem  andern  hat,  heissen  konjugirte  Durch- 
messer  des  Kegelschnitts;    die  sämmtlichen  Paare   kon- 
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der  Hyperbel  enthalten.  Das  den  Asymptoten  selbst  zuge- 
hörige Punktsystem  nimmt  wieder  den  einseitigen  parabolischen 
Charakter  an.  ßei  der  Parabel  endlich  ist  das  jedem  Durchmesser 
derselben  (d.  b.  einem  durch  den  unendlich  -  entfernten  Punkt 
der  Parabel  gehenden  Strahl)  zugehörige  Punktsystem,  weil  sein 
Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt  (§  16),  ein  hyperbolisch -gleich- 
seitiges, dessen  einer  Asymptotenpunkt  allein  im  Endlichen  liegt. 
Also  jeder  Durchmesser  der  Parabel  trifft  dieselbe  nur 
in  einem  endlichen  Punkte,  der  andere  ist  der  unendlich- 
entfernte  Punkt  der  Parabel. 

Die  in  den  Schnittpunkten  zweier  konjugirten  Durchmesser 
der  Ellipse  gezogenen  Tangenten  bilden  ein  der  Ellipse  umschrie- 
benes Parallelogramm,  dessen  parallele  Seitenpaare  den  konjugir- 
ten Durchmessern  parallel  laufen ;  die  Diagonalen  dieses  Parallelo- 
gramms bilden  ein  zweites  Paar  konjugirter  Durchmesser,  weil 
sie  mit  der  unendlich  -  entfernten  Geraden  ein  Tripel  konjugirter 
Strahlen  sind  als  Diagonaldreieck  eines  dem  Kegelschnitt  um- 
schriebenen Vierseits  (§  30).  Diese  beiden  Paare  bestimmen  das 
ganze  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser.  Wir  können 
aus  demselben  Grunde  auch  allgemeiner  sagen:  Die  Diagonalen 
irgend  eines  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Pa- 
rallelogramms sind  allemal  ein  Paar  konjugirte  Durch- 
messer desselben  und  die  Seitenpaare  eines  beliebigen 
dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  Parallelogramms 
laufen  allemal  parallel  zwei  konjugirten  Durchmessern 
desselben.  Bei  der  Hyperbel  trifft  nur  einer  von  zwei  kon- 
jugirten Durchmessern  dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  P  und  P^ ; 
die  Tangenten  in  denselben  laufen  dem  andern  konjugirten  Durch- 
messer parallel ;  trifft  (Fig.  40)  die  Tangente  in  P  die  Asymptoten 
(Fig.  40.)  ii)  den  Punkten  a  und  b,   so 

ist  der  Berührungspunkt  P  die 
Mitte  von  ab  (§26);  trifft  die 
Tangente  in  P^  die  Asymptoten 
in  a^  und  b^,  so  ist  gleichfalls 
P^  die  Mitte  von  c}h^\  da  aber 
^^  ^  ,   •     die  Mitte  von  PP^  der  Mittel- 

punkt M  der  Hyperbel  ist,  so  bilden  die  vier  Punkte  ab a^b^  die 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Seitenpaare  den  beiden  kon- 
jugirten Durchmessern  der  Hyperbel  parallel  laufen,  indem  ab^ 
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(Fig.  40a.) 


und  a^b  mit  PP^  parallel  sind.  Verändern  wir  den  durch  den 
Mittelpunkt  M  gezogenen  Durchmesser  PP^,  so  verändert  sich  dies 
Parallelogramm,  dessen  Seitenpaare  allemal  einem  Paar  kon- 
jugirter  Durchmesser  parallel  laufen  und  dessen  Flächeninhalt  kon- 
stant bleibt;  ebenso  wie  nun  das  eine  Seitenpaar  ab,  a^b^  die 
gegebene  Hyperbel  einhüllt,  wird  auch  das  andere  parallele  Seiten- 
paar eine  neue  Hyperbel  einhüllen;  denn  betrachten  wir  die 
Asymptoten  als  die  erzeugenden  Punktreihen  der  gegebenen  Hyper- 
bel, so  sind  in  ihrem  Schnittpunkte  die  besonderen  Punkte  r  und 
qi  vereinigt  (§26)  und  es  ist  also  iVa.  üfb  =  const.  Nun  ist 
aber  h^M  =  Mh;  der  Punkt  b^  durchläuft  also  eine  mit  der  von 
6  durchlaufenen  projektivisch- gleiche  Punktreihe;  also  sind  auch 
die  von  a  und  b^  durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch  und 
haben  ebenfalls  ihre  besonderen  Punkte  r  und  q^  in  itf  vereinigt; 
dies  zweite  Seitenpaar  ab^  und  aH  umhüllt  also  gleichfalls  eine 
Hyperbel,  welche  dieselben  Asymptoten  hat,  wie  die  erste  und 
ganz  in  die  beiden  andern  Scheitelräume  zwischen  die  Asymptoten 
hineinfällt;  diese  zweite  heisst  die  konjugirteHyperbel  (oder 
komplementäre  Hyperbel).  Die  Mittel- 
punkte QQ^  des  zweiten  parallelen  Sei- 
tenpaars unseres  Parallelogramms  sind 
die  Berührungspunkte  der  konjugirten 
Hyperbel;  QQ^  ist  also  ein  Durchmesser 
der  konjugirten  Hyperbel  und  hat  zu 
seinem  konjugirten  Durchmesser  PP^. 
Das  ganze  System  der  konjugirten  Durch- 
messer ist  daher  für  die  beiden  konju- 
girten Hyperbeln  dasselbe  und  sie  ergän- 
zen sich  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
Durchmesser,  welche  die  eine  Hyperbel 
in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  die 
andere  nicht  treffen  und  umgekehrt;  zwei  kopjugirte  Hyperbeln 
haben  nicht  allein  dieselben  Asymptoten,  sondern  auch  dieselbe 
Potenz  (§  26)  und  können  durch  dieselben  beiden  Punktreihen 
erzeugt  werden,  wenn  man  in  ihrem  Schnittpunkte  die  beson- 
deren Punke  t  und  q^  vereinigt;  die  zu  der  einen  konjugirte  Hy- 
perbel erhält  man  alsdann  dadurch,  dass  man  den  einen  der  beiden 
Träger  um  den  festen  Schnittpunkt  herumbewegt  um  180^,  so 
dass  jede  Hälfte  des  Trägers  in  die  Lage  der  andern  Hälfte  kommt. 


172  Zweiter  Abschnitt. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  bei  dem  Parallelogramm  aba^6^ 
dessen  Seitenpaare  durch  die  Punkte  P  und  P^,  Q  und  Q^  hal- 
birt  werden,  ebenso  wie  P  und  P^  die  Asymptotenpunkte  des  dem 
Durchmesser  PMP^  zugehörigen  Punktsystems  in  Bezug  auf  die 
ursprungliche  Hyperbel  sind,  die  Punkte  Q  und  Q^  ein  Paar  kon- 
jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  dieselbe  Hyperbel  sein  müssen;  denn 
die  Polare  von  a  geht  durch  P  und  läuft  parallel  aa^,  folglich 
durch  Q^  und  ebenso  ist  die  Polare  Ton  V  nichts  anderes,  als 
P^Q^,  mithin  ab*  die  Polare  ?on  Q^\  da  aber  die  Polare  von  Q^ 
durch  Q  geht,  so  sind  Q  und  Q^  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
die  ursprungliche  Hyberbel  und  zwar  dasjenige  Punktenpaar  des 
dem  Durchmesser  QMQ^  in  Bezug  auf  die  ursprungliche  Hyper- 
bel zugehörigen  Punktsystems,  welches  vom  Mittelpunkte  M  nach 
beiden  Seiten  hin  gleich  weit  absteht.  Auf  den  beiden  konjugir- 
ten  Durchmessern  MP  und  MQ  repräsentiren  also  diese  beiden 
Strecken,  welche  den  Hälften  der  Seiten  des  Parallelogramms 
aba^b^  gleich  sind,  zwd  solche  Längen,  dass  die  Quadrate  der- 
selben den  Inhalt  der  konstanten  Rechtecke  liefern,  welche  dem 
einen  und  dem  andern  Punktsystem  auf  diesen  Durchmessern  in 
Bezug  auf  die  Hyberbel  zugehören,  wobei  aber  festzuhalten  ist, 
dass  allemal  das  eine  Punktsystem  hyperbolisch,  das  andere  ellip- 
tisch ist. 

Das  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  zugehörige  Strahl- 
System  der  konjugirten  Durchmesser  hat,  wie  jedes  Strahlsystem 
(§  17),  ein  Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen 
und  nur  ein  einziges  Paar,  die  Axen  des  Strahlsystems,  wofern 
nicht  das  Strahlsystem  ein  Kreissystem  ist.     Also: 

Der  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  immer  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinklige  konjugirte  Durchmes- 
ser und  nur  ein  einziges  Paar  (wenn  er  nicht  Kreis  ist); 
diese  heissen  die  Axen  des  Kegelschnitts.  Eine  Ausnahme 
hiervon  macht  der  Kreis,  welcher  unendlich  viele  Axenpaare  hat. 
Um  die  Axen  des  Kegelschnitts  zu  finden,  hat  man  also  die  Axen 
desjenigen  Strahlsystems  aufzusuchen,  welches  dem  Mittelpunkt  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  und  welches  durch  zwei 
Paar  konjugirte  Strahlen  (Durchmesser)  bestimmt  wird.  .  Bei  der 
Hyperbel  sind  die  Axen  unmittelbar  zu  finden;  es  sind  nämlich 
die  Halbirungslinien  des  Winkels  zwischen  den  Asymptoten  und 
seines  Nebenwinkels,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  hyperbolischen 
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(Fig.  41.) 


Strahisystems  hervorgeht,   weil  jede  Asymptote  ein  Paar  zusam- 
menfallender konjugirter  Durchmesser  repräsentirt. 

Bei  der  Ellipse  sei  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Durch- 
messer und  die  (stets  reellen)  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
Ellipse  A  und  A^,  B  und  £^  ermittelt  (Fig.  41),  womit  zu- 
gleich zwei  Paar  konjugirte  Durch- 
messer bekannt  sind;  denn  zie- 
hen wir  durch  A  und  Ä^  zwei  ^ 
Parallele  zu  BB^  und  durch  B 
und  B^  zwei  Parallele  zu  AA^,%a 
erhalten  wir  ein  Parallelogramm 
ctßyd,  welches  der  Ellipse  umbe- 
schrieben  ist  und  dessen  Diago-  ^\ 
nalen  nach  dem  Obigen  ein  zwei- 
tes Paar  konjugirter  Durchmesser 
sind;  die  Axen  des  durch  diese 
zwei  Paar  konjugirter  Strahlen  vollständig  bestimmten  Strahl- 
systems lassen  sich  nun  in  elementarer  Weise  wie  folgt,  kon- 
struiren:  Das  Strahlsystem  des  Mittelpunkts  M  trifift  die  Seite  aß, 
deren  Mitte  A  ist,  in  einem  Punktsystem,  von  welchem  A  der 
Mittelpunkt  (dem  unendlich -entfernten  entsprechend)  und  aß  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  ist;  denken  wir  uns  über  aß  als  Durch- 
messer einen  Kreis  geschlagen  und  in  A  ein  Perpendikel  auf  aß 
errichtet,  welches  den  Kreis  in  den  Punkten  P  und  Q  treffen 
möge,  so  wird  die  ganze  durch  P  und  Q  gelegte  Kreisschaar  die 
Gerade  aß  in  dem  betrachteten  Punktsystem  schneiden,  d.  h.  jeder 
durch  PQ  gelegte  Kreis  in  zwei  konjugirten  Punkten  dieses  Punkt- 
systems. Nun  giebt  es  aber  einen  Kreis,  welcher  durch  PQ  und 
M  geht ;  dieser  schneidet  in  zwei  konjugirten  Punkten  jenes  Punkt- 
systems arg,  folglich  sind  Mx  und  M^  die  Richtungen  zweier  kdti- 
jugirten  Durchmesser,  und  da  sie  auf  einander  senkrecht  stehen, 
weil  a;|  ein  Durchmesser  dieses  Kreises  ist,  so  sind  es  die  gesuch- 
ten Axen  der  Ellipse.  —  Da  Axe  eines  Kegelschnitts  ein  solcher 
Durchmesser  desselben  ist,  dessen  konjugirter  auf  ihm  senkrecht 
steht,  oder  für  den  die  Tangente  in  einem  Schnittpunkt  zu  ihm 
rechtwinklig  ist,  so  können  wir  auch  für  die  Parabel  die 
Axen  ermitteln.  Alle  nach  dem  unendlich -entfernten  Punkte  der 
Parabel  (ihrem  Mittelpunkte)  gehende  Parallelstrahien  sind  Durch- 
messer derselben ;  jeder  schneidet  sie  nur  noch  in  einem  einzigen. 
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im  Endlichen  liegenden  Punkt  und  es  ist  ein  solcher  zu  suchen, 
dessen  Tangente  senkrecht  auf  dieser  Richtung  ist,  d.  h.  wir 
haben  eine  Tangente  aus  demjenigen  unendlich-entfernten  Punkte 
an  die  Parabel  zu  legen,  welcher  in  der  zu  der  Richtung  sämmt- 
lieber  Durchmesser  senkrechten  Richtung  liegt.  Da  es  durch 
jeden  unendlich  -  entfernten  Punkt  (ausser  der  unendlich  -  entfern- 
ten Geraden)  nur  noch  eine  Tangente  an  die  Parabel  giebt,  so 
giebt  es  auch  nur  eine  bestimmte  zu  der  Richtung  nach  dem  un- 
endlich-entfernten Punkt  der  Parabel  senkrechte  Tangente.  Der 
Reruhrungspunkt,  welcher  Scheitel  der  Parabel  heisst,  mit  dem 
unendlich  -  entfernten  Punkt  derselben  verbunden  liefert  eine 
Axe  der  Parabel;  die  andere  Axe  ist  die  unendlich  -  entfernte 
Gerade  selbst;  die  Parabel  hat  alsto  nur  eine  im  Endlichen  lie- 
gende Axe. 

§.  33.     Konstruktion  der  Axen  und  einige  daraus  hervor- 
gehende metrische  Beziehungen. 

Die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  dem  Kegelschnitt  heissen,  wie 
bei  der  Parabel,  auch  bei  Ellipse  und  Hyperbel  Scheitelpunkte 
und  die  endliche  Strecke  auf  jeder  Axe  zwischen  den  beiden 
Scheitelpunkten  wird  im  engeren  Sinne  Axe  des  Kegelschnitts 
genannt,  die  Hälfte  dieser  Strecke  Halbaxe.  Suchen  wir  zunächst 
bei  der  Ellipse  die  Grösse  der  Axen  zu  bestimmen:  Die  im 
vorigen  Paragraphen  angegebene  Konstruktion  ergab  zunächst  nur 
die  Richtung  derselben ;  sie  führt  aber  auch  leicht  zur  Restim- 
mung  ihrer  Grösse,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Scheitel- 
punkte die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems  auf  der 
Axe  sind,  welches  ihr  in  Rezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört; 
M  ist  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems;  der  Punkt  x  (Fig.  41) 
und  der  Schnittpunkt  seiner  Polare  bestimmen  ein  anderes  Paar 
konjugirter  Punkte;  die  Polare  von  x  muss  aber  durch  A  gehen, 
weil  A  der  Rerührungspunkt  einer  aus  x  an  den  Kegelschnitt 
gehenden  Tangente  ist,  sie  muss  ferner  senkrecht  auf  Mx  stehen, 
weil  sie  durch  den  Pol  von  Mxy  d.  h.  den  unendlich  -  entfernten 
Punkt  des  konjugirten  Durchmessers,  oder  der  anderen  Axe  gehen 
muss  und  die  beiden  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die 
Polare  von  x  ist  also  das  aus  A  auf  Mx  gefällte  Perpendikel; 
möge  es  in  x^  treffen,  so  ist  Mx.Mx^  das  konstante  Rechteck 
für  das  auf  der  Axe  befindliche  Punktsystem;  sei: 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projektivischer  Gebilde.  §  32.  33.       175 


Mx  .  Mx^  =  a^ 
wo  die  Grösse  a  durch  elementare  Konstruktion  leicht  zu  ermit- 
teln ist,  dann  sind  die  Scheitel  auf  dieser  Axe  der  £liipse  die 
Endpunkte  der  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M  aufge- 
tragenen Strecke  a;  also  2a  die  Länge  der  einen  Axe;  treffe 
gleicherweise  das  aus  Ä  auf  M'i  gefällte  Perpendikel  in  l^  und  sei: 

Ml .  Mi^  =  h\ 
so  wird  dief  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M  aus  auf 
die  zweite  Axe  aufgetragene  Strecke  h  die  Schnittpunkte  der  zweiten 
Axe  bestimmen,  deren  Länge  2h  ist.  Die  Axen  der  Ellipse  sind 
im  Allgemeinen  verschieden,  die  grössere  bezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  2a,  die  kleinere  mit  2h  und  nennt  erstere  die  „grosse 
Axe",  letztere  die  „kleine  Axe*'  der  Ellipse;  sind  sie  insbesondere 
gleich ,  so  ist  das  durch  die  Parallelen  in  den  Scheiteln  gebildete, 
der  Ellipse  umschriebene  Rechteck  ein  Quadrat,  dessen  Diago- 
nalen also  auch  zu  einander  rechtwinkelig  sind;  das  dem  Mittel- 
punkte zugehörige  Strahlsystem  hat  daher  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjugirte  Strahlen,  ist  also  (§  17)  ein  Kreissystem  und  die  Ellipse 
ist  in  diesem  besonderen  Fall  ein  Kreis. 

Aus  der  vorigen  Konstruktion  ergeben  sich  einfache  metrische 
Reziehungen  zwischen  den  Axen  und  irgend  einem  Paar  konjugir- 
ter  Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Retrachten  wir  das  recht- 
winkelige Dreieck  ^Mx  (Fig.  41),  in  dessen  Hypothenuse  sich  der 
Punkt  A  befindet;  die  Perpendikel  aus  A  auf  die  Katheten  treffen 
dieselben  in  ^^  und  x^  und  es  ist: 

Ml^  .  M^^  =  h^ 


Mx  .  Mx^  =  a^ 

Rezeich nen  wir  ferner  die  bei- 
den halben  konjugirten  Durch- 
messer MA  =  A  und  MB=^B, 
ihren  Winkel  AMB,  welcher  gleich 
dem  Winkel  xAM  ist,  mit  g),  so 
ergeben  sich,  wenn  wir  noch  aus 
M  das  Perpendikel  Mp  auf  die 
Hypothenuse  herablassen  (Fig.  42),  | 
folgende  Relationen: 

Mx^    =  xp  .  x^ 


(Fig.  42.) 


Mx 


xl 


Mx  .Mx^=Al .  xp 


MJ[       Ax 

Mi  jx 

Ml^.Ml'=Ax,,lp 
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Hieraus  folgt  also: 


{ 


a^  =  A^  .  xp 
}?•  =  Ax .  Ip. 

Da  nun 

^p  .  px=p]iP=::  [MA  sin  q>Y  c=:  A?  .  sin^  fp 
und         lA.Ax=AP^  =  AQ^=MB^r=:B'^  (Fig.  41.) 

so  folgt:  Ä^B^  sin  V  =  «'^^^ 

also :  (1.)      ^  J9 .  sin  9)  =  a  &. 

Ferner  haben  wir: 

Ax  =  Ap  +  j»a:         ^p  =  |^  +  -<4p 
ft^=  (^p  +  pir)  (1^  +  Ap)  =  Ap.^A  +  px,^A  +  Ap  .  px  +  ^p' 

=  ^/)2  ^  px  .  ^p  +  ^A  .  Ap 
a^=  ^A  .  px 

a^  +  &2  j-_  ^p2  ^  ^^    ^^  ^  j^^    ij^ 

und  da  ^p.px  =  pM^  Ap%,+ pM^  t=:  A3f^  =  ufi 

lA.Ax  =  B\ 

so  folgt:  (II.)       A^  +  B^  =  a^  +  b^. 

Die  Relation  (I.)  sagt  folgenden  Satz  aus: 

Das  von  den  Tangenten  in  den  Endpunkten  zweier 
konjugirten  Durchmesser  der  Ellipse  gebildete  Paral- 
lelogramm hat  konstanten  Inhalt,  der  gleich  ist  dem 
aus  den  Axen  der  Ellipse  gebildeten  Rechteck. 

Die  Relation  (IL)  lässt  sich  so  in  Worten  ausdrücken: 

Die  Summe  der  Quadrate  zweier  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  ist  konstant,  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Axen. 

Aus  dieser  metrischen  Beziehung  zwischen  den  Paaren  kon- 
jugirter  Durchmesser  der  Ellipse  geht  ein  ausgezeichnetes  Paar, 
die  gleichen  konjugirten  Durchmesser  der  Ellipse, 
hervor,  welches  einer  gewissen  Analogie  wegen,  die  es  mit  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  hat,  öfters  in  Betracht  kommt;  es  giebt 
nämlich  unter  den  Paaren  konjugirter  Durchmesser  eines,  dessen 
Längen  gleich  werden  und  welches  mithin  den  Bedingungen  ge- 
nügen muss: 

ft^  sin  0  =  aft 

2  ft2        =  «2  +  52^ 

wo  (i  die  halbe  Länge  eines  der  beiden  gleichen  konjugirten  Durch- 
messer und  ^  den  Winkel  bedeutet,  welchen  dieselben  mit  ein- 


{ 
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ander  bilden.    Die  Länge  fi  kann  hiernach*  leicht  konstruirt  werden. 


die  Lage  der  gleichen  konjugirten  Durchmesser  geht 


2ab 


b 

—  er- 

a 


aus  der  Relation  sin  9  =    ^  .    ^  hervor,  welche  tg  ^-^ 

giebt.  Denkt  man  sich  also  das  der  Ellipse  umschriebene  Rechteck, 
gebildet  von  den  vier  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  der  Axen, 
so  wird  der  Winkel  zwischen  den  Diagonalen  dieses  Rechtecks  =  d^ 
sein,  und  da  die  Diagonalen  selbst  ein  Paar  konjugirter  Durch- 
messer sind  (%  32) ,  so  sind  sie  die  gesuchten  gleichen  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  ihrer  Lage  nach.  Die  Axen  der  El- 
lipse halbiren  also  die  Winkel  zwischen  den  gleichen 
konjugirten  Durchmessern  derselben. 

Die  Ermittelung  der  Lange  der  Axen  2  a  und  2  b  war  auf 
die  elementare  Aufgabe  zurückgeführt,  ein  gegebenes  Rechleck  in 
ein  Quadrat  zu  verwandeln:  Mx  .  Mx^^=  a^  und  M^  .  Jfcf|^  =  b^; 
allein  die  nähere  Retrachtung  der  vorigen  Figur  (Fig.  41)  zeigt, 
dass  wir  gar  nicht  nöthig  haben,  diese  Aufgabe  besonders  zu 
lösen,  sondern  dass  die  Figur  selbst  auch  die  Länge  der  Axen 
der  Ellipse  liefert  und  zugleich  zu  einigen  interessanten  Eigen- 
schaften derselben  führt.  Sei,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  M  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse,  MA  der  Halbmesser  A,  die  Tangente  in  A 
und  die  darauf  Senkrechte 
(Normale)  gezogen,  auf  letz- 
terer die  Länge 

AP  =  AQ  =  MB=B 
des  halben  konjugirten  Durch- 
messers zu  A  nach  beiden 
Seiten  bin  abgetragen,  durch 
die  Punkte  PQM  ein  Kreis 
gelegt,  welcher  in  x  und  § 
die  Tangente  in  A  trifft,  alsox 
Mx  und  M^  die  Richtungen 
der  Axen  der  Ellipse  und  end- 
lich aus  A  auf  die  Katheten 
des  rechtwinkligen  Dreiecks 
xM^  die   Perpendikel   Ax^ 
und  A^^  gefallt,  dann  ist  Mx  .  Mx^  —  a^  und  M^  .  M^^  =  b\ 
Ziehen  wir  nun  noch  die  Linien  MP  und  MQ  (Fig.  43)  und  möge 
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(las  Perpendikel  Ax^  die  Linien  MP  und  MQ  in  a  und  a^,  das 
Perpendikel  A'^^  dieselben  in  b  und  b^  treffen,  so  zeigt  eine  einfache 
Betrachtung,  dass  Ma  =  Ma^  =  a  und  iH/b  =  ^b*  =  b  wird, 
also  die  Längen  der  Halbaisen  unmittelbar  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmen sind. 

In  der  That  zunächst  ist,  weil  die  Punkte  PQx^M  auf  einem 
Kreise  liegen: 

L  PMx  =  L  Pix  =  L  P^A  und  L  QMx  =  L  öM. 

weil  aber  A  die  Mitte  von  PQ  und  AI  senkrecht  auf  PQ,  ist 
LP^A  =  LQIA,  folglich  auch: 

L  PMx  =  L  QMx, 

d.  h.  die  Axen  halbiren  die  Winkel  zwischen  den  bei- 
den Strahlen  MP,  MQ,  Folglich  hätten  wir  nach  der  Kon- 
struktion der  Punkte  P  und  Q  nur  nölhig  gehabt,  den  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Strahlen  MP  und  MQ  zu  halbiren, 
um  die  Richtungen  der  Axen  der  Ellipse  zu  erhalten,  ohne  den 
Kreis  durch  PQM  zu  legen  und  die  Schnittpunkte  xl^  mit  der 
Tangente  in  A  aufzusuchen.  Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  PMx 
und  QMx  folgt,  dass  das  Perpendikel  Ax^  auf  den  beiden 
Strahlen  MP  und  MQ  zwei  gleiche  Strecken  iJfa  =  M^^  ab- 
schneidet und  ebenso  das  i^erpendikel  Al^  zwei  gleiche  Strecken 
il!fb  =  il!fb*;  denken  wir  uns  durch  A  eine  Parallele  zu  MQ  ge- 
zogen, so  rauss  dieselbe,  weil  AP^=^AQ  ist,  PM  in  m  halbiren 
und  der  Parallelität  wegen  ist  auch  mA  ==  ma,  also  da  das 
Dreieck  aAh  bei  A  rechtwinklig  ist,  ma  =  mh  =  mA  =  ^MQ; 
mithin  ab==^j0;  anderseits,  wenn  wir  durch  A  eine  Parallele 
zu  MP  ziehen,  so  muss  dieselbe  MQ  in  Tn\  halbiren  und 
w^b^  =  w^^  =  m^a^  sein,  also  haben  wir: 

a  b  =  MQ\  Ma  =  Ma^  =  Ph  =  Qh^ 
0}  b*  =  MP;  Mh  =  Mh^  =  Pa  =  QaK 

Ferner  haben  wir  wegen  der  Parallelität  von  Ax^  und  iJüf 
ihM'^  =  LMax^  'und  wegen  des  Kreisvierecks  MPx^ 
L  b3/|  =  LP^i  =  L  ^PA,  folglich: 

A  Max^  rsj  A  IPA 

-..—  =  ~ß     und  da     -r,-    =  V- >  so  folgt 

M(x         ^P  i\Jx  ^x  ® 

Mx  Ja? 


{ 
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aus  dem  Produkt  beider  Gleichungen  folgt: 

Da  aber  Mx  .  Mx^  =  a^,  so  folgt: 

Moi  =  d     und  ebenso     Mh  =  b, 

d.  h.  auf  den  Strahlen  MP  und  MQ  werden  von  M  aus 
durch  die  aus  A  auf  die  Richtungen  der  Axen  gefäll- 
ten Perpendikel  Strecken  abgeschnitten,  welche  paar- 
ig eise  gleich  sind  und  dieLängenderHalbaxenaund6 
liefern. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Relationen: 

MPi=a  —  b 
MQ  =  a  +  b: 

Die  Abstände  des  Mittelpunktes  M  von  den  beiden 
Punkten  P  und  Q  sind  Summe  und  Differenz  der  bei- 
den Halbaxen  der  Ellipse. 

Oder  auch: 

a  h  =  a  +  b 

an^=a  —  b, 

weiche  Relationen  sich  ebenso  leicht  in  Worte  kleiden  lassen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  drei  symmetrischen  Vierecke: 
^PxQ,  Mqlxq}  und  ^hMh^  ergeben  sich  andere  metrische  Be- 
ziehungen von  geringerer  Bedeutung.  Wenn  wir  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  PQ,  welche  die  Normale  der  Ellipse  im 
Punkte  A  ist,  mit  den  beiden  Axen  durch  21  und  33  bezeichnen, 
so  folgt  aus  der  Parallelität  (Fig.  43): 

A%        IM         6       ^33         <x^M        a 


{ 


{ 


1) 


AP         hP         a'     QA        Qa^         ö 
Hieraus  ergiebt  sich: 

A%        b^ 


A)Q         a« 

Die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  A  der 
Ellipse  trifft  die  Axen  derselben  in  zwei  solchen 
Punkten  31  und  3i,  dass  das  Verhältniss  der  Abschnitte 
A%  :  A^  konstant  bleibt,  gleich  dem  Verhältniss  der 
Quadrate  der  Axen,  und 

2)  ^21.^23  =  ^2 

das    Rechteck    aus    den    beiden   Abschnitten    auf    der 
Normale  einer  Ellipse  vom  Peripheriepunkte  A  bis  zu 

12* 
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den  Schnittpunkten  der  Normale  mit  den  Axen  ist 
gleich  dem  Quadrate  desjenigen  Halbmessers  der 
Ellipse,  welcher  dem  nach  dem  Punkte  A  hin  gehen- 
den konjugirt  ist. 

Die  Betrachtung  der  obigen  Figur  führt  auch  zu  einer  be- 
kannten graphischen  Konstruktion  der  Ellipse,  welche  sich  für 
praktische  Zwecke  empfiehlt;  lassen  wir  nämlich  den  Punkt  A 
auf  der  Ellipse  sich  verändern,  so  beschreiben  die  Punkte  a  und  a^ 
einen  Kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  die  Halbaxe  a  zum 
Radius  hat;  ebenso  beschreiben  die  Punkte  6  und  b^  einen  Kreis, 
welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  h  zum  Radius  hat;  auch  die 
Punkte  P  und  Q  beschreiben  mit  jenen  concentrische  Kreise, 
deren  Radien  a  —  h  und  a  -f  6  sind.  Gehen  wir  daher  umge- 
kehrt von  zwei  concentrischen  Kreisen  um  M  mit  den  Radien 
a  und  h  aus,  lassen  einen  beliebigen  Strahl  durch  M  gehen, 
welcher  in  a  und  a^  den  ersten,  in  ß  und  ß^  den  anderen  Kreis 
treffe,  und  nehmen  durch  M  ein  rechtwinkeliges  Axenkreuz  an, 
welches  die  Richtungen  der  beiden  Axen  der  Ellipse  enthält,  so 
werden  die  durch  a  auf  die  a-Axe,  durch  ß  auf  die  &-Axe  ge- 
fällten Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  A  der  Ellipse  treffen 
müssen  nach  der  vorigen  Figur;  die  Benutzung  der  andern 
Schnittpunkte  a^ß^  bei  dieser  Konstruktion  liefert  zugleich  drei 
andere  Punkte  der  Ellipse,  deren  einer  der  diametral  gegenüber- 


(Fig.44.) 


liegende  und  die  beiden  andern 
die  symmetrisch  mit  A  in  Bezug 
auf  die  beiden  Axen  liegenden 
Punkte  sind.  Die  Bewegung  des 
durch  M  willkührlich  gezogenen 
Strahles  Maß  führt  successive  zu 
sämmtlichen  Punkten  der  Ellipse 
und  die  einfache  Konstruktion 
derselben  gestattet  die  leichte 
Entwerfung  eines  anschaulichen 
Bildes,  wie  es  Fig.  44  darstellt. 
Dieses  Bild  der  Ellipse  lässt  die 
Symmetrie  rücksichtlich  der  bei- 
den Axen  erkennen   und    zeigt, 

dass  die  beiden   Kreise  die  Ellipse  in  ihren  Scheiteln  berühren. 

Weiterhin  führt  dieselbe  Betrachtung  zur  Konstruktion  der  Nor- 
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male  und  mithin  auch  der  Tangente  in  dem  Ellipsenpunkte  A; 
denn  trägt  man  auf  den  Strahl  Mßa  nach  derselben  Richtung 
hin  die  Strecke  MQ  =  a  +  b  auf,  so  ist  0^  die  Normale  der 
Ellipse  im  Punkte  A;  fasst  man  die  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegenden  Schnittpunkte  a  und  ß^  desselben  durch  M  gezogenen 
Strahles  mit  den  beiden  Kreisen  auf,  welche  den  Punkt  A^  liefern 
und  trägt  MP=  a  —  b  auf  diesem  Strahle  ab,  so  ist  PA^  die 
Normale  für  den  Punkt  A^ ;  denken  wir  uns  überhaupt  zwei  neue 
concentrische  Kreise  mit  den  Radien  a  +  b  und  a  —  b  um  M 
beschrieben,  die  Oerter  der  Punkte  P  und  Q,  so  bieten  die- 
selben nach  der  angegebenen  Konstruktion  das  einfachste  Mittel 
dar,  die  Normalen  und  also  auch  die  Tangenten  der  Ellipse  un- 
mittelbar zu  zeichnen.  Wir  übergehen  weitere  Eigenschaften  der 
Ellipse,  welche  sich  aus  Fig.  43  folgern  Hessen  —  z.  R.  wegen 
der  Gleichheit  der  Winkel  gilt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  iKf  P9l 
und  MxQ  und  daraus  fliesst  die  Relation: 

M%.Mx  =  MP  .MQ  —  «2  —  ft2  =  const., 
d.  h.  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  der  Ellipse 
schneiden  auf  jeder  der  Axen  vom  Mittelpunkt  aus 
zwei  Strecken  ab,  deren  Rechteck  konstant  ist;  die 
Schnittpunkte  bilden  also  ein  Punktsystem,  welches 
auf  der  einenAxe  hyperbolisch,  auf  derandern  ellip- 
tisch ist  u.  s.  w.  (Siehe  §  35).  Wir  wollen  nur  noch  die 
den  vorigen  analogen  Eigenschaften  der  Hyperbel  kurz  ableiten. 
Wir  wissen ,  dass  nur  ein  Theil  der  Durchmesser  einer  Hyperbel 
dieselbe  in  reellen  Punktenpaaren  trifll  und  dass  immer  der  zu 
einem  solchen  konjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  nicht  be- 
gegnet; es  giebt  also  auch  nur  eine  reelle  Axe  der  Hyperbel. 
Nehmen  wir  aber  die  konjugirte  Hyperbel  (§  32)  zu  Hülfe,  so 
werden  auf  zwei  konjugirten  Durchmessern  von  der  einen  und 
von  der  konjugirten  Hyperbel  Strecken  abgeschnitten,  welche  als 
die  Längen  zweier  konjugirten  Durchmesser  der  Hyperbel  auf- 
gefasst  ganz  analoge  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  Paare  kon- 
jugirter  Durchmesser  bei  der  Ellipse.  In  der  That  haben  wir 
schon  oben  gesehen  (Fig.  40),  dass  das  Parallelogramm,  welches 
von  den  Tangentenpaaren  in  den  Schnittpunkten  zweier  konju- 
girten Durchmesser  mit  den  beiden  konjugirten  Hyperbeln  ge- 
bildet wird,  konstanten  Inhalt  besitzt,  weil  seine  Ecken  auf  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  liegen ;  die  Seiten  dieses  Parallelogramms 
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vertreten  die  Längen  zweier  konjugirter  Durchmesser  der  Hyperbel 
und  wir  können  daher  auch  von  der  konjugirten  Hyperbel  ganz 
abstrahiren,  indem  wir  nur  die  Asymptoten  zu  Hülfe  nehmen; 
sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  treffe  die  Tangente  in  A 
die  beiden  Asymptoten  in  a  und  ß  (also  bekanntlich  aA  =  Aß)^ 
so  ist  aß  die  Länge  desjenigen  Durchmessers,  welcher  dem  durch 
A  gehenden  konjugirt  ist,  und  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die 
absoluten  Längen 

MA  =  A  aA==Aß=B, 

den  Winkel  dieser  beiden  konjugirten  Richtungen  durch  q>,  so  ist 

AB  .  ün  g)  :=  const. 
wegen  der  konstanten  Potenz  der  Hyperbel  (§  26).  Wir  über- 
zeugen uns  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise,  wie  bei  der 
Ellipse,  von  der  Richtigkeit  dieser  und  der  zweiten  Relation 
zwischen  den  konjugirten  Durchmessern  der  Hyperbel,  indem  wir 
die  Axen  derselben  beslimmen;  ihre  Richtungen  sind  geradezu 
durch  die  Halbirungslinien  der  von  den  Asymptoten  gebildeten 
Winkel  gegeben;  mögen  sie  in  x  und  ^  die  Tangente  aß  treffen, 
so  ist,  weil  aßx^  vier  harmonische  Punkte  sind  und  A  die  Mitte 

von  aß 

Ax  .A^  =  Aa^  =  Aß'^  —  B\ 

Um  die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  der  Hyperbel  zu  finden, 
haben  wir  das  ihnen  zugehörige  Punktsystem  zu  ermitteln,  dessen 

Mittelpunkt  /If  ist;  da  nun  die 
Polare  von  x  durch  A  gehen 
muss  und  durch  den  Pol  von 
Mx,  so  ist  sie  die  Senkrechte 
Ax^,  aus  A  auf  Mx  gefällt 
(Fig.  45)  und  xx^  ein  Paar 
konjugirter  Punkte  des  gesuch- 
ten Punktsystems;  dasselbe  ist 
hyperbolisch,  weil  x  und  x^  auf 
derselben  Seite  von  M  liegen, 
und  die  Länge  der  einen  Halb- 
axe  a  wird  gefunden  aus  der 
Relation :  Mx  .  Mx^  =  a^. 

Das  aus  A  auf  die  andere  Axe  M^  gefällte  Perpendikel  trifft 
dieselbe  in  i}  und  ist  die  Polare  von  l\  die  Punkte  l  und  g* 
liegen  aber  notbwendig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  .V, 
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also  das  Punktsystem  auf  der  zweiten  Axe  ist  elliptisch;  nach  der 
obigen  Bemerkung  (§32)  über  die  konjugirte  Hyperbel  ist  nun 
das  konstante  Rechteck  des  dieser  zweiten  Axe  zugehörigen 
Punktsystems  gleich  dem  Quadrat  des  halben  konjugirten  Durch- 
messers, also: 

§il/  .  M^^  =  b\ 

Tragen  wir  die  hieraus  zu  ermittelnde  Strecke  b  auf  M'^ 
nach  beiden  Seiten  hin  ab,  so  erhalten  wir  die  Durchschnitts- 
punkte der  zweiten  Axe  mit  der  konjugirten  Hyperbel.  Denken 
wir  uns  noch  das  Perpendikel  Mp  auf  die  Tangente  aß  gefällt, 
so  ergiebt  eine  der  oben  bei  der  Ellipse  durchgeführten  ganz 
analoge  elementare  Rechnung: 


Mx           ^x                                ^M          ^x 

Mx^         iA                               Mi'         xA 

Mx^  —  px  .  ^x                   ^M^  —  Sp  •  1^ 

Mx.M^  —  px.^A             ^M.M^^  —  ^p. 

xA 

a^       px.^A                          b^       Ip. 

xA, 

woraus  zunächst  folgt: 

a?b^  =s  ip  .  px  .  Ax  .  A^ 

—  pM^,  ^2 

{A  .  sin  gp)^  .  B"^        also 

(P.)  .  .  .    AB  sin  q>       ab. 

Zweitens: 

a^  —  ipA  +  Ax)(^p+pA) 

—  pA  .  ip  -f  pA'^  +  Ax  .  ip  +  Ax  .  pA 

a^       pA  .  ^p  +  pA'^  +  Ax  .  ^A 

b'^  —  xA.  §jo 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion: 

a^  —  b^  =  px  .  'ip  +  pA^  -h  Ax  .  ^A 
z=pM^  +  pÄ^  —  B'^ 
[W)  .  .  .  «2  —  ft2  ^  ^2  —  ß2  ^  const. 

Ziehen  wir  noch  die  Normale  in  dem  Hyperbelpunkte  A, 
welche  die  Axen  respektive  in  21  und  33  treffen  möge,  so  zeigt 
die  Aehnlichl^eit  der  Dreiecke: 


A^_x^         , 
31^  ~\x^ 

x^A         i'B        a\^        xM* 

üTT  =  ^-^   oder  Ax^  = r^-^ 

ilf|*         xM  xM 


also 
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folglich : 

iM\  ^93         a«  , 


Da  aber  auch: 


^a;         Ä?»^         xM  93^ 


21^  ..4S  =^a;.^^=i92 

(2*.)     .     .     .     .".     ^Sä.A^  =  B\ 

Wir  übergehen  die  Erörterung  einiger  anderer  metrischer 
Beziehungen,  weiche  die  Figur  liefert,  wie  z.  B. 

iM  ix  Mx 

M^^        xÄ        xx^ 

Mhy  =  xx^  ,  x[% 
'Jm  ^M^^=^Mx~  x^  31  =  ft^ 

Mx  .  Mx^  =  a^ 
~Mx  .  M%  =  «2^  h'^  =  const.  u.  s.  w.  (§  35). 

Die  Konstruktion  der  Längen  a  und  h  ist  vermöge  der  beiden 
Relationen  Mx  .  Mx^  =  a^  und  ^M  .  ilf  |^  :=  ft^  auf  die  elementare 
Aufgabe  zurückgeführt:  „ein  gegebenes  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln";  in  der  von  uns  betrachteten  Figur  (Fig.  45) 
treten  diese  Längen  selbst  nicht  so  unmittelbar  auf,  wie  bei  der 
Ellipse  (Fig.  43)  und  es  knüpft  sich  hieran'  auch  nicht  eine  so 
einfache  Konstruktion  der  Hyperbel  durch  Punkte,  wie  dort;  wir 
können  dieselbe  aber  um  so  eher  entbehren,  als  die  Tangenten 
und  Punkte  der  Hyperbel  mit  Hülfe  der  Asymptoten,  wie  wir 
schon  früher  gesehen  haben,  in  d^r  einfachsten  Weise  sich  er- 
mitteln lassen. 

§  34.  Bestimmung  solcher  Funkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts, für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein 
hyperbolisch -gleichseitiges  wird. 

Wir  haben  in  §  29  gesehen,  dass  jeder  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  als  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Strahlsystems  aufgefasst  werden  kann  und 
dass  dasselbe  hyperbolisch  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  indem  die  beiden  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten   die  Asymptoten   dieses  Strahlsystems   sind; 
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wir  wollen  jetzt  insbesondere  solche  Punkte  in  der  Ebene  auf- 
suchen, für  welche  das  zugehörige  Strahlsysteni  hyperbolisch- 
gleichseitig wird.  Da  beim  hyperbolisch  -  gleichseitigen  Strahl- 
system die  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einapder  sind,  so  kommt 
die  vorliegende  Frage  darauf  hinaus,  den  Ort  des  Schnittpunktes 
zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts 
aufzusuchen.     Betrachten  wir  zuerst 

a)  die  Ellipse  und  fassen  irgend  zwei  parallele  Tangenten  auf, 
welche  in  den  Punkten  r  und  q^  berühren,  die  den  unendlich- 
entfernten entsprechen,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier 
die  Ellipse  erzeugenden  Punktreihen  ansehen,  welche  (§  26)  un- 
gleichlaufend sein  müssen;  jede  Tangente  der  Ellipse  schneidet 
also  die  entsprechenden  Hälften  der  beiden  Träger  in  zwei  Punkten 
r  und  Tj  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Rechteck 

rx  .  qiXi  =  const. 
ist,  und  da  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  so  müssen  die 
Strecken  tr  und  q^tj  gleich  gerichtet  sein;  werden  insbesondere 
die  beiden  Seiten  dieses  konstanten  Rechtecks  gleich,  so  erhalten 
wir  eine  dem  Durchmesser  rq^  parallele  Tangente,  welche  mithin 
auf  den  Tangenten  in  r  und  q^  Stücke  abschneidet,  die  dem 
halben  konjugirten  Durchmesser  zu  tqi  gleich  sind;  bezeichnen 
wir  diesen  mit  B,  während  rq^  =  2  ^  sei  oder,  wenn  M  die  Mitte 
von  tqi  ist,  ^r  =  ^,  so  ist: 

tX.qiti  =  ^^. 

Ziehen     wir    noch       \  (Fig.  46.) 

durch  M  eine  Parallele         \  \/, 

zu  den  Tangenten  in  r 
und  q^ ,  so  sind  die  bei- 
den durch  M  gehenden 
Strahlen  zwei  konjugirte 
Durchmesser  der  Ellipse, 
deren  Richtungen  Mp 
und  Mit  seien  (Fig.  46). 

Hätten  wir  nun  zwei 
rechtwinklige  Tangenten 
der  Ellipse,  so  müssten 
die  zu  ihnen  parallelen 
Tangenten  ebenfalls  rechtwinklig  sein,  also  diese  vier  Tangenten  ein 
der  Ellipse  umschriebenes  Rechteck  bilden;  die  Diagonalen  eines 
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Rechtecks  sind  aber  gleich  und  sie  sind  zugleich  (§32)  die  Richtungen 
eines  Paares  konjugirter  Durchmesser.  Denken  wir  uns  das  vorhin 
beliebig  angenommene  Paar  konjugirter  Durchmesser  Up  und  Mn 
als  die  Diagonalen  eii^es  solchen  der  Ellipse  umschriebenen  Recht- 
ecks, so  musste  eine  Seite  desselben  auf  den  beiden  Durch- 
messern Mp  und  Mit  gleiche  Stucke  abschneiden,  d.  h.  es  wäre 
eine  Tangente  zu  suchen,  welche  die  beiden  konjugirten  Durch- 
messer in  zwei  solchen  Punkten  p  und  %  träfe ,  dass  Mp  =  M% 
würde;  der  Punkt  p  (und  ebenso  li)  müsste  dann  der  Schnitt- 
punkt zweier  rechtwinkeligen  Tangenten  der  Ellipse  sein,  denn  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  durch  p  den  konjugirten  Durch- 
messern parallel  gezogenen  Strahlen  würde  -durch  die  eine  Tan- 
gente halbirt,  und  da  jene  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  dem 
Punkte  p  zugehörigen  Strahlsystems  sind,  dessen  eine  Asymptote 
die  gesuchte  Tangente  ist,  so  halbirt  die  andere  Asymptote, 
d.  h.  die  zweite  durch  p  gehende  Tangente  den  Nebenwinkel, 
steht  also  auf  der  ersten  senkrecht;  das  dem  Punkt  p  zugehörige 
Strahlsystem  ist  also  ein  hyperbolisch -gleichseitiges.  Um  mm  p 
zu  finden,  haben  wir  Mp  =2  M%  und  wegen  der  Parallelität 
xp  =  xx\  qiP  =  qiTi,  also 

xp  ,  q^p  =  B'^, 

es  ist  aber: 

r  p  =  Mp   —  A 
q,;9=  Mp    -f-  A 
~~B'^~=  Mp^^^^^^~Ä^ 
Mp"'  =  A'^+  B\ 

Da  nun  nach  dem  in  §  33  (II)  bewiesenen  Satze: 

^2  +  52  _  ^2  +  52  _  const, 

so  ist  Mp  konstant,  d.  h.  der  Ort  von  p  ein  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  zusammenfallt;  wir  haben 
also  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwink- 
ligen Tangenten  der  Ellipse  ist  ein  mit  derselben 
concentrischer  Kreis,  dessen  Radius  =  ^a^  +  ft^  und 
welcher  dem  Rechteck  umschrieben  ist,  das  von  den 
Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Ellipse  gebildet  wird. 
Jeder  Punkt  dieses  Ortskreises  besitzt  die  Eigen- 
schaft,   dass    das   in    Rezug   auf    die    Ellipse   ihm    zu- 
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gehörige  Strahl  System  ein  hyperbolisch -gleichsei- 
tiges ist. 

b)  Bei  der  Hyperbel  muss  der  Beantwortung  der  Frage 
die  Erörterung  vorangehen,  ob  es  überhaupt  rechtwinklige  Tan- 
genten der  Hyperbel  giebt,  eine  Frage,  die  bei  der  Ellipse  übrig 
war;  weil  es  bei  ihr  in  jeder  Richtung  ein  Paar  parallele  Tan- 
genten giebt,  folglich  auch  zu  jeder  Tangente  zwei  mit  ihr  recht- 
winiilige  Tangenten.  Wir  haben  in  §  26  gesehen,  dass  es  nur 
in  denjenigen  Richtungen  Tangenten  an  der  Hyperbel  giebt,  welche 
io  die  beiden  die  Hyperbelzweige  nicht  enthaltenden  Scheitel- 
räume zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen;  bezeichnen  wir  den- 
jenigen Winkel,  in  dessen  Scheitelräumen  die  Hyperbel  liegt, 
durch  ^  f  also  nach   der  vorigen  Definition  (§  33)  der  Axen  der 

Hyperbel:  tg^'9'=— ),   den  Nebenwinkel  also   durch  180®  —  & 

und  nehmen  eine  beliebige  Tangente  der  Hyperbel  an,  deren 
Richtung  in  die  Nebenscheitelräume  hineinfällt,  so  wird  es,  wenn 
die  zu  ihr  senkrechte  Richtung  auch  in  die  Nebenscheitelräume 
hineinfällt,  nothwendig  rechtwinklige  Tangenten  zu  der  angenom- 
menen geben ;  hierzu  ist  aber  erforderlich ,  dass  180"  —  «O-  >  90®, 
d.  h.  «d-  <  90®,  und  umgekehrt  ist  ersichtlich,  dass  nur,  wenn 
0  <  90®  ist,  rechtwinklige  Tangentenpaare  an  der  Hyperbel 
existiren,  dagegen,  wenn  d'  >  90®,  keine  zwei  zu  einander  recht- 
winkeligen Tangenten  der  Hyperbel  vorhanden  sind.  Wenn  •9'= 90®, 
d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so  giebt  es  nur  ein 
einziges  Paar  zu  einander  rechtwinkliger  Tangenten,  nämlich  die 
Asymptoten;  ihr  Schnittpunkt  ist  der  einzige  Punkt  der  Ebene 
von  der  gesuchten  Beschaffenheit,  dass  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system in  Bezug  auf  die  Hyperbel  ein  hyperbolisch -gleichseitiges 
ist,  in  diesem  Falle  also  das  konjugirte  Durchmesser -System. 
Wenn  dagegen  ^  <  90®  oder  nach  dem  Obigen  6  <  a,  so  giebt 
es  eine  Menge  von  Rechtecken,  die  der  Hyperbel  umschrieben 
sind,  und  der  Ort  ihrer  Ecken  lässt  sich  ganz  analog,  wie  bei 
der  Ellipse  ermitteln.  Fassen  wir  nämlich  wieder  zwei  parallele 
Tangenten,  die  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  rq^  be- 
rühren, als  Träger  der  die  Hyperbel  erzeugenden  Punktreihen 
auf,  so  müssen  diese  (§  26)  gleichlaufend  sein  oder,  wenn  xXi 
irgend  ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  sind^  die  Strecken 
TT  und  q^Ti  entgegengesetzt  gerichtet;   der  absolute  Werth  des 
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Rechtecks  aus  diesen  beiden  Strecken  muss  konstant  sein ;  eine 
durch  den  Mittelpunkt  M  zwischen  rq^  gebende  Tangente,  d.  h. 
eine  Asymptote  der  Hyperbel  schneidet  auf  den  beiden  Trägern 
gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Strecken  ab  und  eine 
solche  ist  nach  dem  Vorigen  (§  33)  die  Länge  des  halben  dem 
Durchmesser  tqj  konjugirten  Durchmessers  der  Hyperbel;  be- 
zeichnen wir  diesen  mit  B  und  Mx  =  A,  so  ist  also:. 

r):.Tiqi=       ^'     (Fig.  47). 


Fig.  47). 


Ziehen  wir  noch  durch  M  eine  Parallele  zu  den  Tangenten 
in  r  und  q^,  so  haben  wir  in  M  ein  Paar  konjugirte  Durch- 
messer der  Hyperbel  und  genau  ebenso  wie  im  vorigen  Falle  eine 
solche  Tangente  der  Hyperbel  zu  suchen,  welche  auf  jenen 
zwei  gleiche  Strecken  Mp  ?==  Mn  abschneidet;  trifil  dieselbe  in 
X  und  T]  die  Träger  der  beiden  Punktreihen,  so  ist  wegen  der 
Parallelität 

xp  =  xx      und      />qi  =  Tiqi 

xp  =  xM  —  pM  pq,  ==  pM  +  -^qi 

=   A  —pM  =pM  +  A 

xp  .  p<\i  =  rx  .  Tt  qi  =  ^^  ==  ^^  —  (P^)^ 

Mp'^  =  A^—  B^  =  a^-^b^  =  const.  (§  33,  IV), 

folglich,  Aa  a  >  b  angenommen  ist,  der  Ort  des  gesuchten 
Punktes  p  ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis.  Wir 
schliessen  hieraus  folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkliger 
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Tangenten  der  Hyperbel  ist,   wenn  a  >  6,  ein  mit  der 
Hyperbel  concentrischer  Kreis,    dessen    Radius 


Jeder  Punkt  dieses  Kreises  besitzt  die  Eigenschaft, 
dass  das  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  ihm  zugehörige 
Strahl  System  ein  hyperbolisch -gleichseitiges  ist.  Wenn 
a  ==:  b,  d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so 
zieht  sich  dieser  Kreis  auf  einen  Punkt  zusammen 
(hat  den  Radius  0),  den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel;  wenn  a  <  6,  so  giebt  es  keine  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  (der 
Ortskreis  wird  imaginär),  dagegen  für  die  koujugirte  Hyperbel 
ist   der   Ort  ihres   Schnittpunktes   ebenfalls   ein   Kreis    mit  dem 

Mittelpunkt  M  und  dem   Radius  j/b'^  —  a^, 

c)  Bei  der  Parabel  giebt  es  keine  zwei  parallele  Tangen- 
ten, sondern  in  jeder  beliebigen  Richtung  eine  und  nur  eine 
Tangente;  folglich  eiiistiren  keine  der  Parabel  umschriebenen 
Rechtecke,  wohl  aber  unzählig  viele  rechte  Winkel,  deren  Schen- 
kel die  Parabel  berühren;  um  den  Ort  ihrer  Scheitel  zu  finden, 
haben  wir  das  in  den  beiden  vorigen  Fällen  angewendete  Mittel 
nicht  zur  Verfügung,  weil  es  keine  zwei  parallele  Tangenten 
der  Parabel  giebt,  welche  als  Träger  der  sie  erzeugenden  Punkt- 
reihen aufgefasst  werden  könnten.  Die  Parabel  wird  immer  von 
zwei  projektivisch- ähnlichen  Punktreihen  erzeugt,  d.  h.  wenn 
XXi  und  \)\)^  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  sind,  so 

ist  das   Verhältniss  —  =:  const.     Bezeichnen  wir  mit  e  und  f« 

den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  mit  e^  und  f  die  ent- 
sprechenden Berührungspunkte,- so  ist  also: 

ii  ==,  iL 

flTi  fiCi' 

und  wenn  x  zwischen  fe  Hegt,  so  liegt  Xi  zwischen  fie^.  Wir  kön- 
nen nun,  um  die  Untersuchung  der  vorliegenden  Frage  zu  ver- 
einfachen, zwei  solche  Tangenten  der  Parabel  als  Träger  zweier 
erzeugenden  Punktreihen  auswählen,  für  welche  die  projektivisch- 
ähnlichen  Punktreihen  projektivisch-gleich  werden,  also  fr  =  f^Xi» 
was  immer  der  Fall  ist,  sobald  fe  :=  f^e^.     Verbinden  wir  den 
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Schnittpunkt  zweier  Tangenteü  ef^  mit  der  Mitte  der  Beruhrungs- 
sehne  f  e^,  so  ist  diese  Verbindungslinie  bekanntlich  allemal  ein 
Durchmesser,  gehl  also  bei  der  Parabel  durch  den  unendlich- 
entfernten Punkt  derselben;  soll  nun  fe  :=:  f^ei  sein,  so  muss 
die  Berührungssehne  fe^  senkrecht  Mehen  auf  dem  durch  den 
Schnittpunkt  ej^  gehenden  Durchmesser  der  Parabel,  also  die 
ganze  Schaar  der  zu  fe^  parallelen  Sehnen  >  deren  Mitten  auf 
dem  Durchmesser  liegen,  insbesondere  auch  die  zu  fe^  parallele 
Tangente  muss  senkrecht  stehen  auf  diesem  durch  ihren  Berüh- 
rungspunkt gehenden  Durchmesser,  oder  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  dieser  Durchmesser  muss  die  Axe  der  Parabel  sein.  Zwei 
solche  Tangenten  der  Parabel,  welche  sich  auf  ihrer  Axe  treffen, 
sind  daher  als  die  Träger  zweier  projektivisch- gleicher  Punkt- 
reihen aufzufassen,  die  die  Parabel  erzeugen.  Wie  die  Axe  der 
Parabel  gefunden  werden  kann,  wenn  wir  z.  B.  die  Parabel  als 
gezeichnet  in  der  Ebene  vorliegend  annehmen,  ergiebt  sich  aus 
dem  Früheren:  Irgend  eine  Beihe  paralleler  Sehnen  hat  ihre 
Mittelpunkte  auf  einem  Durchmesser,  ziehen  wir  eine  zweite  zu 
diesem  Durchmesser  senkrechte  Beihe  von  parallelen  Sehnen,  so 
liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  der  gesuchten  Axe;  das  dieser  Axe 
zugehörige  Punktsystem  in  Bezug  auf  die  Parabel  ist  natürlich 
ein  hyperbolisch -gleichseitiges,  weil  sein  Mittelpunkt  und  ein 
Asymptotenpunkt  im  Unendlichen  liegen;  der  andere  endliche 
Asymptotenpunkt  ist  der  Scheitel  der  Parabel.  Die  von  irgend 
einem  Punkte  der  Axe  ausserhalb  der  Parabel  an  dieselbe  ge- 
legten beiden  Tangenten  bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  und 
haben  ihre  Berührungspunkte  in  gleichem  Abstände  von  dem 
Schnittpunkte,  woraus  denn  die  vollkommene  Symmetrie  der  Pa- 
rabel in  Bezug  auf  ihre  Axe  erhellt.  Wir  wollen  nun*  denjenigen 
besonderen  Punkt  der  Axe  auswählen ,  für  welchen  das  Tangenten- 
paar einen  rechten  Winkel  bildet,  der  also  schon  zu  dem  ge- 
suchten Orte  gehört.  Es  giebt  nur  einen  solchen  und  er  wird 
leicht  gefunden,  indem  wir  die  zur  Axe  unter  45^  geneigten 
Tangenten  der  Parabel  aufsuchen,  welche  sich  in  diesem  Punkte 
der  Axe  treffen.  Diese  besonderen  beiden  Tangenten  sollen  als 
Träger  der  die  Parabel  erzeugenden  projeklivisch-gleichen  Punkt- 
reihen aufgefasst  werden  und  es  ist  einleuchtend,  dass  sie  ihrer 
eigenthümlichen  BeschalTenheit  wegen  am  einfachsten  zur  Beant- 
wortung der  vorliegenden   Frage   führen  werden.     In  der  Tbat 
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sei  (Fig.  48)  e  fi  ihr  Schnittpunkt  und  f  und  e^  ihre  Berührungs- 
punkte,  also  e  f  =  e^  fi   und 
/.fecj  =  90«,  die  Mitte  der  ^^^"-  ^^^ 

ßeruhrungssehne  fc^  sei  F, 
also  f  j  F  die  Axe  der  Parabel 
und  tF  =^  F\y  weil 

L\tF  =  45»; 

tragen  wir  ferner  eine  belie- 
bige Strecke  fr  von  f  aus  auf 
fe  ab  und  die  gleiche  Strecke 
f,ri,  von  fj   auf  fjCi,    so  ist 
xxi  eine  Tangente  der  Para- 
bel.   Aus  dieser  Konstruktion 
geht  die  Kongruenz  der  Drei- 
ecke \xF  und   \iXiF  hervor, 
well  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  (45«)  gleich 
haben;  es  folgt  daher  xF  =^XiJ^  und  L  xFxi  =  90^  also  jeder 
der  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks  X-FXi  beträgt  45«.    Nun 
treffen  die  Verlängerungen  von  Fx  und  Fxi  die  Träger  der  er- 
zeugenden beiden  Punktreiben,  weil  F  auf  der  Berührungssehne 
liegt,  in  zwei  neuen  entsprechenden  Punkten  ^^^  (§  21),  deren 
Verbindungslinie  ebenfalls  eine  Tangente  der  Parabel  sein  muss 
(was  auch  daraus  unmittelbar  erhellt,   dass  sich  e^  =  e^^i  er- 
giebt).   Die  vier  Punkte  xXi,  ^Vi  haben  eine  solche  Lage  in  der 
Ebene,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten  Dreiecks   ist,    denn    in   dem  Dreieck  r^^i   steht  \)^Xi 
auf  ^r  senkrecht  (in  c),  und  auch  ^^i  auf  \)^x  (in  F),  also  ist  Xx 
der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  r^9i>  und  folglich  steht  auch  xXi 
auf  ^^^  senkrecht,  d.  h.  wir  haben  zwei  neue  zu  einander  senk- 
rechte Tangenten  der  Parabel  gefunden,   die  sich  in  P  treffen. 
Verändern   wir  die  willkülu*lich  angenommene  Tangente  xXi  der 
Parabel,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Paare  rechtwinkliger  Tangen- 
ten derselben  und  können  nun  leicht  den  Ort  ihrer  Schnittpunkte 
P  ermitteln.     Da  nämlich  Xt   der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  r^Vi 
ist,  so  liegen  die  vier  Punkte  r^i^^  auf  einem  Kreise  und  es  ist 
L  Pt^i  =  L  Px\^i  =  45^,  also  liegt  P  auf  derjenigen  Halbirungs- 
linie  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Trägern,  welche  senkrecht 
auf  der  Parabelaxe    steht;    diese   gerade  Linie  bleibt  nun    fest, 
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während  wir  die  Tangente  XX]  verändern,  und  wir  erhalten  daher 
folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  des- 
sen Schenkel  Tangentenpaare  einer  Parabel  sind,  ist 
eine  gerade  Linie,  welche  senkrecht  steht  auf  der 
Axe  der  Parabel  in  demjenigen  Punkte,  durchweichen 
die  beiden  unter  45^  zur  Axe  geneigten  Tangenten 
der  Parabel  sich  treffen.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden 
besitzt  die  Eigenschaft,  dass  das  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ihm  zugehörigeStrahlsystem  einhyperbolisch- 
gleichseitiges  ist. 

Wollen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  für  Ellipse  und  Hyperbel 
gefundenen  in  Uebereinstimmung  bringen,  so  können  wir  die  ge- 
fundene Gerade  auch  als  einen  Kreis  mit  unendlich-grossem  Ra- 
dius ansehen,  was  denn  vollständig  mit  dem  Umstände  harmonirt, 
dass  bei  der  Parabel  die  Längen  der  Axen  unendlich  gross  sind, 
weil  ihr  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt. 

Wir  gehen  hier  nicht  auf  weitere  Eigenschaften  der  Parabel 
ein,  welche  sich  aus  der  betrachteten  Figur  (Fig.  48)  in  ganz 
elementarer  Weise  ergeben,  auch  nicht  auf  die  Bedeutung  der 
gefundenen  Geraden  und  des  Punktes  F,  welche  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Parabel  sind  (Leitlinie  und  Brennpunkt  der- 
selben), weil  wir  hierauf  sogleich  von  anderer  Seite  kommen 
werden. 

Nur  eine  Eigenschaft  des  gefundenen  Ortskreises  wollen  wir 
noch  berühren:  Denken  wir  uns  nämlich  irgend  ein  Tripel  kon- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  xyz  (§  30)  und 
den  Mittelpunkt  M  desselben,  ziehen  Mx,  welches  der  Polare 
yz  von  x  in  x^  begegnen  möge  (Fig.  49),  so  ist  Mx.Mx^  das 

(Fig.  49.)  konstante  Rechteck  (Potenz) 

M^jf  des  diesem  Durchmesser  des 

Kegelschnitts  zugehörigen 
Punktsystems,  also  =  A^ 
oder  —  A^,  je  nachdem  x 
und  x^  auf  derselben  oder 
entgegengesetzten  Seite  von 
M  liegen;  den  konjugirten  Durchmesser  zu  Mx  erhalten  wir,  in- 
dem wir  durch  M  eine  Parallele  zu  yz  ziehen;  wird  diese  Parallele 
voll  xy  in  s  getroffen,  so  muss  eine  durch  z  zu  Mx  gezogene 
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Parallele  dieselbe  in  dem  konjugirten  Punkte  Si  trefTen,  so  dass 
Ms  .  Msi  das  konstante  Rechteck  auf  dem  konjugirten  Durchmes- 
ser ist  für  das  Punktsystem ,  welches  diesem  Durchmesser  in  Be- 
zug auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  also  =  ^^  ^^j^p  —  ^2^  je 
nachdem  der  Durchmesser  den  Kegelschnitt  trifft  oder  nicht.  Für 
die  Ellipse  gelten  die  Werthe  A^  und  B^,  für  die  Hyperbel  A"^ 
und  — B^  oder  B^  und  —  A"^;  in  beiden  Fällen  aber  ist  die 
Summe  konstant  und  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  gleich  dem 
Quadrate  des  Radius  JR  desjenigen  Kreises,  welcher  als  der  Ort 
des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts gefunden  wurde,   also: 

MxMxi  +  Ms.  Ms^  =  JR^. 
Nun  ist  wegen  der  Parallelität: 

■m^  =  ~i    und     Ms^  —  x^z, 

also: 

Ms,Msi   Xyy.XyZ 

Mx  x^x     ' 

welcher  Ausdruck  sich  leicht  geometrisch  ausdrücken  lässt,  indem 
wir  durch  xyz  einen  Kreis  legen  und  den  andern  Schnittpunkt  | 
der  Geraden  XiX  mit  diesem  Kreise  bestimmen,   dann  wird: 

— ^ — ^  =.  ajjS     oder     Ms  .  Ms^  =:  Mx  .  x^^; 

nun  ist  aber  allgemein: 

x^^  =  M^  —  Mxi, 
also: 

Ms  .  Ms^  +  Mx .  Mxi  =  B^  =  Mx.M^ 

und  da  Mx.M^  die  Potenz  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  den 
um  xyz  beschriebenen  Kreis  bedeutet,  so  folgt:  Der  Mittel- 
punkt einesKegelschnitts  hat  in  Bezug  auf  den  einem 
beliebigen  Tripel -Dreieck  des  Kegelschnitts  um- 
schriebenen Kreis  immer  dieselbe  Potenz,  welche  gleich 
ist  dem  Quadrate  des  Radius  desjenigen  Ortskreises,  der  die 
Schnittpunkte  der  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  ent- 
hält. Oder  auch:  Der  Ortskreis  des  Schnittpunktes  der 
rechtwinkligen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  schnei- 
det jeden,,  einem  beliebigen  Tripel-Dreieck  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  umschriebenen  Kreis  rechtwink- 
lig.    In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

Mx  .  Mx^  .  Ms  .  iüf^i'sin^  q)  =  a^b'^, 

Schröter,  Theorie  d.  Kog-elschn.  \^ 
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\^o  fp  den  Winkel  der  beiden  konjugirten  Durchmesser  bezeichnet, 
oder  wenn  man  mit  P1P2PZ  ^ie  drei  Perpendikel  aus  M  auf  die 
Seiten  des  Tripel-Dreiecks  bezeichnet,  nach  leichter  Reduktion: 

aH^  =  P,P2P,  '  ^n^ff^  =  2  p,P2P,r, 

wo  r  den  Radius  des  dem  Tripel-Dreieck  umschriebenen  Kreises 
bedeutet,  da  bekanntlich  im  Dreieck  das  Verhältniss  einer  Seite 
zum  Sinus  des  gegenüberliegenden  Winkels  gleich  dem  Durch- 
messer des  umschriebenen  Kreises  ist.  (Diese  Theoreme  sind  von 
Faure  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques  tome  XIX 
p.  234  und  tome  XX  pag.  55  mitgetheilt  worden.) 

§  35.    Bestimmung   solcher   Punkte   in  'der    Ebene    eines 

Kegelschnitts»  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein 

Ereissystem  wird:  Die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts. 

Da  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmtes Strahlsystem  in  Rezug  auf  denselben  zugehört,  so  bietet 
sich  insbesondere  die  Frage  nach  solchen  Punkten  dar,  deren 
Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird,  bei  welchem  je  zwei  kon- 
jugirte  Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Solche  Punkte 
müssen  natürlich,  falls  sie  vorhanden  sind,  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts liegen,  d.  h.  es  dürfen  keine  reellen  Tangenten  durch 
sie  gehen,  weil  das  Kreissystem  ein  besonderer  Fall  des  ellipti- 
schen Strahlsystems  ist.  Wir  können  aber  den  Ort,  wo  wir  sie 
überhaupt  zu  suchen  haben,  noch  mehr  beschränken,  denn  es 
ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sie  nur  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts 
liegen  können.  Wäre  P  irgend  ein  nicht  auf  einer  Axe  des 
Kegelschnitts  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts, so  würde  dem  Durchmesser  PM  ein  konjugirter  Durch- 
messer zugehören,  der  nicht  zu  ihm  rechtwinklig  wäre,  und  zögen 
wir  durch  P  zu  diesem  konjugirten  Durchmesser  eine  Parallele, 
so  hätten  wir  in  P  zwei  konjugirte  Strahlen  des  dem  Punkte  P 
zugehörigen  Strahlsystems;  diese  wären  also  nicht  zu  einander 
rechtwinklig,  folglich  das  Strahlsystem  für  P  kein  Kreissystem. 
Wir  haben  mithin  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur 
auf  den  Axen  zu  suchen  und  zwar  nur  auf  denjenigen  Abschnit- 
ten der  Axen,  welche  von  keiner  Tangente  getroffen  werden  (in- 
nerhalb des  Kegelschnitts  liegen).  Sei  x  ein  beliebiger  Punkt 
einer  Axe    des    Kegelschnitts   und   Z  seine   Polare,    die    senk- 
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recht  auf  der  Axe  steht  in  u,  dann  wird  das  ganze  dem  Punkte 
X  zugehörige  Strahlsystem  in  folgender  Weise  erhalten:  Wir 
ziehen  einen  heliebigen  Strahl  Z  durch  x,  welcher  in  y  die  Po- 
lare X  treffe,  und  bestimmen  den  Pol  z  von  Z,  welcher  nothwendig 
auf  X  liegt;  während  sich  Z  bewegt,  wird  sich  auch  xz  :=^  ¥ 
verändern  und  YZ  sind  immer  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des 
dem  Punkte  x  zugehörigen  Sirahlsystems  (§  30);  y  nnd  z  sind 
gleichzeitig  ein  Paar  konjugirte  Punkte  des  der  Geraden  X  zu- 
ehörigen  Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  offenbar  u  ist  (Fig.  50); 


g 


(Fig.  50.) 


der  Strahl  xu  und  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  x  sind  die 
Axen  des  Strahlsystems  für  den  Punkt  x;  wenn  nun  die  beiden 
konjugirten  Strahlen  Y  und  Z  auch  zu  einander  rechtwinklig 
wären,  so  hätte  das  Strahlsystem  für  a:  zwei  Paar  Axen  und 
wäre  mithin  ein  Kreissystem  (§  17).  Dies  ist  aber  für  einen 
beliebig  auf  der  Axe  angenommenen  Punkt  x  nicht  der  Fall  und 
wir  werden  solche  Punkte  aufzusuchen  haben,  welche  diese  Eigen- 
schaft darbieten.  Verfolgen  wir  das  dem  Punkte  x  zugehörige 
Strahlsystem  und  das  mit  ihm  perspektivisch  liegende  der  Polare 
X  zugehörige  Punktsystem  (y,  z),  so  ist,  weil  u  der  Mittelpunkt 

desselben : 

uy  .  uz  =  const. 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  xu  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Höhen 
yv  und  zw  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte  ^  der  ersteren, 

13* 
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d.  Ii.  der  Axe  des  Kegelschnitts,  und  wir  haben  wegen  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecl^e: 

yu  ,  uz  =  u^  ,  ux  =  const., 
folglich  wird,  wie  wir  auch  das  Punktenpaar  y,  z  auf  der  Polare 
verändern,  der  Höhenpunkt  |  des  Tripel-Dreiecks  xyz  unverän- 
dert bleiben;  also  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Irgend  ein  fester  Punkt  x  einer  Axe  des  Kegel- 
schnitts kann  als  ein  Eckpunkt  von  unendlich  vielen 
Tripeln  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  angesehen  wer- 
den, dessen  beide  andern  Eckpunkte  ^z  auf  derPolare 
X  von  X  sich  bewegen;  der  Höhenpunkt  dieser  sämmt- 
lichen  Tripel-Dreiecke  xyz  ist  ein  und  derselbe  feste 
Punkt  I  und  liegt  ebenfalls  auf  der  Axe  des  Kegel- 
schnitts, auf  welcher  x  angenommen  ist. 

Da  ferner  die  Punkte  v  und  w,  die  Fusspunkte  der  beiden 
aus  y  und  z  gefällten  Höhen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  vx 
und  vy  konjugirle  Strahlen  sind,  ebenso  tvx  und  wz  und  zu- 
gleich rechtwinklig  auf  einander  stehen,  so  folgt,  dass  es  die  Axen 
der  den  Punkten  v  und  w  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge- 
hörigen Strahlsysteme  sind.  Die  Punkte  x  und  |  besitzen  also 
die  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punkt  P  des  über  x^  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  die  Strahlen  Px  und  P^  die  Axen 
des  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen 
Strahlsystenis  sind.  Geht  insbesondere  durch  x  (oder  |)  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts,  deren  Pol  der  Berührungspunkt  Po 
ist,  so  muss  jPoS  (oder  Pox)  senkrecht  auf  der  Tangente  stehen, 
d.  h.  die  Normale  in  Po  sein;  die  Punkte  x  und  §  besitzen  also 
auch  die  Eigenschaft,  dass  sie  die  Durchschnittpunkte  von  Tan- 
gente und  Normale  eines  gewissen  Kegelschnittspunktes  mit  der 
in  Betracht  gezogenen  Axe  sind,  naturlich  auch  des  andern  zu 
der  Axe  symmetrisch  liegenden  Kegelschnittpunktes. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  x  auf  der  Axe  des  Kegel- 
schnitts, so  verändert  sich  mit  ihm  auch  §.  Wenn  nun  einmal 
das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wäre, 
so  müsste  da^  Dreieck  yxz  bei  x  rechtwinklig  werden,  oder  der 
Höhenpunkt  |  müsste  mit  dem  Eckpunkt  x  zusammenfallen,  und 
umgekehrt,  wenn  der  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  mit  einem  Eck- 
punkte zusammenfällt,  so  ist  das  Dreieck  rechtwinklig.  Wir  wer- 
den also  zunächst  zu  untersuchen  haben,  wie  sich  der  Punkt  | 
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mit  dem  Punkte  x  verändert,  und  dann  nachsehen,  ob  und  wie 
oft  es  vorkommt,  dass  x  und  |  zusammenfallen;  diejenigen  Punkte, 
bei  denen  dies  eintritt,  sind  von  der  gesuchten  Beschaffenheit, 
dass  das  ihnen  zugehörige  Strahlsyslem  ein  Kreissystem  wird. 
Um  zu  dem  Punkte  x  den  Punkt  £  zu  finden,  haben  wir  nur 
nöthig,  einen  beliebigen  Strahl  Z  durch  x  zu  ziehen  und  aus 
dem  Pol  z  ein  Perpendikel  aul  Z  zu  fällen,  welches  die  Axe  in 
I  trilft.  Der  durch  x  gezogene  Strahl  Z  ist  übrigens  willkühr- 
lieh;  halten  wir  der  Einfachheit  wegen,  indem  wir  x  fortrücken, 
die  Richtung  von  Z  fest,  d.  h.  lassen  es  beständig  sich  parallel 
bleiben,  so  wird  der  Pol  z  auf  dem  zu  dieser  Richtung  konju- 
girten  Durchmesser  Mz  sich  bewegen,  die  Senkrechte  zw  bleibt 

auch  sich  parallel,  also  das  Verhältniss   nA=  const.   Die  Polare 

2C  von  X  bleibt  auch  bestandig  sich   parallel,   folglich  auch  das 

Verhältniss  x?-  konstant,  mithin  auch  -=7^  =  const.  Nun  sind  aber 

Mz  M  ^ 

X  und  u  konjugirte  Punkte  des  der  Axe  zugehörigen  Punktsystems, 
dessen  Mittelpunkt  M  ist,  daher: 

Mx  .  Mu  =  const.  (=  a^  oder  b^) 

und   es  ergiebt  sich  hieraus,   dass  auch  das  Rechteck  Mx  .  M^ 

conslant  bleibt: 

Mx .  M^  ==  const. 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  die  Punkte  x  und  |  konjugirte 
Punkte  eines  neuen  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind, 
dessen  Asymptotenpunkte,  wenn  e^  hyperbolisch  ist,  die  gesuch- 
ten Punkte  sind,  deren  dem  Kegelschnitt  zugehöriges  Strahl- 
system ein  Kreissystem  wird.  Es  giebt  also  im  Allgemeinen  auf 
jeder  der  beiden  Axen  zwei  solche  Punkte  und  es  bleibt  nur 
noch  zu  untersuchen,  ob  dieselben  reell  vorhairden,  d.  h.  die  in 
der  angegebenen  Weise  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts  konstruir- 
ten  beiden  neuen  Punktsysteme  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind. 
Da  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  M  auch  für  diese  beiden 
neuen  Punktsysteme  Mittelpunkt  ist,  so  ist  nur  zu  untersuchen, 
ob  ein  solches  auf  einer  der  Axen  befindliches  Punktenpaar  x,  ^ 
durch  M  getrennt  wird,  oder  nicht;  im  ersten  Falte  wird  das 
Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch  sein.  Um  aber 
ein  Punktenpaar  x,  §  zu  erhalten,  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
nur  nöthig,  in  irgend  einem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ge- 
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wählten  Punkte  P  die  Axen  des  Strablsystems  zu  bestimmen, 
welches  dem  P  zugehört;  diese  Axen  treffen  eine  Kegelschnitt- 
axe  in  zwei  Punkten  x,  ^  des  neuen  Punktsystems  auf  ihr;  denn 
lassen  wir  umgekehrt  die  Punkte  o:,  £  das  ganze  neue  Punkt- 
system durchlaufen  und  beschreiben  jedesmal  über  x  |  als  Durcli- 
messer  einen  Kreis,  dessen  Punkte  P  die  oben  hervorgehobene 
Eigenschaft  besitzen,  so  erhalten  wir  eine  Kreisschaar,  welche 
die  ganze  Ebene  stetig  erfüllt,  und  durch  jeden  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  giebt  es  nur  einen  Kreis  der  Schaar.  Wir 
schliessen  hieraus  beiläufig  folgenden  Satz: 

Denkt  man  sich  in  sämmtlichen  Punkten  der  Ebene 
die  Axen  der  ihnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehörigen Strahlsysteme  ermittelt,  so  schneidet  jedes 
Axenpaar  die  eine  (oder  andere)  Axe  des  Kegelschnitts 
in  zwei  Punkten  x,  ^,  deren  Gesammtheit  ein  Punkt- 
system auf  dieser  Axe  konstituirt,  von  welchem  x,  § 
allemal  ein  Paar  konjügirte  Punkte  sind. 

Hieraus  folgt  nothwendig,  dass  die  in  dieser  Weise  auf 
beiden  Axen  erhaltenen  neuen  Punktsysteme  verschiedener  Natur 
sein  müssen,  nämlich  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch.  Denn  wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  P  die 
Schenkel  eines  andern  rechten  Winkels  M  in  zwei  Punkteupaaren 
cT,  §  und  x^^^  durchbohren,  so  können  nicht  auf  den  Schenkeln 
des  letzteren  1)  gleichzeitig  x,  |  durch  M  getrennt  werden  und 
auch  x^i},  ebenso  wenig  können  2)  gleichzeitig  x  und  |  auf  der- 
selben Seite  von  M  in  dem  einen  Schenkel  liegen  und  auch  x^ 
und  1^  auf  derselben  Seite  von  M  in  dem  andern  Schenkel,  son- 
dern es  müssen  3)  wenn*a;|  durch  il/ getrennt  werden,  x^  und  |* 
auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  oder  4)  wenn  o;  und  |  auf 
derselben  Seite  von  M  liegen,  x^  und  ^^  durch  M  getrennt  wer- 
den. Dies  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung;  folglich  muss  das 
neue  Punktsystem  auf  der  einen  Kegelschnittaxe  elliptisch»  auf 
der  andern  hyperbolisch  sein;  bei  dem  letzteren  existiren  nur 
zwei  reelle  Asymptotenpunkte  und  wir  erhalten  daher  als  Antwort 
auf  die  vorgelegte  Frage  folgenden  Satz: 

Es  giebt  nur  zwei  reelle  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts,  für  welche  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system ein  Kreissystem  wird;  diese  liegen  auf  einer  der 
beiden  Axen  des  Kegelschnitts  gleich  weit  vomMiltel- 
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pankte  nach  beiden  Seiten  hin  abstehend;  sie  heissen 
die  „Brennpunkte"  des  Kegelschnitts. 

Wir  gelangen  nach  dem  Vorigen  zu  den  Brennpunkten  auch 
durch  folgende  Konstruktion: 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlicben  Punkten 
eines  Kegelschnitts  treffen  sowohl  die  eine,  als  auch 
die  andere  Axe  desselben  in  Pun^tenpaaren  x,  ^, 
welche  auf  jeder  ein  Punktsystem  konstituiren,  von 
dem  X  und  §  immer  ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind, 
und  welches  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  zu- 
gleich zu  seinem  Mittelpunkte  hat;  von  diesen  beiden 
Punktsystemen  ist  das  eine  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch;  die  Asymptotenpunkte  des  letzteren 
sind  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts,  d.h.  die  ein- 
zigen reellen  Punkte  in  der  Ebene  desselben,  welche 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  das  ihnen  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem  ein  Kreis- 
system  ist. 

Suchen  wir  nun  näher  bei  den  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermitteln,  so  zeigt  sich 
zunächst  bei  der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
das  äusserst  einfache  Verhalten,  dass  das  Punktsystem  {x,  §)  auf 
der  Axe  der  Parabel  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  wird,  also  der 
eine  Asymptotenpunkt  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  im  Unend- 
lichen liegt  und  nur  der  andere  Asymptotenpunkt  im  Endlichen 
bleibt;  d.  h.  die  Parabel  hat  nur  einen  (endlichen)  Brennpunkt, 
nämlich : 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlicben  Punkten  der 
Parabel  treffen  die  Axe  derselben  in  je  zwei  Punkten 
x^,  deren  Abstand  durch  ein  und  denselben  festen 
Punkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel  halbirt  wird. 

Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  liegt  im  Unendlichen  mit 
dem  Mittelpunkt  und  dem  unendlich-entfernten  Parabelpunkt  ver- 
einigt; die  zweite  Axe  der  Parabel  ist  die  unendlich -entfernte 
Gerade  selbst;  das  auf  ihr  hervorgerufene  Punktsystem  {x,  |)  ist 
elliptisch. 

Um  bei  Ellipse  und  Hyperbel  die  Lage  der  Brennpunkte  zu 
bestimmen,   denken  wir  uns  in   irgend  einem  Kegelschnittpunkte 
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(Fig.  51.) 


A  die  Tangente   und   Normale-,   welche  die  eine  Kegelschnittsaxe 

in  X  und   ^,  die  andere  in  x^   und  5^  treffen   mögen  (Fig.  51). 

Liegen  nun  x  und  §  auf  derselben 
Seite  von  M,  so  müssen  x^  und  §' 
durch  M  getrennt  werden ;  es  wird 
also  das  Punktsystem  [x,  i)  auf 
der  Axe  Mx  hyperbolisch  sein  und 
^.  die  Asymptotenpunkte  desselben 
F  und  F^  oder  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts  werden  auf  die- 
ser Axe  liegen,  während  das  Punkt- 
system [x^,  i^)  auf  der  andern  Axe 
elliptisch  ist.    Bezeichnen  wir  den 

Abstand   der   beiden   Brennpunkte   FF^  =  2  c,    also  MF  =  c, 

so  ist: 

Mx  .  M^  =  c^; 

2c  heisst  die  Excentricität  des  Kegelschnitts  und  lässt  sich 
leicht  ausdrücken  durch  die  Längen  der  Axen  desselben.  Fällen 
wir  nämlich  von  A  die  Perpendikel  Ap  und  Ap^  auf  3ie  Axen, 
so  sind  p  X  und  p^  x^  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  def  den 
Axen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsysteme; 
diese  sind  bei  der  Ellipse  beide  hyperbolisch,  bei  der  Hyperbel 
ist  eines  hyperbolisch ,  das  andere  elliptisch ;  sei  das  hyperbolische 
auf  der  Axe  Mx  befindlich,  so  haben  wir  sowohl  für  Ellipse,  als 
auch  für  Hyperbel 

Mp  ,  Mx  =  a^, 

da  p  und  x  auf  derselben  Seite   von  M  liegen  müssen;  dagegen 

Mp^  ,  Mx^  =  6^  für  die  Ellipse 
und  Mp^  .  Mx^  =  —  6^  für  die  Hyperbel, 

weil  im  ersten  Falle  p*  und  x^  auf  derselben  Seite  von  M  liegen 
(wie  in  der  Figur  51,  die  also  den  Fall  der  Ellipse  voraussetzt), 
im  zweiten  Falle  dagegen  p^  imd  x^  durch  M  getrennt  werden. 
Nun  zeigt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 


Mx  Mx^ 

Mp       '  p^  x^ 

woraus  einmal,  weil: 

Mp^  = 


und 


M^  _  Ml^ 


Mp 


PU 


1 » 


=  ^p^  ,  p^x^    ist, 
Mx  .  M^  =  ^^M .  Mx^  =  c2 


folgt. 
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und  zweitens 

Mx  .Mp  =  Mx^  .  1^^ 

=  Mx^  (^^M  +  Mp^)      also 
Mx  .  Mp  —  Mx^ .  Mp^  ==  c\ 
Wir  erhalten  also: 

ß2  --  ^2  —  ^2     fQ|.  ^iß  Ellipse. 

und     c^  ans  «2  -|-  ^2    fQp  jjie  Hyperbel. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Brennpunkte  der  Ellipse  auf 
der  grösseren  Axe  der  Ellipse  liegen ,  weil  a^  —  ft^  ._-  ^2  ^  ^^ 
also  a  >  6  sein  muss^  und  dass  sie  erhalten  werden,  wenn  wir 
um  einen  der  Schnittpunkte  der  kleineren  Axe  der  Ellipse  mit 
dem  Radius  a  der  grösseren  Halbaxe  einen  Kreis  schlagen,  wel- 
cher die  grössere  Axe  in  den  gesuchten  Brennpunkten  F  und  F^ 
ü^eflen  wird«  während  ein  mit  dem  Radius  h  der  kleineren  Halb- 
axe um  einen  der  Scheitel  der  andern  Axe  geschlagener  Kreis 
die 'letztere  nicht  treffen  kann.  Für  a  =  b  wird  die  Ellipse  ein 
Kreis  und  die  beiden  Brennpunkte  jener  fallen  mit  dem  Kreis- 
mittelpunkte zusammen  {c  z=  0),  Zweitens  sehen  wir,  dass  bei 
der  Hyperbel  die  Brennpunkte  auf  derjenigen  Axe  liegen,  weiche 
dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten ,  ihren  Scheiteln,  trifft  und  dass 
wir  sie  erhalten,  indem  wir  in  den  Scheiteln  die  Tangenten 
ziehen ,  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Asymptoten  der  Hy- 
perbel bestimmen  und  mit  der  Entfernung  eines  dieser  PunKte  von 
M  um  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  einen  Kreis  schlagen,  welcher 
die  erste  Axe  in  den  gesuchten  Brennpunkten  F  und  F^  trifft. 
Dass  das  Punktsystem  {x^,  J')  auf  derjenigen  Axe  der  Hyperbel, 
welche  dieselbe  nicht  trifft,  elliptisch  sein  muss,  geht  auch  a  priori 
daraus  hervor,  dass  diese  ganz  in  das  Bereich  der  Tangenten  der 
Hyperbel  fällt,  also  jedem  ihrer  Punkte  ein  hyperbolisches  Strahl- 
system zugehört,  mithin  kein  Kreissystem  vorkommen  kann. 

Wir  haben  vorhin  eines  Kreises  erwähnt,  welcher  über  der 
Strecke  x^  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann;  da  nun 
das  Punktenpaar  x  ^  ein  ganzes  Punktsystem  durchläuft,  so  bilden 
alle  diese  Kreise  eine  Kreisschaar,  deren  Centrale  eine  Kegel- 
schnittaxe  ist.  Beschreiben  wir  anderseits  auch  über  x^^^  als 
Durchmesser  einen  Kreis,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Kreisschaar, 
welche  die  andere  Kegelschnittaxe  zur  Centrale  hat;  diese  beiden 
Kreisschaaren  sind  konjugirte'  Kreisschaaren,  d.  h.  jeder 
Kreis  der  einen  Schaar  schneidet  jeden  der  andern  rechtwinklig. 
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denn  diejenigen  beiden  Kreise,  welche  (Fig.  51)  über  x^  und  ic*|* 
als  Durchmesser  beschrieben  werden,  haben  den  Punkt  A  gemein 
und  die  von  den  Mittelpunkten  dieser  beiden  Kreise  nach  A  hin 
gehenden  Radien  stehen  offenbar  senkrecht  auf  einander.  Jede 
dieser  beiden  Kreisschaaren  hat  die  Centrale  der  andern  zur 
Potenzlinie''')  (gemeinschaftlichen  Sekante),  und  zwar  die  eine  eine 
ideelle,  die  andere  eine  reelle  gemeinschaftliche  Sekante,  d.  h. 
die  Kreise  der  einen  Schaar  {x,  |)  treffen  die  Potenzlinie  nicht, 
die  Kreise  der  andern  Schaar  {x^  |^)  gehen  sämmtlich  durch  die- 
selben beiden  festen  Punkte  F  und  F^,  welches  die  „Grenz- 
punkte'' der  ersten  Kreisschaar  sind,  und  haben  also  FFi  zur 
reellen  gemeinschaftlichen  Sekante.  Hiernach  können  wir  den 
Satz  aussprechen: 

Die  beiden  Brennpunkte  'eines  Kegelschnitts  und 
die  Schnittpunkte  von  Tangente  und  Normale  in  ir- 
gend einem  Kegelschnittpunkte  mit  derjenigen  A\e, 
auf  welcher  die  Brennpunkte  nicht  liegen,  befinden 
sich  allemal  auf  einem  Kreise;  woraus  denn  auch  eine  Kon- 
struktion der  Brennpunkte  sich  ergiebt.  Bei  der  Parabel  geht 
die  eine  der  beiden  konjugirten  Kreisschaaren  in  eine  Schaar 
concentrischer  Kreise  über  und  die  andere  Kreisschaar  zerfällt. 

Anmerkung.  Wir  können  in  gewissem  Sinne  von  drei 
Axen  eines  Kegelschnitts  sprechen,  indem  wir  zu  den  beiden 
eigentlichen  Axen  die  unendlich-entfernte  Gerade  G^  hinzufügen 
imd  also  das  Tripel  konjugirter  Strahlen,  deren  zwei  die  eigent- 
lichen Axen  des  Kegelschnitts  sind ,  vervollständigen ;  dann  würde 
also  der  Kegelschnitt  drei  Mittelpunkte  haben ,  von  denen  zwei 
im  Unendlichen  liegen  und  sechs  Brennpunkte,  nämlich  die  Dop- 
pelpunkte der  drei  Punktsysteme  {x,  ^)  auf  den  drei  Axen;  von 
diesen  Punktsystemen,  welche  entstehen  durch  die  Schnittpunkte 
[x,  §)  sämmtlipher  Axenpaare  aller  dem  Kegelschnitt  zugehörigen 
Strahlsysteme  in  der  Ebene ,  sind  aber  immer  zwei  elliptisch  und 
nur  eines  hyperbolisch,  also  von  den  sechs  Brennpunkten  nur 
zwei  reell.  Wir  erwähnen  diese  Auffassung,  weil  sie  bei  manchen 
geometrischen  Untersuchungen  zur  Aufklärung  von  Paradoxen  dient, 
die  sonst  nicht  erklärt  werden  können.    Beim  sphärischen  Kegel* 


*)  Siehe  Steiner:    Einige  geometrische  Betrachtungen,  Grelle*« 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.,  Bd.  I  S.  161  ff. 
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schnitt  z.  B.  treten  diese  drei  Axen ,  weil  das  Operationsfeld  der 
Kugel  keine  unendlich  -  entfernten  Punkte  besitzt,  ganz  bestimmt 
hervor.  —  Wir  können  uns  auch  auf  der  unendlich -entfernten 
Geraden  ein  Punktsystem  denken,  welches  ihr  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört;  dies  wird  bestimmt  durch  das  dem  Mittel* 
punkte  des  Kegelschnitts  zugehörige  Strahisystem  (der  konjugirten 
Durchmesser)  und  ist  elliptisch,  wenn  der  Kegelschnitt  Ellipse, 
hyperbolisch,  wenn  er  Hyperbel  ist,  wo  dann  die  Asymptoten  des 
Kegelschnitts  durch  die  Asymptotenpunkte  jenes  Punktsystems  auf 
Q^  gehen.  Da  insbesondere  beim  Kreise  das  System  der  konju- 
'girten  Durchmesser  ein  Kreissystem  ist,  d.  h.  aus  lauter  Paaren 
rechtwinkliger  Strahlen  besteht,  so  wird  für  jeden  Kreis  in  der 
Ebene  auf  G^  dasselbe  Punktsystem  bestimmt;  da  nun  die 
Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  immer  die  Schnittpunkte 
der  G^  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  so  können  wir  in  gewissem 
Sinne  sagen:  Alle  Kreise  der  Ebene  gehen  durch  die- 
selben beiden  imaginären  Punkte  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden,  d.  h.  für  uns  nichts  anderes  als:  Das  der 
unendlich -entfernten  Geraden  für  alle  Kreise  der  Ebene  zuge- 
hörige Punktsystem  ist  identisch  dasselbe,  elliptische.  Die  bei- 
den imaginären  Kreispunkte  auf  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  werden  in  neuerer  Zeit  häuflg  bei  geometri- 
schen Untersuchungen  benutzt  und  gewähren  auch  bei  analytischer 
Behandlung  einen  wesentlichen  Nutzen;  sie  sind  aufzufassen  als 
die  imaginären  Asymptotenpunkte  des  ein  für  alle  Mal  fest  be- 
stimmten Punktsystems  auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden, 
welches  von  allen  unendlich -entfernten  Punktenpaaren  gebildet 
wird,  die  in  je  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  lie- 
gen. Nach  der  obigen  Erweiterung  sind  also  die  beiden  imagi- 
nären Kreispunkte  auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden  als  ein 
Paar  imaginäre  Brennpunkte  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  in 
der  Ebene  aufzufassen. 

§  36.    Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche 
sich  auf  ihre  Brennpunkte  beziehen« 

Die  eigenthümliche  Beschaffenheit  der  Brennpunkte  führt  zu 
sehr  einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  zu  den 
ältesten  und  bekanntesten  gehören.  Wir  wollen  die  hauptsäch- 
lichsten derselben  hier  nur  kurz  aus  unserer  Definition  der  Brenn- 
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punkte  ableiten.  Da  das  Punktsystem  {x,  |),  dessen  Asymptoten- 
punkte die  Brennpunkte  FF^  des  Kegelschnitts  sind,  durch  Tan- 
gente und  Normale  sämmllicher  Eegeischnittpunkte  P  auf  der 
Axe,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  fixirt  wird,  so  bilden  die 
Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  P  des  Kegelschnitts 
und  die  beiden  Strahlen  PF,  PF^  nach  den  Brennpunkten  bin 
vier  harmonische  Strahlen,  und  da  Tangente  und  Normale  als 
zugeordnete  Strahlen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren 
sie  (§  8)  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PF  und  PF^ ,  also 
erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Tangente  (und  Normale)  in  jedem  Punkte  des 
Kegelschnitts  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  beiden 
Strahlen,  welche  von  diesem  Punkte  nach  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  erklärt  sich  (wenigstens  für  Ellipse  und  Parabel)  der 
Name  Brennpunkte,  indem  nach  dem  bekannten  Reflexionsgesetz 
die  von  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  ausgieheuden  Strah- 
len, welche  an  der  Peripherie  des  Kegelschnitts  reflektirt  wer- 
den, in  dem  andern  sich  wieder  vereinigen.  Bei  der  Parabel 
werden  alle  von  dem  (endlichen)  Brennpunkte  ausgehende  Strahlen 
durch  dieselbe  parallel  zur  Axe  reflektirt,  weil  der  zweite  Brenn- 
punkt im  Unendlichen  liegt.  Ueberhaupt  gestalten  sich  die  Fokal- 
eigenschaften bei  der  Parabel  am  einfachsten  und  wir  wollen  sie 
daher  zuerst  kurz  ableiten.  Das  dem  Brennpunkte  zugehörige 
Strahlsystem  der  Parabel  ist  ein  Kreissystem;  bestimmen  wir 
die  Polare  des  Brennpunktes,  welche  Leitlinie  (Direktrix)  der 
Parabel  heisst  und  um  ein  gleiches  Stuck,  wie  der  Brennpunkt 
von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
absteht  (weil  das  der  Axe  zugehörige  Punktsystem  auch  ein  hyper- 
bolisch-gleichseitiges ist),  ausserdem  in  diesem  Punkte  senkrecht 
auf  der  Axe  steht,  so  wird  die  Verbindungslinie  irgend  eines 
Punktes  R  der  Leitlinie  mit  dem  Brennpunkt  F  senkrecht  stehen 
auf  der  durch  F  gehenden  Polare  von  R\  diese  schneidet  aber 
die  Parabel  in  zwei'  reellen  Punkten  P  und  P^,  weil  der  Brenn- 
punkt F  innerhalb  der  Parabel  liegt,  und  RP  und  RP^  sind  die 
Tangenten  in  diesen  Parabelpunkten.  Ziehen  wir  durch  P  eine 
Parallele  zur  Axe  und  schneidet  dieselbe  die  Leitlinie  in  Q 
(Fig.  52),  so  halbirt  nach  dem  Vorigen  die  Tangente  PR  den 
Winkel  FPQ;  PQ  steht  aber  senkrecht  auf  der  Leitlinie  Z,  folg- 
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(Fig.  52.) 


lieh  sind  die  beiden  Dreiecke  R  P  Q  und  R  P  F,  weil  sie  alle 
Winkel  gleich  haben  und  eine  Seite  RP  gemeinschaftlich,  kon- 
gruent; mithin  ist  PF  =  PQ; 
dasselbe  gilt  vom  Punkte  P^  und 
Oberhaupt  von  allen  Punkten  der 
Parabel,  da  wir  R  auf  der  Leit- 
linie fortrücken  können.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  bekannte  Ent- 
stehungsweise der  Parabel: 

Alle  Punkte  der  Ebene, 
welche  von  einem  festen 
Punkte  F  und  einer  festen 
Geraden  L  gleich  weit  ab- 
stehen, liegen  auf  einer  Pa- 
rabel, welche  JF"  zum  Brenn- 
punkt und  L  zur  Leitlinie 
hat. 

Da  ferner  RF  =  RQ  z=  Q^R  und  FQ  senkrecht  auf  RP 
steht  und  durch  diese  Gerade  halbirt  wird  in  p,  wie  aus  der  Figur 
hervorgeht,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  R,  weil  Q  auf  der 
festen  Geraden  L  sich  bewegt  und  immer  Fp  =  i^FQ  ist,  der 
Punkt  p  sich  auf  einer  mit  L  parallelen  Geraden,  welche  den 
Abstand  des  Brennpunktes  F  von  L  halbirt,  fortbewegen;  diese 
Gerade  ist  die  Tangente  im  Scheitel  S  der  Parabel  und  p  der 
Fusspunkt  eines  vom  Brennpunkte  auf  eine  beliebige  Tangente 
gefällten  Perpendikels,   also: 

Die  Fussp  unkte  der  aus  dem  Brennpunk  tauf  sämmt- 
liche  Tangenten  der  Parabel  gefällten  Perpendikel 
Hegen  auf  einer  Geraden,  der  Tangente  im  Scheitel, 
oder: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  sich  so  in  der  Ebene  be- 
wegt, dass  sein  Scheitel  auf  einer  festen  Geraden  fort- 
rückt und  der  eine  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt 
läuft,    so   umhüllt  der  andere  Schenkel    eine  Parabel. 

Hieraus  ergeben  sich  einfache  Kon.struktionen  der  Punkte  und 
Tangenten  der  Parabel,  sobald  dieselbe  durch  Brennpunkt  und 
Leitlinie  gegeben  ist,  auf  deren  Ausführung  wir  hier  nicht  ein- 
gehen   wollen. 
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Da  ferner  L  QRP  =  L  PBF  und  ebenso  L  Ö^Äi>*  = 
LP^RF  und  QRO^  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  LPRP^  =  W 
also  die  Leitlinie  der  Parabel  ist  der  Ort  des  Srbnitt- 
Punktes  aller  rechtwinkligen  Tangentenpaare  dersel- 
ben (§34). 

Die  Konstruktion  des  Tangentenpaares  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0  an  die  Parabel  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorigen, 
weil  irgend  ein  Punkt  einer  Tangente  gleich  weit  absteht  vom 
Brennpunkte  wie  vom  Fusspunkte  des  aus  dem  Berührungspunkte 
auf  die  Leitlinie  herabgelassenen  Perpendikels;  ein  um  0  mit  der 
Entfernung  OF  geschlagener  Kreis  trifft  mithin  die  Leitlinie  im 
Allgemeinen  in  zwei  Punkten  Q  und  Q^  und  die  beiden  Perpen- 
dikel aus  0  auf  die  Geraden  QF  und  Q^  F  sind  also  die  Tangen- 
ten aus  0  an  die  Parabel.  Die  mannichfachen  Folgerungen  hier- 
aus und  die  Eigenschaften  der  Parabel,  welche  sich  aus  der 
Gleichheit  der  in  der  Figur  auftretenden  Winkel  ergeben,  wollen 
wir  hier  gleichfalls  übergehen,  zumal  die  wesentlichsten,  bei 
Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleich  lautenden  dort  noch  kurz  ange- 
führt werden  sollen;  es  liegt  überhaupt  nicht  in  unserer  Absiebt, 
diesen  ganz  elementaren  Weg  für  die  Ableitung  der  Eigenschaf- 
ten der  Kegelschnitte  weiter  zu  verfolgen,  sondern  nUr  die  Brücke 
herzustellen,  welche  von  den  aligemeinsten  Eigenschaften  des 
Kegelschnitts  aus  zu  diesen  besonderen  hinüberfuhrt. 

Seien  F  und  F^  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
(Ellipse  oder  Hyperbel)  und  P  irgend  ein  Punkt  desselben,  so 
müssen,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Tangente  und  Normale  in  P 
die  Winkel  zwischen  den  Badien- Vektoren  nach  den  Brennpunk- 
ten hin  P^  und  PF^  halbiren;  es  bleibt  aber  zweifelhaft,  welche 
von  den  beiden  Halbirungslinien  Tangente  und  welche  Normale 
ist.  Diese  beiden  Halbirungslinien  unterscheiden  sich  wegen  der 
bekannten  Eigenschaft  von  vier  harmonischen  Strahlen  dadurch 
von  einander,  dass  die  eine  zwischen  F  und  F^  hindurchgeht, 
die  andere  beide  Brennpunkte  auf  derselben  Seite  von  sich  hat. 
Fassen  wir  denjenigen  Halbirungsstrahl,  welcher  zwischen  F  und 
F^  hindurchgeht,  als  Tangente  auf,  den  andern  als  Normale,  so 
ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Hyperbel,  weil  jede  Tangente  der 
Hyperbel  die  reelle  Axe  zwischen  ihren  beiden  Scheiteln  Iriflt, 
mithin  a  fortiori  auch  zwischen  den  Brennpunkten;  im  andern 
Falle  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Ellipse,  weil  jede  Tangente 
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derselben  die  Axe  ausserhalb  ihrer  beiden  Scheitel  trifft,  mitbin 
a  fortiori  auch  ausserhalb  der  beiden  Brennpunkte.  In  'dem 
einen,  wie' im  andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt,  wie  wir  sogleich  sehen  werden;  also: 

EsgiebtzwelKegelschnitte,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen  und  dieselben  gegebenen  ßrenn- 
punkte  haben;  diese  beiden  Kegelschnitte  schneiden 
sich  rechtwinklig  in  dem  gegebenen  Punkte  und  der  eineist 
Hyperbel,  der  andere  Ellipse  (oder  beide  Parabeln,  wenn  ein 
Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt),  woraus  wir  allgemein  schliessen: 
Alle  Kegelschnitte,  welche  dieselben  Brennpunkte 
haben  (konfokal  sind),  schneiden  sich  in  denjenigen 
Punkten,  in  welchen  sie  sich  treffen,  rechtwinklig. 

Wir  wollen  nun  in  Fig.  53  a  und  Fig.  53  b  die  beiden  Fälle 
der  Ellipse  und  Hyperbel  von  ,^.     -_    v  ^„. 

'^  •'J  (Flg.  53  a.)  Ellipse. 

einander  trennen.    In  der  er- 
sten Figur  ist   also  die  Hal- 
birungsiinie  des  Winkels  i?7^i?'i, 
welche    zwischen    F  F^    hin- 
durchgeht, die  Normale,  die 
Halbirungslinie  des  Nebenwin- 
kels die  Tangente  der  Ellipse. 
Fällen  wir  von  F  ein  Perpen- 
dikel FQ  auf  die  Tangente, 
welches  in  R  den  Strahl  PF^ 
trifft,   so  ist  PF=  PR  we- 
gen der  Kongruenz  der  Drei- 
ecke PFQ  und  PRQ;  jeder 
Punkt     der    Tangente    steht 
gleich  weit  von  F  und  R  ab. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  0  der  Tangente,  so  ist 
die  andere  durch  ihn  gehende 
Tangente      vollkommen     be- 
stimmt, denn  das  dem  Punkte 
O  zugehörige  Strahlsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  hat  zu  seinen  Asymptoten  das  Tangenten- 
paar aus  0,  die  Axen  dieses  Strahlsystems  sind  aber  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten  und  diese  Axen  treffen, 


(Fig.  53  b.)  Hyperbel. 
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wie  wir  allgemein  eingesehen  Iiaben,  immer  in  einem  solchen 
Punklenpaar  [x,  §)  die  Kegelschnittsaxe,  welches  mit  den  Brenn- 
punkten FF^  harmonisch  Hegt;  folglich  sind  die  Axen  des  Strahl- 
systems 0  mit  den  beiden  Strahlen  OF  und  OF^  harmonisch  ge- 
legen, und  da  jene  senkrecht  auf  einander  stehen,  so  sind  es  die 
Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Strahlen  OF  und  OF^, 
also:  Die  Halbirungslinien  der  Winkel  des  von  einem 
beliebigen  Punkte  0  an  den  Kegelschnitt  gelegten 
Tangentenpaars  und  die  Halbirungslinien  der  Winkel 
des  von  0  nach  den  Brennpunkten  FF^  hingehenden 
Strahlenpaares  fallen  zusammen.  Stellen  wir  also  diese 
Halbirungslinien  her,  so  ist  die  andere  durch  0  gehende  Tangente 
unzweideutig  bestimmt;  sie  bildet  denselben  Winkel  mit  OF^, 
wie  die  erste  mit  OF  und  liegt  naturlich  so.  dass  sie  wieder  F 
und  F^  auf  derselben  Seite  von  sich  hat;  um  den  Berührungspunkt 
P^  auf  ihr  zu  ermitteln,  haben  wir  einen  solchen  Punkt  derselben 
zu  suchen,  dass  P^F  und  P^F^  gleiche  Winkel  mit  ihr  bilden, 
d.  h.  wir  fällen  aus  F^  das  Perpendikel  F^Q^  auf  die  Tangente, 
verlängern  es  über  Q^  um  sich  selbst  bis  R^,  ziehen  FR^  und 
suchen  den  Schnittpunkt  P^  der  letzten  Geraden  mit  der  Tangente 
auf,  so  ist  er  offenbar  der  gesuchte  Berührungspunkt.  Verän- 
dern wir  nun  den  willkührlichen  Punkt  0  auf  der  als  gegeben 
angenommenen  ersten  Tangente,  so  erhalten  wir  sämmtliche 
Tangenten  und  sämmtliche  Punkte  derselben  durch  diese  Kon- 
struktion unzweideutig  benimmt;  also  der  Kegelschnitt  ist 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  durch  seine  beiden 
Brennpunkte  und  eine  Tangente,  was  denn  auch  a  priori 
vorauszusehen  war,  weil  jeder  Brennpunkt,  dessen  dem  Kegel- 
schnitt zugehöriges  Strahlsystem  ein  Kreissystem  (also  bekannt) 
ist,  und  zu  seinen  imaginären  Asymptoten  das  Tangentenpaar 
an  den  Kegelschnitt  hat,  die  Stelle  von  zwei  gegebenen  Tangen- 
ten vertritt  und  bekanntlich  fünf  Tangenten  den  Kegelschnitt  ein- 
deutig bestimmen  (§  20). 

Halten  wir  nun  die  erste  als  gegeben  angenommene  Tangente 
fest  und  verändern  den  Punkt  0  auf  ihr,  so  ergeben  sich  viele 
bekannte  Eigenschaften  des  Kegelschnitts;  zunächst  weil  OF=0R 
und  OF^  =0R^,  ferner  LROF^  =  LFOR^,  sind  die  Dreiecke 
ROF^  und  FOR^  kongruent,  also  RF^^=FR\  d.  h.  weil  ÄP  = 
FP  und  R^P^  =if,/>^  in  Fig.  53a,  haben  wir: 
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FP  +  F^P^FP^  +  F^PK 
wenn  ^ir  also  den  Punkt  0  auf  der  ersten  Tangente  verändern, 
so  bleibt  die  Summe  der  Radienvektoren  aller  Punkte  der  Ellipse 
(P^)  nach  den  beiden  Brennpunkten  hin  konstant;  diese  Summe 
ist  nun,  wenn  der  Ellipsenpunkt  insbesondere  einer  der  Scheitel 
wird,  =  2a,  der  grösseren  Axe  der  Ellipse,  folglich: 

Der  Ort  aller  solcher  PunTite  in  der  Ebene,  für 
welche  die  Summe  der  Abstände  von  zwei  festenPunk- 
ten  F  und  F^  denselben  Werth  hat,  ist  eine  Elltpse, 
deren  beide  Brennpunkte  F  und  F^  und  deren  grosse 
Axe  gleich  der  konstanten  Summe  ist. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  diese  Eigenschaft  bei  der  Hyper- 
bel (Fig.  53b)  wegen  der  Lage  der  Tangenten,  welche  alle 
zwischen  F  und  F^  hindurchgehen.  Auch  hier  sind  in  gleicher 
Weise  die  Dreiecke  ROF^  und  F  0  R^  kongruent,  folglich 
FR^z=jRF^,  d.  h.  hier  PF^  —  PF=P^F—P^Fi,  also 

P^F^P^F^t=z  const. 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene,  für 
welche  die  Differenz  der  Abstände  von  zwei  festen 
Punkten  F  und  F^  denselben  (absoluten)  Werth  hat, 
ist  eine  Hyperbel,  deren  beide  Brennpunkte  F  und  jPj 
sind  und  deren  reelle  Axe  gleich  der  konstanten  Dif- 
ferenz ist.  Die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  unterscheiden  sich 
dadurch  von  einander,  dass  für  die  Punkte  des  einen  der  Werth 
der  konstanten  Differenz  entgegengesetzt  ist  dem  für  die  Punkte 
des  andern  Zweiges. 

Die  konstante  Summe  oder  DiiTerenz  ist  durch  die  Länge 
RF^=:FR^^=^2a  gegeben;  da  Q  die  Mitte  von  RF  und  M  die 
Mitte  von  FF^,  so  ist  IHQ  =  MQ^  =  a;  0  wnd  Q^  sind  die 
Fusspunkte  der  aus  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  herab- 
gelassenen Perpendikel;  wir  erhalten  daher  den  für  Ellipse  und 
Hyperbel  gleichlautenden  Satz: 

Die  Fusspunkte  der  aus  den  Brennpunkten  auf  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  herabgelassenen  Per- 
pendikel liegen  auf  einem  Kreise,  welcher  die  grosse 
Axe  der  Ellipse  oder  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  zu 
seinem  Durchmesser  hat,  also  den  Kegelschnitt  in 
zweien  seiner  Scheitel  berührt  (Fusspunktskreis). 

Bei  der  Parabel  geht  der  Fusspunktskreis  in  die  Tangente  am 

Schröter,  Theorie  d.  Ko^elschn.  \j^ 
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Scheitel  über.  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  liefert  diese  Eigenschaft 
des  Fiisspunktskreises  ein  bequemes  Mittel  zur  Zeichnung  dieser 
Kurven,  da  sie  sich  so  aussprechen  lässt: 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
auf  einem  Kreise  und  läuft  der  eineSchenkel  dessel- 
ben durch  einen  festen  Punkt,  so  umhüllt  der  andere 
Schenkel  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der 
feste  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
liegt,  und  dieser  Punkt  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnitts. 

Fällen  wir  aus  F^  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  P, 
so  liegt  sein  Fusspunkt,  wie  leicht  zu  erkennen,  auf  demselben 
Kreise  und  das  Rechteck  aus  diesen  beiden  Perpendikeln  ist  kon- 
stant, weil  es  der  Potenz  des  einen  (oder  andern)  Brennpunktes 
in  Bezug  auf  den  Fusspunktskreis  gleich  ist;  diese  Potenz  ist  für 
die  Hyperbel  =  c^  —  a?=:b^  positiv,  weil  die  Brennpunkte  ausser- 
halb des  Fusspunktskreises  liegen,  für  die  Ellipse  c^  —  «^ :=a  —  6^ 
negativ,  weil  die  Brennpunkte  innerhalb  des  Fusspunktskreises 
liegen;  abgesehen  von  der  Lage  können  wir  den  Satz  so  aus- 
sprechen : 

Das  Rechteck  aus  den  Abständen  der  Brennpunkte 
von  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  Ist  von  kon- 
stantem Inhalt  für  alle  Lagen  der  Tangente. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  ROF^  und  FOR^  folgt 
auch  die  Gleichheit  der  Winkel  OBF^  und  OFB^  oder  OFP 
und  OFP^,  d.  h. 

Von  einem  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  aus  ge- 
sehen erscheinen  die  Stücke  auf  zwei  Tangenten  von 
ihrem  Schnittpunkt  bis  zu  den  Berührungspunkten 
unter  gleichem  Winkel  (oder  Nebenwinkel),  oder  anders  aus- 
gesprochen: Der  Strahl  von  einem  Brennpunkt  nach  dem  Schnitt- 
punkt eines  Tangentenpaares  ist  immer  ein  Halbirungsstrahl  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  von  demselben  Brennpunkte  nach 
den  Berührungspunkten  hingehenden  Strahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  eine  dritte  veränderliche  Tangente 
das  feste  Tangentenpaar  durchschneiden  lassen  und  für  jeden  der 
beiden  Schnittpunkte  den  vorigen  Satz  in  Anwendung  bringen, 
der  allgemeinere  Satz: 

Das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
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aufeinerveränder  liehen  dritten  abgeschnittene  Stack 
erscheint,  von  einem  Brennpunkt  ausgesehen,  immer 
unter  demselben  Winkel  (oder  Nebenwinkel).  Dieser  Winkel 
ist  insbesondere  gleich  demjenigen,  unter  welchem  die  Stücke  auf 
den  beiden  festen  Tangenten  vom  Schnittpunkt  bis  zu  den  Berüh- 
rungspunkten,  aus  demselben  Brennpunkte  gesehen,  erscheinen. 
Denken  wir  uns  umgekehrt  die  beiden  festen  Tangenten,  den 
Brennpunkt  und  die  Grösse  des  konstanten  Winkels  gegeben,  so 
ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  dadurch  bestimmt 
und  wir  können  den  vorigen  Satz  so  umkehren: 

Dreht  sich  ein  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse 
um  seinen  festen  Scheitel  Fund  begegnen  die  Schen- 
kel xx^  zwei  festen  Geraden  SSi  resp.  in  den  Punkten 

r  und  Xi»  so  hüllt  die  Verbindungslinie  xiC]  einen  Kegel- 
schnitt ein,  welcher  die  beiden  Geraden  SS|  berührt 
und  den  Punkt  F  zu  einem  seiner  Brennpunkte  hat. 
Hieraus  folgt  die  Bestätigung  einer  früher  (§  20;  Anmerkung) 
ausgesprochenen  Behauptung;  seien  B  und  B^  zwei  projektivische 
Strahlbüsche]  in  perspektivischer  Lage,  e  und  e^  die  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  vereinigten  Strahlen  und  91  der 
perspektivische  Durchschnitt,  auf  welchem  sich  je  zwei  entspre- 
chende Strahlen  xxi  treuen;  denken  wir  uns  nun  die  so  herge- 
stellte projektivische  Beziehung  der  beiden  Strahlbüschei  BBi 
ungeändcrt,  halten  die  Mittelpunkte  BBi  selbst  fest  und  drehen 
die  beiden  in  sich  festen  Strahlbüschel  der  Art  um  ihre  Mittel- 
punkte, dass  wir  nach  einander  andere  und  andere  entspre- 
chende Strahlenpaare  auf  der  Verbindungslinie  BB^  vereinigen, 
wodurch  immer  neue  perspektivische  Lagen  derselben  beiden 
Strahlbüschel  hervorgerufen  werden;  fragen  wir  nach  dem  Ort, 
welchen  der  jedesmalige  perspektivische  Durchschnitt  unihüilt? 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  fixiren  wir  zwei  beliebige  Strah- 
lenpaare aoi  und  bb^  der  beiden  Strahlbüschel  und  suchen  den 
Ort  des  Schnittpunktes  (a,  a^)  und  ebenso  (6,  b^)  bei  der  be- 
schriebenen eigenthümlichen  Drehung.  Vereinigen  wir  x  und  x^ 
auf  der  Verbindungslinie  BB^,  so  möge  a  in  a'  und  a^  in  'a/ 
übergehen,  also  sind  die  Winkel  {x,  a)  und  {e,  a^)  gleich;  wäh- 
rend also  X  sich  verändert,  beschreibt  a^  ein  gleiches  Strahl- 
büschel, ebenso  ist  (o:.,  aj)==(ej,  a^*),  also  beschreibt  üy^  ein 
mit  Xi  gleiches  Strahlbüschel;  da  x  und  x^  zwei  perspektivische 

14* 


212  Zweiter  Abschnitt. 

Strahlbüscbel  beschreiben,  so  siod  die  von  a^  und  a^^  beschrie- 
benen Strahlbuschel  projektivisch  und  liegen  perspektivisch,  weil, 
wenn  x  nach  e  kommt,  auch  Xi  auf  e^  fällt,  also  in  ee^  oder 
BB^  zwei  entsprechende  a^  a^^  zusammenfallen;  der  Ort  des 
Schnittpunktes  (a^a^^)  ist  also  eine  bestimmte  Gerade  91^  In 
gleicher  Weise  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  (b^  b^)  eine  bestinunte 
Gerade  &;  die  Verbindungslinie  zweier  solcher  Schnittpunkte 
{a^a^^)  und  {b^  b^^)  ist  jederzeit  einer  der  gesuchten  perspekti- 
vischen Durchschnitte;  wo  also  die  festen  Geraden  51^  und  33* 
resp.  von  den  Schenkeln  des  festen  um  B  sich  drehenden  Win- 
kels [ab)  getroffen  werden,  haben  wir  zwei  Punkte,  deren  Ver- 
bindungslinie den  gesuchten  Ort  umhüllt.  Nach  dem  obigen  Satze 
ist  dieser  Ort  ein  Kegelschnitt,  welcher  B  (und  ebenso  B^)  zum 
Brennpunkte  bat. 

«  Wir  unterlassen  es,  auf  4ie  mannichfachen  Beziehungen  hier 
einzugehen,  welche  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  an  den  Brenn- 
punkten gefolgert  werden  können,  und  wollen  nur  noch  eine  all- 
gemeine Eigenschaft  des  Kegelschnitts  angeben,  weiche  aus  der 
Grundeigenschaft  der  Brennpunkte  hervorgeht  und  eine  analoge 
Entstehungsweise  von  Ellipse  und  Hyperbel  liefert,  wie  wir  sie 
bei  der  Parabel  durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  gefunden  haben. 
Konstruiren  wir  nämlich  auch  hier  die  Polaren  der  beiden  Brenn- 
punkte und  nennen  jede  die  dem  Brennpunkt  zugehörige  Leit- 
linie des  Kegelschnitts,  so  stehen  dieselben,  wenn  FFi  die 
Brennpunkte  und  M  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  ist,  in  den- 
jenigen  beiden  Punkten   senkrecht  auf  der  Axe,   deren  Abstand 

von  M  gleich—  ist;   also   bei  der  Ellipse  {a '>  c)  treffen  sie  die 

Axe  auserhalb  der  beiden  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  (a  <  c] 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten.  Nehmen  wir  im  Fall  der 
Ellipse  (Fig.  54  a)  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  und  ziehen 

eine  Parallele  zur  Axe 
MF,  welche  die  dem 
Brennpunkt  F  zugehö- 
rige Leitlinie  S  in  0 
treffen  möge,  so  wird, 
weil  das  dem  Brenn- 
punkt F  zugehörige 
Strahlsystem  ein  Kreissystem  ist,  der  konjugirte  Strahl  zu  FQ  senk- 


Der  Kegelschnitt  als  Erzengniss  projektivischer  Gebilde.   §  36.        213 


recht  auf  diesem  stehen;  er  treffe  in  Q^  die  Parallele  PQ,  dann 
sind  Q  und  Q^  konjugirtc  Punkte  in  ßezug  auf  den  Kegel- 
schnitt; die  Gerade  PQ  triill  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  P^,  welcher  offenbar  symmetrisch  zu  der  durch 
M  gehenden  zweiten  Kegelschnittaxe  liegt,  weil  PQ  parallel  der 
ersten  läuft,  und  die  vier  Punkte  PP*  ö ö^  sind  harmonisch,  weil 
Q  und  Q^  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 
Die  vier  von  F  nach  PP^QQ^  gehenden  Strahlen  sind  also  auch 
harmonisch,  und  da  zwei  zugeordnete  i^O  und  FQ^  auf  einander 
rechtwinklig  stehen,  so  halbiren  sie  die  Winkel  zwischen  den 
Strahlen  FP  und  FP^;  folglich  gilt  nach  bekannten  elementaren 
Sätzen   des  Dreiecks  PFP^  die  Beziehung: 


=  ^1  =  ^1  für  die  Hyperbel  (Fig.  54  b), 

weil  im  ersten  Fall  FQ  den  Nebenwinkel  und  FQ^  den  eigentlichen 
Winkel  PFP^  halbirt. 


im  andern  Fall  gerade 
umgekehrt,  wie  sich  aus 
der  Lage  der  Leitlinie 
zu  den  Kegelschnitts- 
punkten und  Brenn- 
punkten ergiebt.  Nun  ist 
aherjPP*  der  Symmetrie 
wegen  gleich  F^  P,  also 

^fTp  =  |pi  für  die  Ellipse, 

und  da  FP  +  F.P=2a,  also 

FP  +  FjP  _  QP+QPi 
FP  QP 

QP  +  QP>  ist  gleich  dem  Ab- 
stand  der  beiden  Leitlinien =2—, 


(Fig.  64  b.) 


also 

PF 
.    FQ 


a 


=  COÜSl.    (<  1). 


Tp  ~  Q%  ^"^  ^^®  Hyperbel. 

PFi  -^  PF=  2a, 

PFf  —  PF jgpi  —  PQ 

PF  PQ 

QP^—PQ  ist  gleich  dem  Ab- 
stand  der  beiden  Leitlinien  =2-, 

c 

also 


Für  alle   Punkte  des  Kegelschnitts  ist  also  das  Verhältniss 
ihrer  Abstände  von  einem  Brennpunkt  qnd  der  zugehörigen  Leit- 
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linie  konstant  (=— ),  und  zwar  für  die  Ellipse  <1  und  für  die 

Hyperbel  >  1,  für  die  Parabel,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben, 
=  1 ;  wir  können  daher  folgende  allemein  gültige  Eigenschaft  aller 
drei  Kegelschnittsgattungen  aussprechen: 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene, 
deren  Abstände  von  einem  fes'ten  Punkte  und  einer 
festen  Geraden  in  einem  gegebenen  unveränderlichen 
Verhältnisse  zu  einander  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  den  Punkt  zu  einem  Brennpunkt  und  dieGerade 
zu  der  ihm  zugehörigen  Leitline  hat;  der  Kegelschnitt 
ist  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  der 
Werth  des  gegebenen  Verhältpisses  >  1,  =  1  oder 
<  1  ist. 

§  37.    Der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte. 

Obwohl  die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  eigent- 
lich nicht  in  das  Gebiet  von  Untersuchungen  deskriptiver  Art« 
mit  denen  wir  es  vorzugsweise  zu  thun  haben,  gehört,  so  glauben 
wir  doch  eine  von  Steiner  angegebene  Konstruktion  des  Krüm- 
mungshalbmessers für  den  Kegelschnitt  nicht  unterdrücken  zu 
dürfen,  weil  dieselbe  zu  den  einfachsten  und  elegantesten  gehört 
und  wesentlich  auf  der  Entstehung  des  Kegelschnitts  durch  projek- 
tivische  Gebilde,  insbesondere  auf  der  Erzeugung  der  Parabel 
durch  projektivisch-ähnliche  Punktreihen  beruht. 

Unter  Krümmungshalbmesser  versteht  man  bekanntlich  die- 
jenige Strecke  auf  der  Normale  einer  Kurve,  welche  von  ihrem 
Fusspunkte  bis  zu  dem  Schnittpunkt  der  unendHch-nahen  Normale 
reicht,  und  die  Grenzlage  des  Schnittpunkts  zweier  unendlich-naher 
Normalen  heissl  der  Krümmungsmittelpunkt;  der  um  ihn  mit  dem 
Krümmungshalbmesser  als  Radius  beschriebene  Kreis  der  Krnni- 
mungskreis;  er  ist  unter  allen  Kreisen,  welche  in  dem  Punkte 
der  Kurve  dieselbe  Tangente  haben,  derjenige,  welcher  sich  ihr 
am  nächsten  anschüesst,  sie  in  diesem  Punkte  zugleich  berührt 
und  schneidet  oder  durch  drei  unendlich -nahe  Punkte  der  Kurve 
geht.  Der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalbmessers  heisst 
die  Krümmung  der  Kurve  und  dient  als  Maass  für  dieselbe. 

Für  den  Kegelschnitt  sind  aus  dieser  allgemeinen  Definition 
verschiedene  Konstruktionen  des  Krümmungshalbmessers  abgeleitet 
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worden;  diejenige,  welche  hier  mitgetheilt  werden  soll,  ist  für 
Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleichartig  und  modißcirt  sich  nur 
wenig  für  den  Fall  der  Parabel;  wir  fassen  zunächst  den  ersten 
Fall  auf:  Nach  §  33  (1)  trilTt  die  Normale  eines  Punktes  A 
der  Ellipse  die  beiden  Axen  in  zwei  solchen  Punkten  31  und  93) 

dass  das  Verhältniss  der  Abschnitte  -r?^  =  -=  konstant  ist  und  die 

beiden  Schnittpunkte  ^  und  S  auf  derselben  Seite  von  A  liegen; 
bei  der  Hyperbel  liegen  die  beiden  Schnittpunkte  auf  entgegen- 
gesetzten  Seiten  vom  Hyperbelpunkte    und  das  Verhältniss    der 

Abschnitte  -jro  =  "ä  ^^^  ebenfalls  konstant  (1').  Diese  Eigen- 
schaft der  Normale  zeigt  unmittelbar  in  dem  einen  wie  in  dem 
andern  Fall,  dass,  wenn  wir  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  A^ 
die  Normalen  konstruiren,  welche  die  Axen  des  Kegelschnitts  in 

9133  und  21*33^  treffen,  allemal  -tcs  =  -tthtt  sein  muss,  dass  also 

die  beiden  Normalen  durch  die  Sehne  AA^  und  die  Kegelschnitt- 
axen  projektivisch-ähnlich  geschnitten  werden,  und  hieraus  folgt: 

Die  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  eines 
Kegelschnitts,  die  Sehne  derselben  und  die  beiden 
Axen  sind  allemal  fun[  Tangenten  einer  Parabel. 

Dies  ist  schon  eine  Eigenschaft  der  Parabel,  welche  durch 
vier  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird ;  die  unendlich-entfernte 
Gerade  nämlich,  welche  Tangente  jeder  Parabel  ist,  darf  als  fünfte 
ein  für  alle  Mal  gegebene  Tangente  angesehen  werden  und  fünf 
Tangenten  bestimmen  den  Kegelschnitt.  Aus  diesem  Satze  folgt 
nun,  wenn  wir  den  einen  Kegelschnittpunkt  A  festhalten  und 
mit  dem  andern  allmählich  in  ihn  hineinrücken,  wobei  die  Sehne 
ÄA^  in  die  Tangente  für  A  übergeht,  und  die  beiden  zusammen- 
fallenden Normalen  zu  ihrem  Schnittpunkt  den  Berührungspunkt 
mit  derjenigen  Parabel  haben,  welche  Tangente  und  Normale, 
sowie  die  beiden  Kegelscbnittaxen  berührt,  folgender  Satz: 

Hat  man  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  Tan- 
gente und  Normale  konstruirt,  so  giebt  es  eine  be- 
stimmte Parabel,  welche  dieselben  und  die  beiden 
Kegelscbnittaxen  berührt;  der  Berührungspunkt  mit 
der  Normale  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den 
angenommenen  Punkt  des  Kegelschnitts. 

Hieraus   ergiebt  sich  nun  eine  sehr    einfache  Konstruktion 
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des  Krüromungsmitlelpunktes,  denn  Tangente  und  Normale  in  Ä 
sind  ein  Paar  rechtwinklige  Tangenten  dieser  Parabel  und  die 
beiden  Kegelschnittsaxen ,  weiche  sich  im  Mittelpunkte  M  schnei- 
den, sind  ebenfalls  ein  Paar  rechtwinklige  Tangenten,  folglich 
ist  MA  die  Leitlinie  der  Parabel  und  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die 
Parabel  der  Brennpunkt  derselben ;  da  aber  MA  eine  Diagonale 
des  von  den  vier  Tangenten  der  Parabel  gebildeten  Vierseits  ist, 
so  ist  ihr  Pol  bekaniltlicb  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern 
Diagonalen,  d.  h.  (2133*,  91*33);  bezeichnen  wir  diesen  Schnitt- 
punkt mit  F^  so  ist  jetzt  der  Krümmungsmittelpunkt  leicht  zu 
ßnden,  da  die  Polare  von  .^  durch  i^  geht  und  senkrecht  auf^i^ 
stehen  muss,  zugleich  aber  die  Normale  des  Kegelschnitts  in  dem 
gesuchten  Kr.ummungsmittelpunkte  (dem  Berührungspunkte  der 
Parabel)  trifft;  wir  haben  hiernach  folgende  Konstruktion: 

Treffen  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  A  des 
Kegelschnitts  die  eineAxe  desselben  in  2lund2lS  die  an- 
dere in  33  und 33*,  verbindet  man  sodann  den  Schnittpunkt 

(5l33^  91^33)  =  i?^ 

mit  A  und  errichtet  in  F  eine  Senkrechte  auf  dieser 
Verbindungslinie,  so  trifft  dieselbe  die  Normale  des 
Kegelschnitts  in  dem  Krümmungsmittelpunkte. 

(Fig.  55.)  Die  in  F  auf  FA  errichtete 

Senkrechte  (Fig.  55)  trifll  ^21» 
in  J5!'und  ^51*33*  inÄ'*;  liegen 
3133  auf  derselben  Seite  von  Ä^ 
so  ist  der  Kegelschnitt  Ellipse 
und  K  der  KrümmungsmitteU 
punkt  derselben  auf  der  in  A 
errichteten  Normalen  ^  91 33. 
Liegen  dagegen  die  beiden 
Schnittpunkte  der  Normale  mit 
den  Kegelschi4ttsaxen  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  A, 
wie  hier  91*  und  93* ,  so  ist  der 
Kegelschnitt  Hyperbel  und  K^ 
der  Krümmungsmittelpunkt  der- 
selben. Zugleich  folgt  hieraus  ein  einfacher  Ausdruck  für  den 
Werth  des  Krümmungshalbmessers;  die  vier  Punkte  9133  91*93* 
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liegen  nämlich  so,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei 
andern  hestimmten  Dreiecks  ist,  und  die  drei  Funkte  AM F  sind 
die  Fusspunkte  der  Höhen  oder  die  drei  Diagonalpunkte  jenes 
vollständigen  Vierecks;  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  daher 
die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AF%  und  A^M,  mithin: 

^=^    oder     A%.A^  =  AM,AF, 

Ar  Ajc 

Nun  ist,  wenn  wir  den  Halbmesser  MA  =  A  setzen  und 
die  Länge  des  konjugirten  Halbmessers  mit  B  bezeichnen :  (§  33) 

Ayi.A^  =  B\ 
also 

B^ 
FA  =  ^. 

A 

Da  aber  FIC  senkrecht  auf  FA  steht  und  der  Winkel  AKF 
gleich  ist  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  konjugirten  Halb- 
messern A  und  B,  welchen  wir  mit  q>  bezeichnen  wollen,  so 
folgt  der  Krümmungshalbmesser  r  im  Punkte  A : 

B* 
r  ,  sm  ©  =  -r- 

A  . 

Benutzen  wir  die  Relation  (I.)  §  33  für  die  konjugirten  Durch- 
messer AB  ,  sin  g>  =^  ab,  so  können  wir  den  Krümmungshalb- 
messer auch  so  ausdrücken: 

B^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  Krümmungshalbmesser  für  zwei  solche 
Punkte  der  Ellipse,  welche  Endpunkte  zweier  kon- 
jugirten Durchmesser  sind,  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Kuben  der  diesen  Punkten  zugehörigen  Durch- 
messer. 

Die  Werlhe  für  die- Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln 

der  Ellipse  sind,   da  g)  =  90®  wird,   —  und  — 

Die  Benutzung  der  zweiten  Relation  für  die  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  J^  +  B'^  =  a'^  +  b''  (§  33)  führt  zu 
einer  bemerkenswerthen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers. 
Der  Winkel  q>  ist  derjenige,  welchen  der  Halbmesser  MA  mit 
der  Tangente  in  A  bildet;  dieser  Halbmesser  bildet  mit  der 
Normale   die  Winkel  90®  —  g>  und  90®  +  q>  und  zwar  ersteren 


218  Zweiter  Abschnitt. 

mit  dem  Theil  der  ]>(ormaIe ,  welcher  den  Krummungsmittelpunkt 
enthäll,  und  letzteren  mit  dem  nach  aussen  verlängerten  Theil 
der  Normale;  nun  ist: 

A'^  +  A,  r  sin  q>  =  a'^  +  b'^  =  A'^  —  2  ^  •  ^  •  cos  (90®  +  g?) ; 

denken  wir  uns  mithin  auf  das  nach   aussen  verlängerte  Stück 
der  Normale  eine  Strecke  A(i  =:  —  aufgetragen,  so  ist: 
Mfi^  =  MA'^  +  Afi'^  —  2  MA  .  All  ,  cos  (90^  +  9),     also 

Mfi^  —  ~  =  a'^  +  b'^     oder 
Mii^  —  «2  +  &2  ^  ^. 


Nun  ist  (§  34)  j/a'^  +  li^  gleich  dem  Radius  desjenigen  Kreises, 
welcher  der  Ort  der  Scheitel  aller  der  Ellipse  umschriebeneu 
rechten  Winkel  ist;  es  muss  daher  derjenige  Kreis,  weicher  um  ft 
mit  dem  halben  Krümmungshalbmesser  als  Radius  beschrieben 
wird,  jenen  Ortskreis  um  M  rechtwinklig  schneiden,  weil  die 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Radien  gleich  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes  ihrer  Mittelpunkte  ist;  wir  erhalten  hiernach  folgende 
Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers: 

Wenn  man  die  Krümmungsradien  eines  gegebenen 
Kegelschnitts,  jeden  nach  entgegengesetzter  Seite 
hin  um  sich  selbst  verlängert  und  über  den  Verlän- 
gerungen, als  Durchmesser,  Kreise  beschreibt,  so 
schneiden  alle  diese  Kreise  jenen  Ortskreis  recht- 
winklig, welcher  die  Scheitel  sämmtlicher  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  rechten  Winkel  enthält.*) 

Dass  diese  für  die  Ellipse  nachgewiesene  Eigenschaft  in  ganz 
gleicher  Weise  bei  der  Hyperbel  stattfindet,  braucht  nicht  erst 
erläutert  zu  werden;  den  Fall  der  Parabel  behandeln  wir  nach- 
träglich. 

Bezeichnen  wir  den  Ortskreis  der  Scheitel  aller  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  rechten  Winkel  mit  K^'^\  so  kommt  es 
hiernach,  um  den  Krümmungsradius  für  einen  gegebenen  Punkt  A 
des  Kegelschnitts  zu  finden,  nur  darauf  an,  einen  Kreis  zu  kou- 


*)  Steiner:  „Ueber  eine  Eigenschaft  der  Krümmungshalbmesser 
der  Kegelschnitte^ S  Crelle's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik Bd.  XXX  S.  271. 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projektivischer  Gebilde.   §  37.     219 

struiren,  welcher  den  Kegelschnitt  in  A  berührt  und  den  Orts- 
kreis K^^^  rechtwinklig  schneidet;  der  Durchmesser  eines  solchen 
Kreises  wird  gleich  dem  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  A 
sein,  und  wenn  man  den  Durchmesser  dieses  Kreises  über  A 
hinaus  um  sich  selbst  verlängert,  so  erhält  man  den  Krümmungs- 
halbmesser seiner  Grösse  und  Lage  nach.  Diese  Aufgabe  ist  aber 
ganz  elementar;  bezeichnen  wir  mit  R  den  Radius  des  Orts- 
kreises AT^^^  so  ist  nach  dem  Obigen 

fällen  wir  aus  ft  ein  Perpendikel  auf  MA,  dessen  Fusspunkt  ^^ 
sei,  so  ist  auch 

(fiiiJf)2  — (^1^)2  =  ^2    also 

[li}M  4  R)  (ft'M  —  R)  =  {{i^AY, 

also  ft^  die  Mitte  zwischen  dem  Punkte  A  und  dem  Fusspunkt 
seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^^^ ;  die  Polare  selbst  steht 
senkrecht  ^vXMA,  steht  doppelt  soweit  von  ^  ab,  wie  |it^  trifft 
also  Ayk  in  einem  Punkte  B,  für  welchen  AB  =^  2Afi,  d.  h.  der 
Krümmungshalbmesser  ist.  Mithin  erhalten  %iv  folgende  Kon- 
struktion für  den  Krümmungshalbmesser: 

In  dem  Punkte  A  des  Kegelschnitts  errichte  mau 
die  Normale,  konstruire  die  Polare  von  A  in  Bezug 
auf  den  Ortskreis  AT^^);  sie  treffe  die  Normale  in  B, 
dann  ist  AB  gleich  der  Länge  des  Krümmungshalb- 
messers und  die  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  abgetragene  Strecke  AE  =  AB  hat  zu  ihrem  End- 
punkt den  Krümmungsmittelpunkt. 

Wir  übergehen  die  geringe  ModiOkation,  welche  eintritt,  wenn 
für  den  Fall  der  Hyperbel  der  Ortskreis  F^^^  imaginär  ist,  (wo 
man  sich  dann  des  Ortskreises  der  konjugirten  Hyperbel  zu  be- 
dienen und  einen  Kreis  zu  suchen  hat,  welcher  von  diesem  im 
Durchmesser  geschnitten  wird)  und  wollen  nur  noch  für  die 
Parabel  die  analoge  Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  ab- 
leiten. Hier  lässt  uns  die  Eigenschaft  der  Normale,  dass  das 
Verhältniss  ihrer  Abschnitte  durch  die  Axen  konslaut  bleibt,  im 
Stich,  weil  eine  der  Axen  im  Unendlichen  liegt.  An  die  Stelle 
tritt  eine  andere  Eigenschaft  der  Normale  einer  Parabel,  welche 
unmittelbar  aiis  der  Entstehung  derselben  durch  Brennpunkt  und 
Leitlinie  hervorgeht. 
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Sei  P  ein    beliebiger   Punkt   der   Parabel   (Fig.  56),    deren 
Brennpunkt  F  und  Leitlinie  S  ist,   sei  Q  der  Fusspunkt  des  aus 


(Fig.  56.) 


P  auf  die  Leitlinie  gefäll- 
ten Perpendikels,  also 

PQ  =  PF, 
so  halbirt  die  Tangente 
in  P  die  Strecke  FQ  und 
steht  auf  ihr  senkrecht; 
folglich  wird  die  Normale 
in  P  parallel  FQ  sein; 
trifll  daher  diese  Normale 
die  Parabelaxe  in  r,  so 
muss  Fr  ^=i  QP^  oder 
wenn  wir  aus  P  das  Per- 
pendikel Pp  auf  die  Axe 
der  Parabel  fällen  und  mit 
0  den  Punkt  der  Leitlinie 
bezeichnen ,  in  welchem 
die  Axe  sie  trifft,  Op  =  Fr;  hieraus  folgt,  wenn  wir  das  Stück 
pF  auf  beiden  Seilen  hinzufügen,  0 -F  =  p r  =  const.,  d.  h. 

Das  aus  einem  Punkte  der  Parabel  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel  und  die  Normale  dieses  Parabel- 
punktes schneiden  auf  der  Axe  immer  dasselbe  Stuck 
aus,  welches  gleich  dem  Abstände  des  Brennpunktes 
von  der  Leitlinie  ist. 

Konstruiren  wir  für  einen  zweiten  Punkt  P^  der  Parabel  die 
Normale  P^r^  und  das  E*erpendikel  auf  die  Axe  P*^^,  so  ist  also 
pr  =  p^r^,  oder  pp^=:rr^;  trifft  nun  die  Parabelsehne  PP^ 
die  Axe  in  S  und  wir  denken  uns  um  das  Dreieck  PSr  einen 
Kreis  beschrieben,  bestimmen  den  dem  Punkte  P  diametral  gegen- 
überliegenden Punkt  B  dieses  Kreises,  so  wird  das  aus  B  auf 
die  Axe  gefällte  Perpendikel  dieselbe  in  s  treffen,  so  dass  Spz=z  sr 
ist;  der  dem  P  diametral  gegenüberliegende  Punkt  B  wird  nun 
erhalten,  indem  wir  in  S  auf  SP  und  in  r  auf  rP  Perpendikel 
errichten,  die  sich  in  B  schneiden,  und  das  aus  B  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel  trifft  sie  in  demjenigen  Punkte  s,  für  welchen 
sr=  Sp  der  Grösse  und  Lage  nach  wird.  Hieraus  schliessen  wir 
umgekehrt,  dass,  wenn  wir  denjenigen  Punkt  s  auf  der  Axe  be- 
stimmen,  für  welchen  der  Grösse  und  Lage  nach  sr  =  Sp  ist. 
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sodann  in  s  auf  der  Axe  und  in  S  auf  SP  ein  Perpendikel  er- 
richten, der  Schnittpunkt  B  derselben  auch  in  dennjenigen  Per- 
pendikel liegen  muss,  welches  in  r  auf  rP  errichtet  wird.  Da 
nun  pp^  =  rr^j  also  Sp^  =  sr^,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 
auch  das  in  r^  auf  r^P^  errichtete  Perpendikel  durch  denselben 
Punkt  B  gehen  muss.  Es  finden  sich  also  die  vier  Scheitel  von 
rechten  Winkeln  Ssrr^  in  einer  Geraden  und  von  den  Schenkel- 
paaren läuft  je  einer  durch  den  festen  Punkt  B ;  die  vier  andern 
umhüllen  daher  (§  36)  eine  Parabel ,  welche  B  zum  Brennpunkte 
und  die  Gerade  Ss  zur  Tangente  im  Scheitel  s  hat;  wir  haben 
demnach  folgenden  Satz: 

Die  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer 
Parabel,  die  Parabelsehne  zwischen  denselben  und 
die  Parabelaxe  sind  vier  Tangenten  einer  bestimmten 
neuen  Parabel,  welche  die  Axe  der  ersten  zur  Tan- 
gente am  Scheitel,  ihren  uaendlich-entfernten  Punkt 
also  in  einer  rechtwinkligen  Richtung  zu  derjenigen 
hat,  in  welcher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der 
gegebenen  Parabel  liegt. 

Dieser  Satz  ist  vollkommen  gleichlaufend  zu  dem  oben  für 
Ellipse  und  Hyperbel  aufgestellten;  aus  ihm  geht  die  Konstruk- 
tion des  Krümmungshalbmessers  für  einen  Punkt  der  Parabel  her- 
vor, wenn  wir  jetzt  die  beiden  Normalen  einander  unendlich-nahe 
rücken.  Die  Parabelsehne  geht  dann  in  die  Tangente  über  und 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Normalen ,  d.  h.  der 
ßerühioingspunkt  mit  der  neuen  Parabel  wird  der  Krümmungs- 
mittelpunkt, also:  ^ 

Hat  man  In  einem  Punkte  der  Parabel  Tangente 
und  Normale  konstruirt,  so  giebt  es  eine  völlig  be- 
stimmte neue  Parabel,  welche  diese  beiden  Geraden 
berührt  und  die  Parabelaxe  zu  ihrer  Tangente  am 
Scheitel  bat;  diese  zweite  Parabel  berührt  die  Nor- 
male im  Krümmungsmittelpunkt.. 

Dass  die  Parabel  in  der  That  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt ist,  sobald  von  ihr  die  Tangente  am  Scheitel  und  zwei 
beliebige  andere  Tangenten  gegeben  sind,  die  Tangente  am 
Scheitel  also  die  Stelle  von  zwei  Tangenten  vertritt,  geht  daraus 
hervor,  dass  durch  die  Tangente  am  Scheitel  zugleich  der 
unenillich- entfernte  Punkt  der  Parabel  gegeben  und   dieser  der 
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Berührungspunkt  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden  ist;  es 
geht  aber  auch  daraus  hervor,  dass  das  in  dem  Schnittpunkte  jeder 
Tangente  mit  der  Scheiteltangente  auf  der  ersteren  errichtete 
Perpendikel  durch  den  Brennpunkt  geht  und  durch  zwei  solche 
Perpendikel  der  Brennpunkt  bestimmt  wird.  Die  Konstruktion 
des  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Parabel  ergiebt  sich 
aus  dem  letzten  Satze  sehr  einfach:  Da  nämlich  die  Tangente 
und  Normale  des  gegebenen  Parabelpunktes  A  ein  Paar  recht- 
winklige Tangenten  der  Hulfsparabcl  sind,  so  liegt  A  in  der 
Leitlinie  derselben,  und  da  die  in  den  Schnittpunkten  von  Tan- 
gente und  Normale  mit  der  Axe  der  gegebenen  Parabel  auf  jenen 
errichteten  Perpendikel  sich  in  dem  Brennpunkte  ß  der  Hillfs- 
parabel  schneiden,  so  wird  AB  durch  die  Axe  der  gegebenen 
Pai'abel  halbirt;  der  Ilalbirungspunkt  ist  aber,  wie  leicht  zu  er- 
kennen, nichts  anderes,  als  der  Brennpunkt -F  der  Parabel,  weil 
er  auch  das  Stück  der  Axe  halbirt.,  welches  durch  Tangente  und 
Normale  ausgeschnitten  wird;  das  in  B  auf  BA  errichtete  Per- 
pendikel trilTt  die  Normale  in  dem  gesuchten  Krummungsmiltel- 
punkt,   dessen  Konstruktion  sich  also  folgendermassen  gestaltet: 

Um  für  einen  Punkt  A  einer  Parabel  den  Krüm- 
mungshalbmesser zu  finden,  konstruire  man  die  Nor- 
male in  A,  verbinde  A  mit  dem  Brennpunkt  F  und 
verlängere  AF  über  F  hinaus  um  sich  selbst  bis  B, 
errichte  in  B  auf  AB  ein  Perpendikel,  welches  in  A' 
der  Normale  begegnet,  dann  ist  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt und  AIC  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Parabelpunkt  A./ 

Das  in  F  auf  AF  errichtete  Perpendikel  halbirt  offenbar  die 
Strecke  AK;  verlängern  wir  daher  die  Normale  bis  zum  Schnitt- 
punkt mit  der  Leitlinie  und  berücksichtigen  die  Eigenschaft  der 
Parabel,  dass  AF  gleich  dem  Abstände  des  Parabel punktes  A 
von  der  Leitlinie  ist,  sowie  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche 
die  Normale  mit  dem  Strahl  nach  dem  Brennpunkte  AF  nml 
der  Axe  der  Parabel  oder  einer  zu  ihr  Parallelen  bildet,  so  folgt: 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Punkt^^  der 
Parabel  ist  doppelt  so  gross,  als  das  Stück,  welches 
auf  der  Normale  von  A  aus  durch  die  Leitlinie  abge- 
schnitten wird. 

Dies  steht  in  vollkommener  IJebereinstimmung  mit  der  oben 
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angegebenen  Eigenschaft  des  Krummungsbalbmessers  für  Ellipse 
und  Hyperbel,  indem  der  dort  mit  A'^^)  bezeichnete  Ortskreis  für 
den  Fall  der  Parabel  in  die  Leitlinie  derselben  übergeht  und  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Parabel  in  A  berührt  und 
zu  seinem  Radius  den  halben  Krümmungshalbmesser  hat,  .der 
von  A  aus  auf  der  Normale  ausserhalb  der  Parabel  abgetragen 
wird,  in  der  Leitlinie  selbst  liegen  muss;  dieser  Kreis  schneidet 
aber  natürlich  die  Leitlinie  rechtwinklig. 


Dritter  Absclmitt. 

Eegelschnittbfischel  und  Eegelschnittschaar. 


§  38.    Entstehung  des  Eegelschnittbüschels  aus  dem 

Strahlbüschel. 

Die  in  §  23  geführte  Untersuchung  der  Beziehung  zwi- 
schen einem  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  gebildeten 
Viereck  und  dem  von  den  vier  Tangenten  in  diesen  Punkten 
gebildeten  Vierseit  und  eine  weitere  Ausfuhrung  dieses  Gegen- 
standes in  §  27  lassen  erkennen,  wenn  wir  die  vier  Punkte  fest- 
halten und  die  Tangenten,  von  denen  eine  wilikuhrlich  ange- 
nommen werden  kann,  verändern,  dass  durch  vier  Punkte  un- 
endlich viele  Kegelschnitte  gehen ,  deren  Gesammtheit  gleich 
mächtig  ist  mit  den  sämmtlichen  Strahlen,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen;  denn  jeder  durch  einen  der  vier  Punkte  gehende 
Strahl  als  Tangente  des  Kegelschnitts  aufgefasst,  bestimmt  den- 
selben vollständig  und  eindeutig;  die  Tangenten  in  den  andern 
drei  Punkten  sind  dadurch  (§23)  mitbestimmt  und  es  giebt  daher 
so  viel  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  als  es  Strahlen  durch  einen 
Punkt  giebt.  Die  Gesammtheit  der  durch  vier  Punkte  gehenden 
Kegelschnitte  soll  ein  Kegelschnittbuschel  heissen  uud die  vier 
Punkte  selbst  die  Mittelpunkte  (Grundpunkte)  des  Büschels. 
Das  Kegelschnittbuschel  ist  daher  ein  Gebilde  von  einfacher  Un- 
endlichkeit; hiergegen  spricht  scheinbar,  dass  durch  efnen  in  der 
Ebene  der  vier  Mittelpunkte  wilikuhrlich  gewählten  Punkt  ein 
Kegelschnitt  des  Buscheis  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  wird 
und  die  Ebene  selbst  ein  doppelt  -  unendliches  Gebiet  von  Punkten 
enthält;  dies  erledigt  sich  dadurch,  dass  ein  solcher  durch  fänf 
Punkte  bestimmter  Kegelschnitt  zugleich  unendlich  viele  andere 
Punkte  enthält  und  jeder  derselben  anstatt  des  fünften  gewählt  immer 
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wieder  denselben  Kegelschnitt  hervorruft.  Bei  der  Bewegung  des 
fünften  Punktes  durch  das  ganze  doppelt -unendliche  Gebiet  der 
Ebene  tritt  also  jeder  Kegelschnitt  des  Buscheis  selbst  unendlich 
oft  auf  und  die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  Kegel- 
schnitte des  Buscheis  umfassen  also  nur  eine  Mannichfaltigkeit 
von  einfacher  Unendlichkeit.  Seien  AB  CD  die  vier  Mittelpunkte 
des  Buscheis  und  ein  beliebiger  durch  A  gehender  Strahl  91  die 
Tangente  eines  dem  Büschel  angehörigen  Kegelschnitts,  v^ elcher 
hierdurch  vollständig  bestimmt  ist,  so  erhalten  wir  nach  §  23 
die  Tangenten  in  BCB^  indem  wir  die  Diagonalpunkte  des  voll- 
standigen  Vierecks  ABCD  bestimmen: 

[AB,  CD)  =  X     (AC,  BD)  =  y     [AD,  BC)  =  z 

und  die  Seiten  dieses  Diagonaldreiecks: 

(y,  z)  =  X    [z,  x)=Y    (ät,  y)  =  Z 

und  bemerken,  dass  die  Tangenten  in  A  und  B  sich  auf  X 
schneiden  müssen;  die  Diagonale  X  trifll  also  91  in  einem  Punkte, 
dessen  Verbindungslinie  mit  B  die  Tangente  in  B  ist;  ebenso 
trifft  sie  F,  in  einem  andern  Punkte,  dessen  Verbindungslinie 
mit  C  die  Tangente  in  C  ist  und  endlich  giebt  die  Verbindungs- 
linie des  Schnittpunktes  von  91  und  Z  mit  D  die  Tangente  in  Z>. 
Drehen  wir  also  den  Strahl  91  um  A,  wodurch  wir  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten,  so  drehen  sich  auch  die 
Tangenten  S365)  um  die  resp.  Punkte  B,  C,  D  und  beschreiben 
Sirahlbüschel,  welche  perspektivisch  liegen  mit  demjenigen, 
welches  91  beschreibt;  die  perspektivischen  Durchschnitte  sind  die 
drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks  der  vier  Mittelpunkte 
des  Büschels.     V^ir  erhalten  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Tangenten  an  einem  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels in  irgend  zweien  der  vier  Mittelpunkte  be- 
schreiben, wenn  der  Kegelschnitt  das  ganze  Büschel 
durchläuft,  zwei  projektivische  Strahlbüschel,  welche 
perspektivisch  liegen  und  zu  ihrem  perspektivischen 
Durchschnitt  eine  der  drei  Diagonalen  des  vollstän- 
digen Vierecks  der  vier  Mittelpunkte  haben. 

Hierdurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Kegel- 
schnittbüschel selbst  als  ein  neues  Gebilde  einfacher  Unendlichkeit 
mit  irgend  einjem  andern,  z.  B.  einem  ebenen  Strahlbüschel,  einer 
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geraden  Punhtreihe  oder  einem  andern  Kegelschnittbüscbel  in 
projeklivische  fiezieliung  zu  setzen,  so  dass  die  Elemente  der 
beiden  Gebilde  sich  eindeutig  entsprechen,  indem  ^^i^  zur  Her- 
stellung dieser  Beziehung  ein  Slrablbüscbel  verwenden,  welches 
von  den  Tangenten  des  Hegelschnittbüschels  iu  irgend  einem  der 
vier  Mittelpunkte  gebildet  nird,  und  für  jede  Tangente  dann  den 
Kegelschnitt  des  Büschels  substituiren,  welcher  durch  dieselte 
eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  durch  Einrührung  dieses 
neuen  Gebildes  zu  der  projekli  vi  sehen  Erzeugung  der  allgemeinen 
Kurven  dritten  und  vierten  Grades  ebenso,  ute  wir  durch  tlit^ 
projektivische  Beziehung  zweier  Strahlbüscbel  zum  Kegtilschnill 
gelangten.     (Chasles,  comples  rendus  1853.) 

Die  gleiche  Mächtigkeit  des  Kegelschnittbüscbels  und  des 
Strahl  husch  eis  deutet  darauf  hin.  dass  das  erste  aus  dem  letz- 
teren unmittelbar  hervorgehen  könnte,  und  in  der  That  fübrl 
folgende  ebenso  sinnreiche,  als  nutzliche  Betrachtung  Steiners 
zu  diesem  Ziel.*) 

Denken  wir  uns  B  und  Bf  als  die  Mittelpunkte  zweier  Strabl- 
büschel,  welche  die  Gerade  %  zu  ihrem  perspektivischen  Durch- 
sctmitt  haben,  so  ist  die  projektivische  Beziehung  derselben  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  l^ag«  von  9t;  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  BBy  enthält  zwei  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen  e  und  e,  für  diese  Beziehung.  Verändern  wir  nun  die 
Lage  des  perspektivischen  Durch sclinilts  31,  indem  wir  denselben 
um  einen  festen  Punkt  P  drehen,  so  können  wir  uns  für  jede 
neue  Lage  von  31  eine  neue  Beziehung  zweier  Strahlbüschel  (nit 
denselben  Mittelpunkten  B  B^  hergestellt  denken  und  es  liabeo 
die  beiden  neuen  Strahlbbschcl  alsdann  die  Strahlen  e  und  e, 
ebenfalls  zu  entsprechenden;  das  Strablenpaar,  welches  von  B 
und  £[  nach  dem  unveränderten  Punkte  P  der  Geraden  %  geht, 
p  und  py,  ist  für  die  alle  Beziehung  wie  für  die  neue  ebenfalls 
ein  Paar  entsprechender  Strablen.  Bei  der  Bewegung  von  31 
huschreibt  nun  diese  Gerade  selbst  ein  Strabiböschel,  clesseii 
Strahlen,  nach  einander  als  die  perspeküviscben  Durchschnitte  je 

')  Steiner  pflegte  in  hamoriatisclier  Weise  diese  Betrachtung  mit 
•Xem  Worte  „Dftmpfm aschine"  zu  bezeichnen  and  bediente  sich  dieses 
AimUtucIcs  sowohl  im  peraünlichen  Yerlcohr  mit  wissenschaftlichen 
i'L'euaden,  als  auch  in  seinen  Manuskripten  zQr  AbliUrzang. 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.   §  38.  227 

zweier  Strahlbuschel  mit  den  festen  Mittelpunkten  B  und  B^  auf- 
gefasst,  unendlich  viele  Paare   von  projeklivischen  Strahlbüscheln, 
die  gewissermasscn   in  B  und  B^  über  einander  liegen,   hervor- 
rufen.    Werden    diese   projeklivischen   Beziehungen    festgehalten, 
aber  die  perspektivische  Lage  aufgehoben  etwa  dadurch,  dass  das 
eine    oder    beide   Systeme    von   Strahlbüscheln    um    ihre  Mittel- 
punkte B  und  B^  beliebig  gedreht  oder  in  der  Ebene  verschoben 
und  gedreht  werden,  so  wird  aus  jeder  Geraden  51  nunmehr  ein 
Kegelschnitt,  den  die  beiden  nicht  mehr  perspektivisch  liegenden 
aber    projekliviscllen   Strahlbüschel   erzeugen;    alle    diese   Kegel- 
schnitte  haben  zunächst  die  Punkte  B  und  B^  (die  Mittelpunkte 
der  erzeugenden   Strahl büschel)   gemein,    ferner   einen  Punkt   c, 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  e  und  e^  nach  Aufhebung 
der  perspektivischen  Lage,    weil  diese   beiden  Strahlen  für  jede 
der  vorigen  Beziehungen  entsprechende  waren,  und  endlich  auch 
den  Punkt  J),  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  p  und  p^  nach  Auf- 
hebung  der  perspektivischen  Lage  aus  demselben   Grunde.     Die 
sämmtlichen  auf  diese  Weise  erzeugten  Kegelschnitte  gehen  also 
durch  vier  feste  Punkte  BB^t)(i,  d.  h.  sie  bilden  ein  Kegelschnitl- 
büschel  mit  vier  Mittelpunkten   und    dieses    ist  unmittelbar    aus 
dem  von  SSL  beschriebenen  Strahlbüschel  hervorgegangen,   indem 
jeder  Strahl  desselben  zu  einem  Kegelschnitt  des  Büschels  wurde. 
Beide  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mächtigkeit  und  das  Strahl- 
büschel ist  eigentlich   nur  ein  besonderer  Fall   des  Kegelschnitt- 
büschels, welcher  gewissermaassen  der  perspektivischen  Lage  ent- 
spricht.    Wir   erkennen  ferner,  wenn   wir   die  Bedingung,   dass 
der   perspektivische  Durchschnitt  91  durch  einen   festen  J^unkt  P 
gehen  solle,  aufheben  und  ihn  das  ganze  doppelt-unendliche  Gebiet 
der  Ebene  durchstreifen  lassen,  dass  aus  den  sämmtlichen  Geraden 
der  Ebene  nach  Aufhebung  der  perspektivischen  Lage  eben  so  viel 
Kegelschnitte  werden,   die  durch  drei  feste  Punkte  gehen,   dass 
diese  also  ein  Gebilde  von  doppeller  Unendlichkeit  (Schaar-Schaar) 
ausmachen.    Es  leuchtet  die  Nützlichkeit  dieser  Betrachtung  augen- 
scheinlich   ein,    weil    nun    umgekehrt    jedes    Kegelschnittbüschel 
mit  vier  Mittelpunkten  durch  eine  passende  Drehung  in  ein  Strahl- 
büschel verwandelt  werden  kann  und  hiedurch  die  Untersuchung 
der  Eigenschaften  des  Kegelschnitlbüschels  wesentlich  vereinfacht 
wird.     Suchen  wir  zunächst  zu  ermitteln,   wie  sich  die  verschie- 
denen Gattungen  von  Kegelschnitten:  Ellipsen,    Hyperbeln,  Para- 
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beln  in  dem  Büschel  vertheilen.  Um  die  Begriffe  zu  fixiren, 
denken  wir  nns  die  Punkte  B  und  B^  fest  bleibend,  aber  das 
ganze  System  von  Strablbfischeln  in  B  um  einen  beliebigen 
Winkel  ö  und  das  ganze  System  von  Strahlbuscheln  in  B^  um 
einen  Winkel  in  6^  gedrelit,  wo  d  und  tf'  ihrer  Grösse  und  Dreh- 
richtung nach  gegeben  sind;  alsdann  entsteht  durch  diese  beiden 
Drehungen  (von  denen  auch  eine  z.  B.  (5*  =  o  sein  könnte)  aus 
dem  von  31  beschriebenen  Strahlbüschel  um  P  ein  Kegelschnitt- 
büschel  mit  den  vier  Mittelpunkten  BB^tp.  Es  ist  zuvörderst 
ersichtlich,  dass  in  dem  Kegelsrhnittbuschel  drei  Linienpaare  (be- 
sondere Hyperbeln)  vorkommen;  denn  unter  den  durch  P gehen- 
den Strahlen  St  befindet  sich  einmal  auch  der  Strahl  PB;  die 
beiden  perspektivischen  Sirahlbüschel  in  B  und  B^,  welche  ihn 
zum  perspektivischen  Durchschnitt  haben,  befinden  sidi  In  der 
eigenthömlichen  Lage,  welche  wir  die  parabolische  (§19«)  ge- 
nannt haben,  indem  allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  in  B^  der 
einzige  Strahl  ^P  in  dem  Strahlbüschel  B  und  allen  Strahlen 
des  Strahlbüschels  B  der  einzige  Strahl  B^  B  des  Strahlbuschels  j5, 
entspricht;  nach  der  Drehung  um  die  Winkel  8  und  8^  werden 
diese  beiden  besonderen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  er- 
zeugen, dessen  Punkte  auf  den  beiden  Geraden  Bp  und  B^c 
liegen,  also  ein  Linienpaar;  in  gleicherweise  wird  aus  dem  be- 
sonderen durch  B^  gehenden  Strahl  91  ein  Kegelschnitt,  welcher 
sich  in  das  Linienpaar  B^p  und  Bt  auflöst.  Bemerken  wir  endlich, 
dass  vor  der  Drehung  um  die  Winkel  ö  und  6^  zwei  besondere 
Strahlen,  welche  mit  der  Verbindungslinie  BB^  in  entgegen- 
gesetztem Drehungssinne  die  resp.  Winkel  d  und  6^  bildeten  und 
sich  in  einem  Punkte  e  trafen,  nach  der  Drehung  auf  einander  fallen 
müssen;  wir  sehen  hieraus,  dass  aus  demjenigen  Strahl  51,  welcher 
durch  f  geht,  also  Pe,  ein  Kegelschnitt  wird,  der  wiederum  in 
ein  Linienpaar  zerfällt,  weil  die  beiden  ihn  erzeugenden  projek- 
tivischen  Strahlbüschcl  auch  nach  der  Drehung  perspektivisch 
werden;  folglich  enthält  das  Kegelschnittbüschel  noch  ein  drittes 
Linienpaar  BB^  und  ^3e.  Aus  allen  übrigen  Geraden  %  werden 
aber  Kegelschnitte  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  und  wir 
wollen  nachsehen,  wie  viel  Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  unter 
ihnen  vorkommen.  Hierzu  müssen  wir  diejenigen  Punkte  in  der 
Ebene  aufsuchen ,  welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit 
fallen;    alle  Punkte    im   Unendlichen    der  Ebene  liegen   auf  der 
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Geraden   Q^  oder  sind   die  Durchsdinittspunkte    entsprechender 
Stratilen  zweier  projektivisch- gleicher  und  gleichlaufender  Strahl- 
büschel,  welche  sich   in  perspektivischer  Lage   hefinden  (§  19); 
vor  der  Drehung  müssen  zwei  solche  in  B  und  B^  placirte  Strahl- 
böschel  einen  Kreis  erzeugen  (§24);   alle  Punkte   dieses  Kreises 
gehen  also  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  oder  vielmehr 
die  beiden  diesen  Kreis  erzeugenden  Strahlbuschel  werden  nach 
der  Drehung  perspektivisch,  erzeugen  also  ein  Linienpaar,  dessen 
einer  Theil  BB^  und  dessen  anderer  Theil  G^  ist.    Dieser  Kreis, 
welchen  wir  kurzweg  den   „Drehkreis"  nennen   wollen,   ist  un- 
schwer zu  ermitteln;    er  wird  oiTenbar  durch    die    drei  Punkte 
BB^  und  s  gehen  und  durch  dieselben  bestimmt  sein;  £  ist  aber 
derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei  Strahlen  durch  B  und  B^ 
schneiden,   welche  nach  der  Drehung  auf  BB^  zusammenfallen, 
die  also  um  die  Winkel  S  und  d^  zurückgedreht  erscheinen  und 
e  ist   derjenige   Punkt,    in    weichem   sich    zwei  Strahlen    durch 
B  und  B^  nach  der  Drehung  treffen,   welche  vor  der  Drehung 
in  dem  Strahle  ^^,  vereinigt  waren;  daher  liegen  c-und  b  sym- 
metrisch zu  der  Geraden  BB^.     Ist  der  Drehkreis  ermittelt,   so 
wird  aus  einem  solchen  Strahle  31,   welcher  ihn  in  zwei  reellen 
Punkten  schneidet,  eine  Hyperbel,  weil  die  beiden  Schnittpunkte 
nach   der  Drehung  in   die  Unendlichkeit  fallen,    aus   denjenigen 
Strahlen  St,  welche  den  Drehkreis  berühren,  je  eine  Parabel  und 
aus  allen  Strahlen  %  welche  ihn  nicht  treffen,   Ellipsen;  ferner 
kommt  unter  den  Strahlen  %   ein  einziger  vor,   der  durch   den 
Mittelpunkt  des  Drehkreises  geht;   aus  diesem  wird   eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  derselben 
unter  einem  rechten  Winkel  erscheinen.    Liegt  daher  der  Punkt  P 
ausserhalb  des  Drehkreises,  so  giebt  es  unter  dem  Büschel  von 
Kegelschnitten   unendlich   viele  Ellipsen,    unendlich  viele  Hyper- 
beln  und  nur  zwei  Parabeln,   welche  diese  beiden  Gruppen  von 
einander  trennen;   unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine  einzige 
gleichseitige  vor.    Wir  bemerken  noch  einen  besondern  Fall:  Da 
nämlich   alle  Punkte,   die  im  Unendlichen  liegen,   in   B  und  B^ 
zwei  gleiche  und  gleichlaufende  projektivische  Strahlbüschel  her- 
vorrufen, also  nach  der  Drehung  Punkte  eines  bestimmten  Kreises 
werden,   welcher  zu  dem  Drehkreise  symmetrisch  liegt  in  Bezug 
auf  die  Axe  BB^,  so  folgt,  dass,  wenn  P  im  Unendlichen  liegt, 
allemal  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnittbüschels  auf  einem 
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Kreise  liegen  mössen;  wean  aber  P  im  Unendliclien  liegt,  so 
sind  die  beiden  aus  ihm  an  den  Drehkreis  zu  legenden  Tangenten 
parallel,  ihre  Berührungspunkte  erscheinen  also  von  B  (oder  B^} 
aus  unter  einem  rechten  Winkel.  Aus  diesen  beiden  Tangenten 
vrerden  nach  der  Drehung  zwei  Parabeln,  deren  unendllch-entferate 
Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  und 
dies  Verbalten  findet  auch  umgekehrt  statt :  Wenn  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  des  Drehkreises  unter  rechtem  Winkel 
von  B  (oder  B^)  aus  erscheinen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  im 
Unendlichen.     Wir  schliessen  also: 

Wenn  in  einem  Kegelschnittbüschel  von  vier  Punk- 
ten zwei  Parabeln  vorkommen,  deren  unendlich-ent- 
fernte  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  so  liegen  allemal  die  vier  Mittel- 
punkte des  Büscheis  auf  einem  Kreise.     Oder: 

Legt  man  durch  drei  Punkte  zwei  Parabeln,  deren 
Axen  aufeinander  rechtwinklig  stehen,  so  schneiden 
sich  dieselben  noch  in  einem  vierten  Punkte,  welcher 
mit  den  drei  gegebenen  auf  einem  Kreise  liegt.    Oder: 

Zwei  Parabeln,  deren  Axen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  treffen  sich  im  Allgemeinen  in  vier 
Punkten,  welche  auf  einem  Kreise  liegen. 

Liegt  nun  anderseits  P  innerhalb  des  Drehkreises,  so  besteht 
das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  unter  denen  sich  nur  eine 
gleichseitige  findet;  well  in  diesem  Falle  alle  durch  P  gezogeneu 
Strahlen  %  den  Drehkreis  in  zwei  reellen  Punkten  treffen.  Liegt 
endlich  P  auf  dem  Drehkreise  selbst,  so  kommt  in  dem  Büschel 
nur  eine  einzige  Parabel  vor,  alle  übrigen  Kegelschnitte  desselben 
sind  Hyperbeln.  Ist  insbesondere  der  Punkt  P  gerade  der  Mittel- 
punkt des  Drehkreises,  so  werden  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
gleichseitige  Hyperbeln;  es  giebt  also  ein  besonderes  Kegelschnitt- 
büschel, welches  aus  lauter  gleichseitigen  Hperbein  besteht.  Suchen 
wir  die  gewonnenen  Resultate  nun  in  der  Weise  umzugestalten, 
dass  wir  von  dem  Drehkreise  abstrahiren  können  und  nur  die 
das  Kegelschnittbüschel  bestimmenden  vier  Mittelpunkte  als  ge- 
geben annehmen.  Lassen  wir  zu  diesem  Behuf  den  Punkt  P  alle 
möglichen  Lagen  innerhalb  des  Drehkreises  annehmen,  so  «elien 
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wir,  weil  die  Kreisfläche   durch  das  Dreieck  BB^e  (Fig.  57)  in 

(Fig.  57.) 


vier  Stücke  zerschnitten  wird,  nämlich  das  Dreieck  und  die  drei 
Segmente  über  den  Seiten  desselben,  dass  1)  wenn  P  innerhalb 
der  Dreiecksfläche  BB^e  liegt,  nach  der  Drehung  der  Punkt  p 
in  das  Dreieck  BB^t  hineinfallen  muss,  weil  er  beständig  der 
symmetrisch  liegende  zur  Linie  BBi  sein  wird;  2)  wenn  dagegen 
P  in  dem  Kreissegmente  über  Be  liegt,  so  wird  der  Punkt  p 
nach  der  Drehung  in  demjenigen  Scheitelraume  liegen,  welchen 
die  Geraden  B^  B  und  B^  e  begrenzen  und  der  ausserhalb  des 
Dreiecks  BB^t  Hegt,  denn  von  zwei  Strahlen  B^P  und  BP, 
welche  nach  einem  in  diesem  Kreissegmente  liegenden  Punkt  P 
hingehen,  fällt  nach  der  Drehung  der  erste  nothwendig  in  diesen 
Winkelraum  und  der  zweite  in  den  Winkelraum,  welchen  die 
Geraden  BB^  und  die  Tangente  in  B  nach  der  Drehung  be- 
grenzen; die  letztere  wird  aber  parallel  ^^e;  beide  Winkelräume 
haben  nun  gemeinsam  denjenigen  Scheitelraum  des  W^inkels  BB^t, 
welcher  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt;  3)  wenn  P  in  dem  Kreis- 
segmente über  B^B  liegt,  so  fällt  nach  der  Drehung  aus  gleichem 
Grunde  p  in  denjenigen  Scheitelraum  des  Winkels  ^^^c,  welcher 
ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  und  endlich  4)  wenn  P  in  dem 
Kreissegmente  über  BB^  angenommen  wird,  so  muss  nach  der 
Drehung  ^)  nothwendig  in  denjenigen  Scheitelraum  des  Winkels 
BtB^  hineinfallen,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  weil 
die  Tangenten  in  B  und  B^  nach  der  Drehung  mit  B^t  und  ^e 
parallel  werden.  Liegt  daher  P  überhaupt  innerhalb  des  Dreh- 
kreises, so  muss  nach  der  Drehung  p  in  einen  der  vier  mit  [h) 
in  der  Figur  bezeichneten  Räume,  nämlich  die  Dreiecksfläche  BB^t 
und  die  drei  unendlichen  Winkelräume  an  den  Ecken  des  Dreiecks 
hineinfallen;  liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Drehkreises,  so  muss 
p  in  einen  der  drei  übrigen  mit  [e]  bezeichneten,  den  Dreiecks- 
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Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  ^lelche'demselhen 
Dreieck  umschrieben  sind,  gehen  gleichzeitig  durch 
den  Höhenpunkt  dieses  Dreiecks. 

Hieraus  folgt  beiläufig  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  welche  eine  gewisse  Analogie  mit  der  bekannten  Grund- 
eigenschaft des  Kreises  darbietet; 

Begegnet  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Strahlen,  welche  sich  in  o  schneiden,  der  eine  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  in  den  Punkten  a  und  a^,  der 
andere  in  b  und  6^  so  ist  immer 

oa  .  oa^  +  ob  .  ob^  =  o, 

d.  h.  es  ist  das  Produkt  der  Abschnitte  auf  dem  einen 
Schenkel  des  rechten  Winkels  gleich  dem  Produkt  der 
Abschnitte  auf  dem  andern;  aber  die  Schnittpunkte 
liegen  so,  dass  zwei  auf  derselben  Seite  von  o  sich 
finden  und  die  beiden  andern  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  o;  denn  die  vier  Punkte  aa*&&^  liegenimmer 
so,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist. 

Das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck 
umschrieben  sind  und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  des  Drei- 
ecks gehen,  besitzt  unter  andern  folgende  bemerkenswerthe  Eigen- 
schaft, welche,  als  besonderer  Fall  einer  später  zu  erweisenden 
allgemeinen  Eigenschaft,  schon  hier  vorausgeschickt  werden  mag: 

Das  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  und  dem  Höhenpunkt 
gebildete  vollständige  Viereck  hat  zu  seinem  Diagonaldreiek 
xyz,  das  von  den  drei  Fusspunkten  der  Höhen  gebildete  Drei- 
eck, weil  jede  Seite  und  die  darauf  senkrecht  stehende  Höhe  ein 
Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  ist.  Dieses  Dreieck  xy  z 
ist  aber  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  (§  30) ;  denken  wir  uns  um  dasselbe  einen  Kreis  gelefjl, 
so  muss  dieser  (§  34)  alle  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  welche 
die  Ortskreise  der  Scheitel  der  den  Kegelschnitten  des  Buscheis 
umschriebenen  rechten  Winkel  sind;  und  da  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  für  deren  jede  jener 
Ortskreis  sich  auf  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel  reducirt,  so  muss  der  um  xyz  gelegte  Kreis  die  Mit- 
telpunkte aller  gleichseitigen  Hyperbeln   des  Büschels  enthalten. 
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£r  geht  also  insbesondere  auch  durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten 
unseres  vollständigen  Vierecks  oder  durch  die  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Höhen 
[Verbindungslinien  des  Höhenpunkts  mit  jeder  Ecke);  also: 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  einem  Dreieck  umschrieben  werden  können, 
liegen  auf  einem  Kreise»  der  durch  die  Fusspunkte 
der  Höhen,  die  Mitten  der  Seiten  und  die  Mitten  der 
drei  oberen  Abschnitte  auf  den  Höhen  hindurchgeht 
(Kreis  der  neun  Punkte).  Die  Eigenschaft,  dass  die  genannten 
neun  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  ist  aus  den  Elementen  be- 
kannt und  leicht  auf  elementarem  Wege  zu  beweisen.  (Vergl. 
„Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt  mittelst  der  ge- 
raden Linie  und  Eines  festen  Kreises"  von  J.  Steiner,  Seite  53.) 

Der  schon  vorhin  erwähnte  Fall,  dass  P  auf  der  Peripherie 
des  Drehkreises  liegt,  führt  zu  einem  Büschel  von  lauter  Hyper- 
beln, welches  nur  eine  einzige  Parabel  enthält,  denn  in  diesem 
Falle  geht  der  Punkt  p,  einer  der  vier  Mittelpunkte,  in  die  Un- 
endlichkeit und  durch  vier  Punkte,  von  denen  einer  im  Unend- 
lichen liegt,  ist. nur  eine  einzige  Parabel  möglich,  weil  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  Tangente  der  Parabel  ist;  alle  übrigen 
Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels  sind  aber  oiTenbar  Hyperbeln 
und  die  Gruppe  Ellipsen  verschwindet  in  diesem  Falle. 

§  39.    Charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels und  einige  Folgeningen  aus  derselben. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Entstehungsweise 
des  Kegelschnittbüschels  führt  zu  einer  charakteristischen  Eigen- 
schaft desselben,  welche  häufig  benutzt  wird;  denken  wir  uns 
nämlich  eine  beliebige  gerade  Linie  (Transversale)  in  der  Ebene 
des  Kegelschnittbüschels,  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegelschnitt 
des  Büschels  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  x,  §  'getroffen, 
welche  ein  Punktsystem  bilden.  In  der  That,  seien  BB^tp  die 
vier  Mittelpunkte  des  Büschels  und  S  die  gegebene  Transversale, 
so  können  wir  uns  in  B  und  jPj  zwei  perspektivische  Strahlbüschel 
denken,  welche  £  zu  ihrem  perspektivischen  Durchschnitt  haben 
und  ausserdem  in  B  und  ^i  die  Mittelpunkte  je  zweier  projek- 
livischer  Strahlbüschel,  welche  allemal  einen  Kegelschnitt  des 
Büschels  erzeugen.     Denken  wir  uns  dann  die  ganze  Gruppe  von 
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Stralilbüschelpaaren  in  B  und  B^  so  um  die  Mittelpunkte  BB^ 
tierumgedreht,  dass  Bt  und  B^t  zusammenfallen,  so  wird  aus 
dem  Kegelschnittbüschel  ein  einfaches  Strahlbüschei  (31)  um  den 
Mittelpunkt  P;  aus  der  Geraden  S  wird  aber  ein  Kegelschnitt  St, 
da  die  beiden  vor  der  Drehung  perspektivischen  Strahlbüschel, 
welche  S  erzeugten,  jetzt  im  Allgemeinen  nicht  mehr  perspek- 
tivisch liegen  werden;  die  beiden  Schnittpunkte  x  und  l  irgend 
eines  Kegelschnitts  K  des  Büschels  mit  der  Transversale  S  gehen 
daher  in  die  Schnittpunkte  o;^^^  eines  Strahles  %  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^  über;  lässt  man  nun  %  das  ganze  Strahlbüschel  um  P 
durchlaufen,  so  werden  nach  einem  im  §31  gefundenen  Satze 
Bx^  und  B^^  (oder  auch  B^x^  und  B^h,^)  ein  Strahlsystem  be- 
schreiben, welches  also  auch  vor  der  Drehung  ein  Strahlsysteni 
gewesen  sein  muss;  die  Punkte  x  und  ^  bilden  daher  ein  Punkt- 
system und  wir  erhalten  den  allgemeinen  Satz: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittbü- 
schels wird  von  den  Kegelschnitten  desselben  in  Punk- 
tenpaaren getroffen,  welche  die  konjugirten  Punkte 
eines  Punktsystems  sind. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  bereits  in  §  18 
bewiesen;  wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel  die  drei  Linienpaare  herausnehmen ;  die  dort  aufgesuchte 
Bedingung,  wann  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyper- 
bolisch ist,  kommt  uns  hier  zu  Statten: 

Sobald  von  den  vier  Mittelpunkten  des  Büschels 
eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten  von  der  Trans- 
versale liegt,  ist  das  Punktsystem  auf  derselben  ellip- 
tisch; liegt  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten,  so 
ist  das  Punktsystem  hyperbolisch,  falls  nämlich  die 
vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich 
befindet.  Liegen  dagegen  die  vier  Mittelpunkte  so» 
dass  einer  von  ihnen  in  dem  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreieck  enthalten  ist,  so  findet  das  Umge- 
kehrte statt:  Das  Punktsystem  auf  der  Transversale 
ist  hyperbolisch,  wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den 
vier  Mittelpunkten  des  Büschels,  dagegen  elliptisch, 
wenn  eine  geradeAnzahl  zu  beiden  Seiten  der  Trans- 
versale liegt. 
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Diese  Eigenschaft  des  Kegelschnitlbuschels,  von  jeder  Trans- 
versale in  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  v^ erden,  charakteri- 
sirt  dasselbe  und  unterscheidet  es  von  andern  Gruppen  von  Kegel- 
schnitten; sie  lässt  sich  auch  so  umkehren: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte 
und  ausserdem  durch  je  zwei  konjugirte  Punkte  eines 
gegebenen  Punktsystems  gehen,  laufen  noch  durch 
einen  festen  vierten  Punkt  und  bilden  also  einKegel- 
schnittbuschel. 

Denken  wir  uns  nämlich  diese  Kegelschnitte  durch  Paare  von 
Strahlbüscheln  erzeugt,  welche  in  zwei  ton  den  drei  festen  Punk- 
ten B  B^  und  e,  nämlich  in  B  und  B^,  ihre  Mittelpunkte  haben, 
und  auch  die  Gerade  S,  welche  der  Träger  des  gegebenen  Punkt- 
systems ist,  durch  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  in  B  und  B^ 
hervorgerufen,  und  drehen  das  ganze  Gebilde  so,  dass  Bt  und 
^j  C|  auf  einander  fallen,  so  werden  aus  sämmtlichen  Kegelschnit- 
ten Gerade  und  aus  S  ein  Kegelschnitt  S;  diese  Geraden  müssen 
aber  sämmtlich  'durch  einen  festen  Punkt  laufen,  weil  die  Strah- 
leapaare  von  B  (oder  B^  nach  den  Schnittpunkten  jeder  solchen 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  S  ein  Strahlsystem  bilden  (§  31) ; 
folglich  müssen  denn  auch,  wenn  wir  wieder  zurück  drehen,  die 
Kegelschnitte  durch  einen  vierten  festen  Punkt  laufen. 

Die  obige  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  führt  uns 
zur  Lösung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu  kon- 
struiren,  welcher  durch  vier  gegebene  Punkte  geht 
und  eine  gegebene  Gerade  zur  Tangente  hat";  da  näm- 
lich alle  durch  die  vier  Punkte  gelegten  Kegelschnitte  auf  der 
Geraden  Paare  konjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  bestim- 
men und,  falls  die  Gerade  Tangente  sein  soll,  die  beiden  Schnitt- 
punkte zusammenfallen  müssen,  so  werden  die  Asymptotenpunkte 
dieses  Punktsystems  die  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte 
sein,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Die  Auf- 
gabe lässt  also  im  Allgemeinen  zwei  Lösungen  zu  und  wir  sind 
\m  Stande,  nicht  allein  aus  der  Lage  der  vier  Punkte  zu  der 
Geraden  über  die  Realität  dieser  Lösungen  zu  entscheiden  (je 
nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden 
Seiten  der  Geraden  liegt,  giebt  es  zwei  reelle  Lösungen  der  Auf- 
gabe oder  keine),   sondern  auch  die  beiden  Kegelschnitte,   wenn 
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sie  reell  vorbanden  sind,   selbst  zu  konstruiren,   indem  wir  die 
Asymptotenpunkte  eines  bekannten  Punktsystems  ermitteln. 

Das  Punktsystem  wird  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  zweier 
Seitenpaare  des  von  den  vier  gegebenen  Punkten  gebildeten  voll- 
ständigen Vierecks.  Die  Asymptotenpunkte  zu  finden,  kommt 
dann  auf  eine  (§  14  und  15)  allgemein  gelöste  Aufgabe  hinaus. 

Hieran  knüpft  sich  die  aus  derselben  Eigenschaft  des  Kegel- 
schnittbuschels  herzuleitende  Lösung  der  Aufgabe:  ,, Einen  Kegel- 
schnitt zu  konstruiren,   welcher   durch  drei  gegebene 
Punkte  geht  und  zwei  gegebene  Gerade  zu  Tangenten 
hat";  lässt  man  nämlich  von  den  vier  Mittelpunkten  eines  Kegel- 
schnittbüschels  zwei  zusammenfallen  und  die  beiden  andern  auch 
zusammenfallen,  so  erhält  man  ein  Büschel,  dessen  Kegelscimitte 
sich    alle    in    denselben    beiden    festen    Punkten    berühren;    die 
Tangenten   in  diesen   beiden  gemeinschaftlichen  Berührungspunk- 
ten nehmen  die  Stelle  eines  der  drei  Linienpaare  aus  dem  Büschel 
ein ,   die   beiden  andern  Linienpaare   fallen  zusammen  in  die  ge- 
meinschaftliche  Berührungssehne    sämmtlicher   Kegelschnitte    des 
Büschels;  ein  so  eigcnthümlich  gestaltetes  Büschel  wird  nun  ai/bli 
von  einer  beliebigen  Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnit- 
ten  und   dies  muss  immer  ein  hyperbolisches  sein,   wie  aus  der 
besonderen   Lage  der  vier  Mittelpunkte  hervorgeht;   wir  können 
auch  sofort  einen  Asymptotenpunkt  desselben  bestimmen;  ein  sol- 
cher ist  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Transversale  mit  der  Be- 
rührungssehne, weil  diese  als  ein  zusammengefallenes  Linienpaar 
anzusehen  ist  oder  als  ein  besonderer  Kegelschnitt,  dessen  beide 
Schnittpunkte  mit  der  Transversale  vereinigt  sind;  dies  ist  daher 
ein    Asymptotenpunkt   des    Punktsystems,    das    gemeinschaftliche 
Tangentenpaar  trifft  ausserdem  die  Transversale  in  zwei  konjngir- 
ten  Punkten  desselben  Punktsystems  und  wir  schliessen  hieraus 
den  Satz:   Ein   beliebiges  Tangentenpaar  eines  Kegelschnitts  und 
die  Berührungssehne  desselben   treffen  irgend  eine  Transversale 
in   der  Ebene   in   einem  Punktenpaar   aa   und  einem  Punkte  g\ 
die  Transversale  trifilt  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  6jJ;  als- 
dann ist  immer  g  ein  Asymptotenpunkt  desjenigen  Punktsystems, 
von  welchem  aa  und  6/3  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  sind.    Diese 
allerdings  auch  unmittelbar  aus  den  Polarbeziehungen  des  Kegel- 
schnitts hervorgehende  Eigenschaft  löst  nun  die  vorgelegte  Frage ; 
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seien  nämlich  SSi  die  beiden  gegebenen  Geraden,   welche  der 
gesuchte  Kegelschnilt  berühren,  und  ABC  die  drei  Punkte,  durch 
welche  er  gehen  soll,  so  ziehe  man  AB^  merke  die  Schnittpunkte 
yy^  dieser *Geraden  mit  der  gegebenen  2S,;  durch  die  Paare  ^ß 
und.  yyj    als  konjugirte  Punkte  wird    ein  Punktsystem   bestimmt, 
dessen  Asymptotenpunkte  Ermittelt  werden  müssen;   sie  seien  g 
und  h;  ebenso  ziehe  man  zweitens  AC,  merke  die  Schnittpunkte 
ßß^  dieser   Geraden   mit  den   beiden  gegebenen  SS^;    betrachte 
AC  und  ßß^  als  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems 
und  bestimme  dessen  Asymptotenpunkte  g'h\     Zieht  man    nun 
eine  Verbindungslinie  zweier  solcher  Asyoiptotenpunkte  aus  dem 
einen   und  dem  andern  Paar,    so  muss  dieselbe  jede  der  beiden 
Geraden  2  und  S^   in  zwei  solchen  Punkten  treffen,   welche  die 
ßeruhrungspunkte   eines  durch  ABC  gehenden   und  SSj   berüh- 
renden Kegelschnitts  sind;  da  aber  die  vier  Punkte  gh  und  g'h' 
ausser  durch  die  beiden  Geraden  AB  und  AC  auf  vier  Arten  verbun- 
den werden  können,  nämlich  durch  die  Geraden  gg\  hh',  gh\  hg\ 
so  giebt   es  im  Allgemeinen   vier  Kegelschnitte,    welche  durch 
drei  gegebene  Punltte  gehen  und  zwei  gegebene  Gerade  berühren. 
Zögen  wir  noch  BC^  bestimmten  die  Schnittpunkte  aa^  mit  den 
Geraden   2Si    und  ermittelten    die  Asymptotenpunkte  g"  h"  des 
durch  die  Punktenpaare  B  C  und  a  a^   bestimmten  Punktsystems, 
so  müssten  dieselben   auf  den  vorhin  gefundenen  vier  Geraden 
liegen,  weil  der  gesuchte  Kegelschnitt  durch  jene  schon  vollkom- 
men bestimmt  ist;  also  die  6  Punkte  ghg  K  g*  W  können  sich 
nur  auf  vier  Geraden  schneiden,  sind  daher  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits;  es  muss  also  öf"==  (örgr',  ää'),  H'  =.[g}iyhg') 
sein  und  es  ist  A  =  [gh^  g  K)  B  =  [gh,  g"  li)  C  =  [g  li»  ^g  h"), 
d.  h.  ABC  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierseits,   was 
denn  wieder  einen  Satz  giebt,    den  wir  nicht  weiter  ausführen 
wollen.    Zunächst  geht  aus  der  im  Vorigen   enthaltenen  Lösung 
hervor,   dass  entweder  alle  vier  Kegelschnitte,   welche  der  Auf- 
gabe genügen,   reell  vorhanden  sind  oder  keiner,   dass  ersteres 
nur   stattfindet,    wenn    von   den  auf  AB,   AC,   BC  bestimmten 
Punktsystemen   zwei,   folglich   auch  das  dritte  hyperbolisch  sind, 
letzteres  dagegen,   wenn   eines  dieser  Punktsysteme  elliptisch  ist, 
woraus  zugleich  hervorgeht,  dass  noch  ein  zweites  elliptisch  sein 
muss,   denn   wären   die  beiden   andern   hyperbolisch,   so  müsste 
auch  das  erstere  hyperbolisch  sein.     Die  Betrachtung  aller  mög- 
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liehen  Lagen  der  Punkte  ABC  zu  den  beiden  Geraden  SSj  zeigt, 
dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  den  Geraden  ÄB^  AC,  BC 
entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  zwei 
elliptisch  sein  müssen ;  im  ersten  Falle  sind  die  vier  Kegelschnitte, 
welche  der  Aufgabe  genügen,  reell,  im  zweiten  imaginär. 

Die  beiden  noch  übrigen  Fälle,  wftm  zur  Konstruktion  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind:  a)  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte, 
b)  vier  Ta ngenlen  und  ein  Punkt,  werden  durch  die  polare  Neben- 
belrachtung  in  gleicher  Weise,  wie  die  beiden  oben  behandelten, 
gelöst  und  es  finden  sich  im  Allgemeinen  bei  a)  vier  Lösungen, 
bei  b)  zwei  Lösungen  der  Aufgabe;  die  nähere  Ausführung  darf 
füglich  unterbleiben ,  w  eil  sie  der  obigen  ohne  jede  Schwierigkeil 
nachgebildet  werden  kann.  Auch  die  Lösung  der  mitunter  sich 
darbietenden  Aufgabe:  „Wenn  von  zwei  in  der  Ebene  ge- 
gebenen Kegelschnitten  drei  gemeinschaftlichePunkto 
bekannt  sind,  den  vierten  zu  finden",  ergiebt  sich  leicht 
aus  dem  Vorigen;  seien  abc  die  drei  bekannten  gemeinschaftlichen 
Pimkte  und  ausserdem  de  zwei  Punkte  des  einen  Kegelshnitts  K, 
welche  denselben  bestimmen,  d^e^  zwei  PunktÄ  des  andern  Kegel- 
schnitts F^ ,  so  ziehe  man  die  Verbindungslinie  dd^  und  bestimme 
auf  ihr  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  dö^  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte /if^j  in  bekannter  Weise;  die  Paare«?,  ö;  d^,  ö^  bestim- 
men ein  Punktsystem,  welches  von  sämmtlichen  Kegelschnitten 
desjenigen  Büschels,  dem  K  und  A^j  angehören,  auf  diesem  Träger 
ausgeschnitten  wird;  also  auch  die  Linienpaare  dieses  Büschels 
trelfen  in  konjugirten  Punkten  jenes  Punktsystems;  trifft  alsn 
bc  die  Verbindungslinie  ddi  in  ^  und  ist  der  konjiigirte  Punkt 
von  §  in  dem  bekannten  Punktsystem  x,  so  ist  ex  eine  geraein- 
schaftliche  Sekante  beider  Kegelschnitte;  trifft  ea  die  Gerade  ddi 
in  7}  und  ist  der  konjugirte  Punkt  des  Punktsystems  y,  so  ist 
auch  by  eine  gemeinschaftliche  Sekante,  folglich  der  Scimittpunkt 
{ax,  by)  der  gesuchte  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  beider  Kegel- 
schnitte; dieser  könnte  agch  dadurch  gefunden  werden,  dass  wir 
den  andern  Schnittpunkt  eines  der  beiden  Kegelschnitte  K  (oder  K^' 
mit  der  Geraden  ax  bestimmen;  suchen  wir  noch  den  Schnitt- 
punkt J:  von  ab  und  dd^  und  seinen  konjugirten  2;,  so  gebt  auch 
cz  durch  den  gesuchten  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  beider 
Kegelschnitte,  worin  ein  Satz  enthalten  ist.  (Sind  von  den 
Punkten  abc  zwei  imaginär,  so  tritt  eine  Modification  in  die  Auf- 
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lösung  der  Aufgabe,  welche  nach  der  in  §  30  gemachten  Bemer- 
kung leicht  zu  finden  ist.) 

Auf  derselben  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels beruht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Wenn  von  zwei  in 
der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  zwei  gemein- 
schaftliche Punkte  bekannt  sind,  die  beiden  übrigen 
zu  finden.  Seien  ah  die  bekannten  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  beiden  Kegelschnitte  KK^  und  ausserdem  vom  ersten  drei 
Punkte  cde,  vom  andern  c^d^e^  zu  seiner  Bestimmung  gegeben; 
dann  ziehe  man  cc^,  bestimme  die  Schnittpunkte  yy^  der  Kegel- 
schnitte KK^  mit  der  Geraden  cc^\  die  Punktenpaare  c,  y;  c^,  y^ 
bestimmen  das  Punktsystem  des  Büschels.  (K,  £^);  in  gleicher 
Weise  ziehe  man  dd^  und  bestimme  die  übrigen  Schnittpunkte 
63^  mit  den  Kegelschnitten  KK^;  die  Paare  d,  ö;  d^,  3^  bestim- 
men ein  zweites  Punktsystem  auf  dd^^;  trifft  nun  die  Gerade  ab 
die  cc^  in  ^  und  ddi  in  rj  und  sind  x  und  y  die  konjugirten 
Punkte  in  den  bekannten  Punktsystemen,  so  ist  xy  eine  gemein- 
schaftliche Sekante  der  Kegelschnitte  ICK^  und  ihre  Schnittpunkte 
mit  einem  derselben  sind  mithin  die  gesuchten  gemeinschaftlichen 
Punkte  beider  Kegelschnitte. 

Dieselbe  Betrachtung,  welche  im  Anfange  dieses  Paragraphen 
zu  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
von  jeder  Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  wer- 
den, geführt  hat,  lässt  sich  ein  wenig  erweitern;  denken  wir  uns 
nämlich  einen  Kegelschnitt  ^  oder  zwei  Punkte  B  und  B^  als 
die  Mittelpunkte  zweier  ihn  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
büschel, ausserdem  ein  beliebiges  Strahlbüschel  (P)  in  der  Ebene, 
dessen  Strahlen  ^  den  Kegelschnitt  ^  in  zwei  Punkten  trelfen, 
welche  mit  B  vei'bunden  ein  Strahlsystem  in  dem  Punkte  B  lie- 
fern (§  31) ;  fassen  wir  endlich  den  Strahl  %  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  projektivischen  Strahlbüschel  mit 
den  Mittelpunkten  B  und  B^  auf  und  drehen  nun  das  ganze  System 
von  Strahlbüschelpaaren  in  B  und  B^  um  beliebige  Drehwinkel, 
so  wird  aus  dem  Strahlbüschel  [P)  ein  Kegelschnittbüschel  von 
vier  Punkten  BB^tlp^  aus  dem  Kegelschnitt  ^  ein  gewisser  anderer 
Kegelschnitt  ^^  (vorhin  drehten  wir  dergestalt,  dass  ^^  in  ein 
Linienpaar  zerfiel);  jeder  Kegelschnitt  K  des  Büschels  wird  von 
Sy  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  vor  der  Drehung  die 
Schnittpunkte  des  Strahles  %  mit  dem  Kegelschnitt  ^  waren;  da 
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diese  mit  B  verbunden  zwei  Strahlen  gaben,  welche  ein  Strahl- 
system bilden,  so  wird  dasselbe  auch  nach  der  Drehung  stattfin- 
den müssen;  der  Kegelschnitt  ^^  geht  nun  selbst  durch  den  Punkt 
B  (und  B^\  das  Strahlsystem  in  B  trifft  ihn  daher  in  Punkten- 
paaren, welche  (§  31)  durch  einen  festen  Punkt  laufen  müssen; 
wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  zwei  von  den  vier  Mittelpunkten 
eines  Kegelschnittbüschels  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, so  hat  derselbe  mit  jedem  Kegelschnitte  des 
Büschels  im  Allgemeinen  noch  zwei  Punkte  gemein, 
deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  läuft; 
dieser  feste  Punkt  liegt  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  übrigen  Mittelpunkte  des  Büschels. 

Em  besonderer  Fall  dieses  Satzes  verdient  noch  bemerkt  zu 
werden ;  wenn  nämlich  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  zwei  Mit- 
telpunkte des  Büschel  gelegt  wird,  insbesondere  ein  Linienpaar 
ist  (was  jederzeit  eintritt,  sobald  der  Kegelschnitt  ^  aus  zwei 
Geraden  besteht,  deren  eine  durch  B,  die  andere  durch  B^  geht, 
wo  dann  die  beiden  diesen  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlbüschel 
in  dem  sogenannten  parabolischen  Fall  projektivischer  Beziehung 
sich  befinden,  §  19  a),  so  wird  die  eine  durch  B  gehende  Gerade 
das  Kegelschnittbüschel  in  einer  Punktreihe  treffen,  welche  pro- 
jektivisch  ist  mit  derjenigen  Punktreihe,  in  welcher  die  andere 
durch  B^  gehende  Gerade  von  dem  Kegelschnittbüschel  getroffen 
wird,  und  diese  beiden  Punktreihen  müssen  perspektivisch  liegen. 
Also:  Jede  Gerade,  welche  durch  einen  der  vier  Mittel- 
punkte einesKegelschnittbüschels  hindurchgeht,  wird 
von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  (ausserdem)  in 
einer  Punktreihe  getroffen;  irgend  zwei  solcher  Punkt- 
reihen sind  allemal  projektivisch  rücksichtlich  derje- 
nigen Schnittpunkte,  welche  derselbe  Kegelschnitt  auf 
ihnen  bestimmt,  und  sie  liegen  perspektivisch,  wenn 
die  Träger  derselben  durch  verschiedeneMittelpunkte 
des  Büschels  laufen.  Alle  diese  Punktreihen  sind  projekti- 
visch mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P),  aus  welchem  das  Kegel- 
schnittbüschel entstanden  gedacht  werden  kann,  und  auch  projek- 
tivisch mit  jedem  der  vier  Strahlbüschel,  welche  von  den  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier  Mittel- 
punkte gebildet  werden;   denn  letztere  sind,  wie  leicht  zu  sehen 
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ist,  mit  dem  Strahlbuschel  (P)  projekiivisch  (indem  wir  berück- 
sichtigen,  dass  die  Tangenten  in  B  diejenigen  Strahlen  sind, 
welche  dem  gemeinsamen  Strahl  B^  B  für  alle  Beziehungen  ent- 
sprechen). 

Geheo  zwei  Gerade  durch  denselben  Mittelpunkt  B  des 
Buscheis,  so  sind  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels  auf  ihnen  fixirten  Punktreihen  offenbar  auch 
projektivisch,  liegen  aber  nicht  mehr  perspektivisch,  weil  ein 
Kegelschnitt  des  Büschels,  welcher  die  erste  Gerade  in  B  be- 
rührt, nicht  gleichzeitig  die  andere  berühren  kann,  also  in  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  nicht  zwei  entsprechende  Punkte 
vereinigt  sind.  Die  Verbindungsstrahlen  aller  entsprechenden 
Punkte  werden  daher  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher  aus- 
ser den  Trägern  der  beiden  Punktreihen,  wie  leicht  einzusehen 
ist,  die  drei  Seiten  desjenigen  Dreiecks  zu  Tangenten  haben  muss, 
welches  von  den  drei  übrigen  Mittelpunkten  des  Büschels  gebildet 
wird;  mithin  haben  wir  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  der  vier  Mittelpunkte  des 
Büschels  irgend  zwei  Gerade,  so  treffen  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  dieselben  in  je  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  einen  Kegelschnitt  umhüllt. 
Dieser  Kegelschnitt  berührt  die  beiden  angenommenen 
Geraden  selbst  und  ist  ausserdem  dem  Dreiecke  ein- 
beschrieben, welches  von  den  drei  übrigen  Mittel- 
punkten des  Büschels  gebildet  wird. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren, 
zu  welchem  wir  gelangen,  wenn  wir  nur  durch  einen  der  vier 
Mittelpunkte  des  Büschels  einen  beliebigen  Kegelschnitt  $  anstatt 
des  Linienpaares  hindurchlegen.  Obgleich  dieser  Satz  später  aus 
allgemeineren  Betrachtungen  unmittelbar  hervortritt,  so  lässt  er 
sich  auch  hier  in  folgender  Art  erweisen: 

Seien  PABC  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnittbüschels 
und  durch  einen  derselben  P  ein  beliebiger  aber  fester  Kegel- 
schnitt ^  gelegt;  möge  irgend  ein  Kegelschnitt  K  des  Büschels 
den  Ä  in  den  vier  Punkten  Pxyz  treffen,  so  kann  ich  Pxyz 
als  die  vier  Mittelpunkte  eines  neuen  Büschels  auffassen,  von 
welchem  K  und  ^  zwei  Individuen  sind.  Die  Verbindungslinie 
AB  wird  von  diesem  neuen  Büschel  in  einem  Punktsystem  ge- 
schnitten, von  welchem  AB  ein  Paar  konjugirte  Punkte,  die  bei- 
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den  Schnittpunkte  cy  der  Geraden  AB  mit  dem  festen  Kegel- 
schnitt ^  ein  zweites  Paar  konjugirte  Punkte  sind,  und  da  durch 
diese  beiden  Paare  das  ganze  Punktsystem  bestimmt  ist,  so  bleibt 
es  unverändert  dasselbe,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  K  des  ge- 
gebenen   Buscheis   verändern;    ein    drittes  Punktenpaar  ist  nun 
dasjenige  Paar  Schnittpunkte,  welches  von  den  Geraden  Px  und 
yz  auf  AB  ausgeschnitten  wird.     Verändern  wir  aber  den  Kegel- 
schnitt  K  in  dem   gegebenen   Büschel,    so    verändert  sich    dies 
dritte  Paar  und  durchläuft  mithin  sämmtliche  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  festen  Punktsystems  auf  AB,    Bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  {Px,  AB)  =  x^  und  (yz,  AB)  =^  ^^,  so  sind  x^  ^j 
ein  Paar  konjugirte  Punkte  eines  bekannten  Punktsystems   und 
durchlaufen  also  bei  der  Veränderung  von  £  zwei  zu  einander 
projektivische  Punktreihen   (§  16)    auf  derselben  Geraden  AB. 
Nehmen  wir  anderseits  die  Gerade  AC,  so  gilt  für  sie  ganz  die- 
selbe Betrachtung;   wird   also  der  Schnittpunkt  (Px,  AC)  j==:  ac^ 
und  [yz,  AC)  =  §2  bezeichnet,   so  durchlaufen  auch  x.^  und   $2 
zwei  projektivische  Punktreihen  auf   dem  Träger  AC,    weil    es 
konjugirte  Punkte  eines  bestimmten  festen  Punktsystems  sind;   da 
nun  die  Punktreihen  x^  und  x^  perspektivisch  liegen  in  dem  von 
Px  beschriebenen  Strahlbuschel,   so  müssen  die  von  ^^  und   ^^ 
durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch  sein,   also  ihre  Verbin- 
dungslinie,  d.  h.   yz  einen  Kegelschnitt  umhüllen,   welcher  zu- 
gleich  die  Geraden  AB  und  AC  berührt;  derselbe  KegelschniU 
wird  aber  auch   von  den  Verbindungslinien  xz  und  xy  umhüllt, 
denn  die   Strahlen  Py  und  xz  treffen  ^^  in  zwei  konjugirten 
Punkten   desselben    oben  ermittelten  Punktsystems  auf  AB  und 
auch  ^C  in  zwei  konjugirten  Punkten  des  zweiten  auf  AC  festen 
Punktsystems;  es  trifft  also  auch  xz  die  Träger  AB  und  AC  in 
zwei  entsprechenden   Punkten  der  beiden  auf  ihnen  befindlichen 
Punktreihen  ^^  und  ^2  und  dasselbe  gilt  von  xy.   Die  Seiten  des 
mit  dem  Kegelschnitt  K  veränderlichen  Dreiecks  xyz  umhüllen 
daher  ein  und  denselben  Kegelschnitt,  welcher,  wie  unmittelbar 
einleuchtet,  nicht  nur  AB  und  AC,    sondern  auch  BC  berührt 
(weil  die  sechs  Seiten  zweier  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreiecke  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berühren,  §  28).    Wir 
haben  hiernach  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  der  vier  JMittelpunkte  eines 
Kegelschnittbüschels  einen  beliebigen  (festen)  Kegel- 
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schnitt  hin  durch  legt,  so  hat  derselbe  mit  jedem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  im  Allgemeinen  noch  drei  an- 
dere Punkte  gemein,  welche  ein  Dreieck  bilden;  die 
Seiten  dieser  sämmtlichen  Dreiecke  umhüllen  einen 
und  denselben  neuen  Kegelschnitt,  welcher  zugleich 
demjenigen  Dreieck  einbeschrieben  ist,  das  von  den 
drei  übrigen  JMittelpunkten  des  Büschels  gebildet 
wird. 

Dieser  Satz,  welcher  in  dem  besonderen  Fall,  dass  der  durch 
einen  der  vier  Mittelpunkte  gelegte  Kegelschnitt  in  ein  Linienpaar 
zerfallt,  auf  den  vorhin  bewiesenen  zurückkommt,  lässt  sich  auch 
in  etwas  anderer  Form  so  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einen  Punkt  gemein  ha- 
ben, so  haben  je  zwei  derselben  im  Allgemeinen  noch 
drei  andere  Punkte  gemein,  welche  ein  Dreieck  bil- 
den; die  neun  Seiten  der  hierdurch  erhaltenen  drei 
Dreiecke  berühren  denselben  Kegelschnitt.  Oder  um- 
gekehrt: 

Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  umschrie- 
ben werden,  so  liegen  die  sechs  Ecken  je  zweier  der- 
selben allemal  auf  einem  Kegelschnitt  (§  28);  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen  drei  neuen  Kegelschnitte  lau- 
fen durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umkehrung  ist  ohne  Schwierigkeit  ein- 
zusehen. Der  allgemeinste  Satz,  welcher  aus  der  Verbindung 
eines  Kegelschnittbüschels  mit  einem  beliebig  liegenden  Kegel- 
schnitt hervorgeht,  kann  erst  später  aufgesucht  werden  (§  62). 

Anmerkung.  Es  ist  in  den  vorigen  Sätzen  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  zwei  Kegelschnitte  vier  gemeinschaft- 
liche' Schnittpunkte  haben;  es  ist  nun  zwar  umgekehrt  nachge- 
wiesen, dass  durch  vier  Punkte  der  Ebene  zwei  Kegelschnitte 
(und  zugleich  ein  ganzes  Büschel)  gehen;  auch  ist  es  an  sich 
klar,  dass  zwei  Kegelschnitte  nicht  mehr  als  vier  gemeinschaft- 
liche Punkte  haben  können,  denn  hätten  sie  fünf  Punkte  gemein, 
so  würden  sie  identisch  zusammenfallen,  weil  fünf  Punkte  den 
Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  bestimmen  (§  22);  es  ist 
aber  eine  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  immer  vier  reelle  Schnitt- 
punkte haben?  Diese  Frage  wird  im  Folgenden  erledigt  werden, 
wo  es  sich  zeigen  wird,  dass  zwei  Kegelschnitte  entweder  vier 
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oder  zwei  oder  keine  reellen  Schnittpunkte  haben;  trotzdem  sagen 
wir,  zwei  Kegelschnitte  haben  im  Allgemeinen  vier  Schnittpunkte, 
von  denen  zwei  öder  auch  alle  vier  imaginär  sein  können 
(S  53  und  61). 

§.  40.     Andere  Entstehimgsart   des    KegelschnittbüschelB. 

Denken  wir  uns  von  einem  Kegelschnittbüschel  mit  den  vier 
Mittelpunkten  A  B  C  D  ein  beliebiges  Individuum  K^^^  durch  zwei 
Strahlbüschel  erzeugt^  deren  eines  seinen  Mittelpunkt  in  B  und 
das  andere  seinen  Mittelpunkt  in  einem  beliebigen  Punkte  X  des 
Kegelschnitts  K^^^  hat,  so  haben  wir  drei  Paar  entsprechende 
Strahlen  dieser  beiden  erzeugenden  Strahlbüschel:  BC  und  JTC, 
BD  und  XD,  BA  und  X  A,  Malten  wir  nun  die  Gerade 
XA  fest,  verändern  aber  X  auf  ihr,  so  entstehen  succes- 
sive  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  von  den  bei- 
den  projektivischen  Strahlbüscheln,  welche  jeden  solchen  Kegel- 
schnitt erzeugen,  ist  das  eine  ^  absolut  unverändert,  das  andere 
verändert  seinen  Mittelpunkt  auf  einer  festen  Geraden  AX,  geht 
aber  beständig  durch  eine  feste  Punktreihe  auf  der  Geraden  CD 
welche  mit  dem  Strahlbüschel  in  B  projektivisch  ist;  die  drei 
oben  angegebenen  Strahlenpaare  bestimmen  nämlich  die  projek- 
tivische  Beziehung  jenes  Strahlbüschels  mit  dieser  Punktreihe  und 
diese  drei  Paar  entsprechende  Elemente  bleiben  bei  der  Bewegung 
von  X  unverändert.  Wir  können  also  umgekehrt  folgende  neue 
Entstehungsweise  des  Kegelschnittbüschels  aussprechen: 

Ist  in  der  Ebene  ein  festes  Strahlbüschel 

B  {ttf  b,  c,  .  ,  X  .  .) 
und  eine  Gerade  ^  als  Träger  einer  festen  mit  dem 
Strahlbüschel  projektivischen  Punktreihe  (a(c...T  ..) 
gegeben  und  bewegt  sich  ein  veränderlicher  Punkt  JT 
auf  einer  gegebenen  Geraden  @  als  Mittelpunkt  eines 
mit  der  Punktreihe  perspektivischen  Strahlbüschels 
-T  (a  b  c  b  .  .  r  . .),  so  wird  jedes  Mal  von  den  beiden  pro- 
jektivischen Strahlbüscheln  (B)  und  {X)  ein  Kegel- 
schnitt erzeugt;  alle  diese  Kegelschnitte  laufen  durch 
vier  feste  Punkte  und  bilden  also  ein  Kegelschnitt- 
büschel. 

Die  Richtigkeit  erhellt  unmittelbar  aus  der  Umkehrung  der 
vorigen  Betrachtung,  denn  die  in  der  angegebenen  Weise  kon- 
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struirten  Kegelschnitte  gehen  zunächst  sämmtlich  durch  den  festen 
Punkt  B,  sodann  durch  die  beiden  Doppelpunkte  C  und  D  der- 
jenigen beiden  auf  dem  Träger  %  befindlichen  projektivischen 
Punktreihen,  deren  eine  die  gegebene  (a  6  c  . .  r  . .)  ist  und  deren 
andere  durch  das  feste  Strahlbüschel  B  [ah  c  ,,  x  ».)  auf  9(  fixirt 
wird,  endlich  noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt  A^  denje- 
nigen nämlich,  in  welchem  die  Gerade  @  von  einem  Strahle  des 
Strahlbüschels  [B)  getroiTen  wird,  welcher  entsprechend  ist  dem 
einzigen  Punkte  der  Punktreihe  auf  ^,  der  zugleich  auf  ®  liegt. 
Diese  reelle  Konstruktion  der  sämmtlichen  Kegelschnitte  eines 
Büschels  liefert  nicht  nur  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Hittelpunkten,  wie  die  frühere  (§  38j,  sondern  auch  ein 
Kegelschnittbüschel,  von  dem  nur  zwei  Mittelpunkte  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär  sind.  Die  Mittelpunkte  A  und  B  sind 
nämlich  der  Natur  der  Konstruktion  zufolge  immer  reell  vorhan- 
den ;  die  Punkte  C  und  D  sind  aber  die  Doppelpunkte  zweier  auf 
einander  liegender  projektivischer  Punktreihen  auf  dem  Träger  % 
deren  eine  die  gegebene  (a  6  c  . .  x  . .)  ist  und  die  andere  durch 
das  gegebene  Strahlbüschei  B  [a  b  c  , .  x  . .)  auf  %  fixirt  wird. 
Ob  diese  beiden  zusammenliegenden  projektivischen  Punktreihen 
reelle  Doppelpunkte  haben  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  ihrer 
projektivischen  Beziehung  ab  (§  14).  Wir  können  die  das  Kegel- 
schnittbüschel bestimmenden  Gebilde  offenbar  so  annehmen,  dass 
einmal  die  Doppelpunkte  reell  werden,  das  andere  Mal  nicht,  und 
beide  Gruppen  von  Kegelschnitten  werden  denselben  Namen  des 
Kegelschnittbüschels  beanspruchen  können,  denn  alle  Eigenschaf- 
ten, welche  dem  einen  zukommen,  müssen,  unter  der  Modalität, 
dass  gewisse  Elemente  imaginär  werden  können,  in  gleicher  Weise 
auch  dem  andern  zukommen. 

Wir  begnügen  uns  hier  damit,  aus  der  neuen  Entstehungsart 
des  Kegelschnittbüschels,  welche  also  auch  zu  einem  Büschel 
mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Mittelpunkten 
führt,  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels 
herzuleiten,  dass  jede  Transversale  der  Ebene  in  einem  Punkt- 
systeme geschnitten  wird.  Denken  wir  uns  nämlich  eine  be- 
liebige Transversale  T  in  der  Ebene  und  werde  dieselbe 
von  dem  Strahlbüschel  B  (abc  ,.  x . .)  längs  einer  Punkt- 
reihe a^  6|  Ci  . . .  Xi  ••  geschnitten,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen auf  T  und  ^  projektivisch  und  die  Verbindungslinie  x  Ti 
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wird  daher  einen  Kegelsclinilt  $  umliüllen,  welcher  selbst  T  und 
%  berührt.  Um  nun  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegel- 
schnitts AT^^)  des  Buscheis  mit  der  Transversale  T  zu  ermitteln, 
haben  wir  solche  zwei  Strahlen  Xx  und  x  zu  ermitteln,  welche 
sich  auf  T  schneiden,  d.  h.  wir  haben  aus  X  an  den  eben  er- 
mittelten Kegelschnitt  9,  eine  Tangente  oder  das  Tangentenpaar  zu 
legen ;  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Tangenten  mit  der  Trans- 
versale T  werden  zugleich  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem 
Kegelschnitt  K^^^  sein;  nun  ist  aber  T  selbst  eine  Tangente  des 
Kegelschnitts  $  und  es  gilt  der  Satz  (§31),  dass,  wenn  man  aus 
den  Punkten  X  einer  Geraden  G  die  Tangentenpaare  an  einen 
Kegelschnitt  $  legt,  irgend  eine  feste  Tangente  T  desselben  alle- 
mal in  den  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  von  jenen  Tan- 
genteupaaren  getroffen  wird;  folglich  wird  die  beliebige  Trans- 
versale T  von  den  Kegelschnitten  K^^^  des  Büschels  in  Punkten- 
paaren getroffen,  welche  die  Paare  konjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  sind,  was  zu  beweisen  war.  Diese  Eigenschaft  findet 
jetzt  also  ganz  unabhängig  davon  statt,  ob  das  Kegelschnitt- 
büschel vier  reelle  Mittelpunkte  hat  oder  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre. 

Sobald  das  Kegelschnittbüschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat, 
kommen,  wie  wir  bereits  von  anderer  Seite  her  wissen,  drei 
Linienpaare  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  vor;  dasselbe 
zeigt  sich  auch  hier;  denn  seien  C  und  D  die  beiden  reellen 
Doppelpunkte  der  in  %  auf  einander  liegenden  *  pro jektivischen 
Punktreihen,  so  leuchtet  ein,  dass  für  einen  solchen  Punkt  X^ 
auf  G,  welcher  in  der  Linie  BC  sich  befindet;  die  beiden  den 
Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugenden  Strahlbüschel  perspektivisch 
werden,  der  Kegelschnitt  selbst  also  in  ein  Linienpaar  zerfällt; 
dasselbe  gilt  für  denjenigen  Punkt  X\,  in  welchem  BD  die  Ge- 
rade ®  trifft.  Diese  beiden  Linienpaare  existiren  aber  nicht, 
wenn  die  Doppelpunkte  C  und  D  der  beiden  in  %  zusammen- 
liegenden projektivischen  Punktreihen  imaginär  sind.  Nun  kommt 
noch  ein  drittes  Linienpaar  vor,  welches  derjenigen  Lage  X^' 
entspricht,  welche  der  Schnittpunkt  von  ®  mit  %  ist.  In  diesem 
Falle  tritt  die  schon  oft  gefundene  parabolische  Lage  ein  und 
der  Kegelschnitt  löst  sich  in  die  beiden  Geraden  BA  und  %  auf. 
Dieses  Linienpaar  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Doppelpunkte 
auf  dem  Träger  51  nicht  reell  sind.     Wir  schliessen  hieraus:   In 
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einem  Kegelschnittbuschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Mittelpunkten  giebt  es  nur  ein  reelles  Linienpaar  und  das- 
selbe  besteht  aus  der  Verbindungslinie  der  beiden  reellen  Mittel- 
punkte und  einer  bestimmten  anderen  Geraden  tu,  welche  als  die 
Verbindungslinie   der    beiden   imaginären  Mittelpunkte    aufgefasst 
werden  kann  und  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante   ge- 
nannt wird.     Nimmt  man  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels 
K  und  K^   als   gegeben    an    und   haben    dieselben    die    beiden 
reellen  Punkte  Ä  und  B  gemein,  so  sind  wir  im  Stande»  die  an- 
dere   gemeinschaftliche    Sekante,    d.  h.    den    andern    Theil   des 
Linienpaares,   dessen   einer  die  reelle   gemeinschaftliche  Sekante 
AB  ist,  zu  konstruiren   unabhängig  davon,  ob   diese  eine  reelle 
oder    ideelle    gemeinschaftliche    Sekante   ist;    denn    wegen   der 
charakteristischen  Eigenschaft  des  Punktsystems  haben  wir   nur 
nöthig,  auf  einer  beliebigen  Transversale   T  die  Schnittpunkten- 
paare a  und  fif,  d^  und  a^  der  Kegelschnitte  K  und  K^  zu  mer- 
ken und  in  dem  Punktsystem,   welches  durch  die  beiden  Paare 
konjugirter  Punkte  au  und  a^a^  bestimmt  wird,  denjenigen  Punkt 
tf  zu  bestimmen,  welcher  dem  Schnittpunkte  s  der  Geraden  AB 
mit  T  konjugirt  ist;   alle  Punkte  (T,  welche  wir  auf  diese  Weise 
konstruiren,    müssen  auf  einer  bestimmten    Geraden    %   liegen, 
welche  die  gesuchte  ist;  die  Konstruktion  eines  Punktes  6  geht 
aus  §  16  unzweideutig  hervor  entweder  vermittelst  der  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  oder  der   bekannten  Relationen  für 
die  Involution   von  sechs  Punkten.     Wir  können  uns  aber  auch 
anstatt  der  Transversale   T  eines  beliebigen  Kegelschnitts  bedie- 
nen, welcher  nur  durch  A  und  B  geht.    Sei  Ä  ein  solcher  Kegel- 
schnitt, welcher   durch  A  und  B  geht,  übrigens  aber  ganz  will- 
knhrlich  ist;  möge  er  den  Kegelschnitt  Ä'in  zwei  Punkten  treffen, 
deren  Verbindungslinie  33  sei,   und  K^  in  zwei  Punkten,  deren 
Verbindungslinie  S3^  sei,   so  wird  der  Schnittpunkt  (33,  33*)  auf 
der  Geraden  91  liegen ;  denn  bezeichnen  wir  ihn  mit  (S  und  ziehen 
durch  a  eine  Transversale  T,  welche  Ä'  in   a  und  «,  Ä'Mn  a^ 
und  a}  trilFt  und  die  Gerade  AB  in  s,  endlich  den  Kegelschnitt 
St  in  b  und  ß,  so  sind  erstens  acc,  bß  und  sa  drei  Punktenpaare 
eines  Punktsystems ,  zweitens  auch  a*a^  bß  und  sa;  beide  Punkt- 
systeme müssen  identisch  sein,  weil  zwei  Paar  konjugirte  Punkte 
dieselben  sind:   bß  und  sa;   folglich  sind  auch  acc,  a^a^  und  sa 
drei  Paar  konjugirte  Punkte  dieses  Punktsystems ;  also  liegt  a  auf 


^ 
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der  andern  getneinscbafüichen  Sekante  91  der  beiden  Kegelschnide 
K  und  f ;  wir  können  mithin  folgenden  Salz  aussprechen: 

Uahen  irgend  drei  Kegelschnitte  zwei  reelle  Punkte 
gemeinschaftlich  oder  eine  reelle  gemeinschaftliche 
Sekante,  so  haben  je  zwei  derselben  allemal  noch  eine 
zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekanle 
(die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte); die  auf  diese  Weise  erhaltenen  drei  geraden 
Linien  laufen  durch  einen  Punkt, 

Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel  gegeben,  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  zweier  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  zu  konstruiren;  sind  nämlich  A'und  if'  die 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  welche  die  reellen  Schnittpunkte 
A  und  B  haben,  so  lege  man  durch  A  und  B  einen  beliebigen 
Kegelschnilt  Ä,  der  M  in  zwei  andern  Punkten  Irifll  und  K'' 
ebenfalls;  die  beiden  Verbindungslinien  dieser  je  zwei  Punkte 
treffen  sich  in  einem  Punkte  9  derjenigen  Geraden  %,  welche 
die  gesuchte  (ideelle)  gemeinschafllicbe  Sekante  der  gegebeneo 
Kegelschnitte  K  und  K^  Ist;  es  reicht  also  hin,  einen  zweiten 
Punkt  <s  vermittelst  emes  andern  Kegelschnitts  &  zu  konstrtiiren, 
um  die  Gerade  %  zu  erhalten.  Halten  wir  den  Kegelschnitt  £ 
fest  und  verändern  K,  indem  wir  ihn  sämmtliche  Kegelscbnitle 
des  Büschels  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Punkt  a  fest  uwl 
wir  ei'kennen  hieraus  die  Gültigkeit  eines  in  §  39  für  den  Fall 
eines  Kegelschnitlbiischels  mit  vier  reellen  Mittelpunkten  bewie- 
senen Satzes  auch  in  dem  Falle,  dass  nur  zwei  Mittelpunkte  reell 
und  die  beiden  andern  imaginär  sind. 

Die  Bestimmung  der  Gattung  der  anzelnen  KegelschniUe, 
welche  in  dem  Büschel  vorkommen,  ist  bei  der  hier  zu  Grunde 
gelegten  Entstehungsart  nicht  schwieriger,  wie  bei  der  in  §  38 
gegebenen.  Um  zu  entscheiden,  oh  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  haben  wir  nur  nach- 
zusehen, wie  oft  in  den  beiden  projektivischen  Strahlhüscheln. 
welche  ihn  erzeugen,  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel  laufen: 
denken  wir  uns  dabei-  zu  jedem  Strahl  x  des  festen  Strahlbüscbel^ 
iß)  eine  Parallele  durch  den  entsprechenden  Punkt  r  der  gege- 
benen Punktreihe  (%)  gezogen,  so  wird  diese  Parallele  die  Gerade 
®  in  einem  solchen  Punktet  trefTen,  dass  Xi  und  x  zwei  enl- 
sprechende  parallele  Strahlen  sind,  also  der  Kegelschnilt,  welcher 
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dieser  Lage  von  X  entspricht,  einen  unendlich -entfernten  Punkt 
hat.  Nun  umhüllen  aber  alle  diese  Parallelen,  M^elche  durch  die 
Punkte  X  den  Strahlen  o:  parallel  gezogen  werden,  eine  bestimmte 
Parabel  P^^),  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  denn  die  Strahlen  x  des 
Strahlbuschels  (^)  treflFen  die  unendlich -entfernte  Gerade  ®^  in 
einer  Punktreihe,  welche  mit  der  vom  Punkte  x  beschriebenen 
projektivisch  ist;  die  durch  x  parallel  dem  Strahle  x  gezogene 
Gerade  verbindet  mithin  entsprechende  Punkte  zweier  projektivi- 
scher  Punktreihen  und  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher 
@^  zur  Tangente  hat,  folglich  eine  Parabel  ist.  Es  ist  auch  auf 
andere  Weise  leicht  einzusehen,  dass  die  durch  die  Punkte  einer 
Punktreihe  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  mit  ihr  projek- 
tivischen  Strahlbüschels  gezogenen  Parallelen  eine  Parabel  um- 
hüllen, indem  man  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  und 
den  durch  den  Parallelismus  gegebenen  Proportionen  nachweist, 
dass  der  gesuchte  Ort  das  Erzeugniss  zweier  projektivisch -ähn- 
lichen Punktreihen  ist.  Denken  wir  uns  diese  Parabel  P^^^  her- 
gestellt, so  können  zwei  Fälle  eintreten:  1)  Die  Gerade  ®  schnei- 
det die  Parabel  P(^)  nicht;  alsdann  sind  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  Hyperbeln,  weil  durch  jeden  Punkt -T  der  Geraden 
®  ein  Tangentenpaar  an  die  Parabel  geht,  also  der  dem  Punkte 
X  zugehörige  Kegelschnitt  des  Büschels  zwei  unendlich -entfernte 
Punkte  hat;  oder  2)  die  Gerade  ®  schneidet  die  Parabel  P^^)  j^j 
zwei  reellen  Punkten ;  alsdann  giebt  es  in  dem  Kegelschnittbüschel 
eine  Gruppe  von  Hyperbeln  und  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  welche 
durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden;  die  letzteren 
gehören  denjenigen  beiden  Punkten  X  der  Geraden  @  zu,  in 
welchen  dieselbe  von  der  Parabel  P<^)  geschnitten  wird ;  die  zwi- 
schen den  beiden  Schnittpunkten  liegenden  Punkte  X  können  nur 
Ellipsen  hervorrufen,  da  durch  sie  keine  Tangenten  der  Parabel 
P^^  gehen;  die  ausserhalb  jener  beiden  Schnittpunkte,  d.  h.  ausser- 
halb der  Parabel  P<^^  liegenden  Punkte  X  der  Geraden  ®  liefern 
nur  Hyperbeln.  Im  ersten  wie  im  zweiten  Falle  giebt  es  nur 
eine  gleichseitige  Hyperpel  in  dem  Kegelschnittbüschel;  diese  ent- 
spricht dem  Schnittpunkte  der  Geraden  ®  mit  der  Leitlinie  der 
Parabel  P^^^  weil  die  Leitlinie  der  Ort  aller  rechtwinkligen  Tan- 
gentenpaare an  die  Parabel  ist;  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
die  Gerade  ®  die  Leitlinie  selbst  ist,  besteht  das  Büschel  aus 
lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  und  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
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die  Gerade  ®  die  Parabel  P^^^  berührt,  findet  sich  in  dem  Büschel, 
welches  ans  lauter  Hyperbeln  besteht,  nur  eine  einzige  Parabel 
vor  und  die  Gruppe  von  Ellipsen  geht  vollständig  fort.  Die 
Parabel  P^^^  entscheidet  auch  darüber,  ob  das  Kegelschnittbüschel 
vier  reelle  oder  nur  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte 
hat,  denn  das  aus  B  an  diese  Parabel  gelegte  Tangentenpaar 
trifft  die  Gerade  ^  offenbar  in  den  beiden  festen  Punkten  C  uod 
D,  durch  welche  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  gehen; 
liegt  also  der  Punkt  B  ausserhalb  der  Parabel  P^^\  so  hat  das 
Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte,  liegt  B  innerhalb  der  Parabel, 
so  hat  es  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte.  Wir 
könnten  endlich  für  den  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten  auch 
aus  der  neuen  Entstehungsweise  ohne  Schwierigkeit  das  Kriterium 
herleiten,  welches  wir  in  §  38  gefunden  haben  und  wonach  aus 
der  relativen  Lage  der  vier  Mittelpunkte  sofort  zu  entscheiden  ist, 
welcher  der  beiden  Fälle  1)  oder  2),  die  nach  dem  Obigen  ein- 
treten können,  wirklich  stattfindet.  Doch  ist  diese  Herleitung 
überflüssig. 

§  41.     Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  vermittelst 

zweier  Punktsysteme. 

Wir  haben  im  Vorigen  zwei  Kegelschnittbüschel  kennen  ge- 
lernt, die  in  ihren  charakteristischen  Eigenschaften  übereinstim- 
men, aber  in  den  sie  bestimmenden  Elementen  verschieden  sind, 
nämlich  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen]  Mittelpunkten 
und  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Mittelpunkten.  Die  sämnitlichen  Kegelschnitte  des  einen,  wie  des 
anderen  Büschels  haben  wir  auf  reellem  Wege  konstruiren  ge- 
lehrt und  uns  aus  diesen  Konstruktionen  von  der  Uebereinstim- 
mung  der  wesentlichen  Eigenschaften  beider  Büschel  überzeugt; 
es  giebt  nun  noch  ein  drittes  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären  Mittelpunkten  und  es  kommt  darauf  an,  auch 
für  diesen  Fall  die  sämmtlichen  Kegelschnitte  eines  solchen 
Büschels  auf  reellem  Wege  zu  konstruiren.  Diese  Konstruktion 
muss  auch  die  beiden  vorigen  Fälle  involviren  und  wir  gelangen 
zu  ihr  am  kürzesten,  indem  wir  von  dem  Fall,  dass  die  vier 
Mittelpunkte  des  Büschels  reell  sind,  ausgehen.  Seien  g  h'g'li' 
vier  beliebige  Punkte  in  der  Ebene   als   die  Mittelpunkte  eines 
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Kegelschnittbüschels  (Fig.  Ö8)  gewühlt  und  mögen  sich  die  Seiten- 
paare g  g'  und  HH'  in  gr,   g  H'  und  Kg"  in  h  treffen,   so  wird 

(Fig.  68.) 


die  Gerade  gh  von  sämmtlichcn  Kegelschnitten  des  Büschels,  des- 
sen vier  Mittelpunkte  g'fig'h"  sind,  in  den  konjugirten  Punkten- 
paaren a  a  eines  Punktsystems  getroffen,  dessen  Asymptotenpunkte 
g  und  h  sind,  so  dass  also  immer  aa  zugeordnete  harmonische 
Punkte  zu  g  und  h  sind;  insbesondere  trifft  auch  das  Linienpaar 
g  H  und  g"  W  in  zwei  konjugirten  Punkten  p  und  it  desselben 
Punktsystems.  Wir  können  also  irgend  zwei  konjugirte  Punkte  aa 
dieses  Punktsystems  als  die  Mittelpunkte  zweien  projektivisclien 
Sti^ahlbüschel  annehmen,  welche  einen  bestimmten  Kegelschnitt 
des  Büschels  erzeugen,  und  die  projektivische  Beziehung  dieser 
beiden  Strahlbüschel  ist  vollständig  bestimmt,  da  der  Kegelschnitt 
durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  g' H g' W  gehen 
soll.  Diese  beiden  den  Kegelschnitt  erzeugenden  projektivisclien 
Strahlbüschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  u  treffen  nun  die 
Gerade  g' fi  in  zwei  projektivischen  Punktreihen,  .deren  Doppel- 
punkte g  und  U  sind;  die  beiden  sich  entsprechenden  Strahlen 
ug"  und  ag"  treffen  in  h  und  /S  die  Gerade  gK  und  die  Punkte 
h^  sind  zugeordnet  harmonisch  zu  g  H,  weil  aa  zVi  gh  harmo- 
nisch liegen.  Hierdurch  sind  schon  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  auf  gli  bekannt, 
nämlich  der  Doppelpunkt  g\  der  Doppelpunkt  H  und  das  Punkten- 
paar &j3,  also  die  ganze  projektivische  Beziehung  ist  vollständig 
bestimmt.   Sämmtliche  Paare  entsprechender  Punkte  dieser  beiden 
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auf  einander  liegenden  projekUviscben  Punktreiben  bilden,  nie 
leicht  zu  erkennen  ist,  ein  Punktsystem,  dessen  Aaymptolea- 
punkte  g  li  sind;  denn  umgekehrt  besteht  ein  solches  Punkl- 
system  aus  zwei  auf  einander  liegenden  projektiviscbeu  Punkl- 
reihen,  deren  Doppelpunkte  die  Asyniptotenpunkte  g  U  sind,  ucd 
von  denen  zwei  entsprechende  Punkte  ft(5  zugeordnet  harmoiiiscli 
liegen  zu  gH.  Dieses  durch  die  beiden  festen  Mittelpunkte  i'i 
unveränderlich  gegebene  Punktsystem  auf  g  k'  bestimmt  also  die 
projektivische  Beziehung  zweier  Strahlbuschel ,  die  ihre  Millel- 
punkte  in  a  und  tt  haben  und  einen  Kegelschnitt  des  BQsdiels 
erzeugen;  verändern  wir  das  Punktenpaar  oa  in  dem  erslen 
Punktsysteme,  dessen  Asymptotenpunkte  ^A  sind,  so  erhalten  vir 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  wir  gelangen  daher 
zu  folgender  neuen  Konstruküon  derselben,  welche  allgemein 
aufgefasst  unabhängig  davon  ist,  ob  die  Mittelpunkte  des  Büschels 
reell  oder  imaginär  sind: 

Sind  auf  zwei  geraden  Trägern  2t  wnd  SB  zwei 
Punktsysteme  [a,  a)  und  (&,  §)  beliebig  gegeben  und  man 
nimmt  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  att  dvs 
ersten  Punktsystems  zu  Mittelpunkten  zweier  Strahl- 
buschel, deren  entsprechende  Strahlen  nach  allen 
Paaren  konjugirter  Punkte  h^  des  andern  Punkt- 
systems hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  Strahl- 
bOschel  einen  Kegelschnitt  K,  den  Ort  des  Scbnill- 
punktes  [ab,  aß)  oder  auch  [aß,  ob).  Verändert  man 
das  Punktenpaar  aa  auf  dem  ersten  Träger  91,  so  ge- 
hören sämmtliche  Kegelschnitte  f  einemKegelschnilt- 
büschel  an. 

In  der  That,  da  zwei  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems 
immer  zwei  entsprechende  Punkte  zweier  auf  einander  liegender 
projektivischer  Punktreiben  sind,  so  ist  der  Ort  des  Schnill- 
Punktes  [ab,  aß)  das  Erzeugniss  zweier  projektirischer  Strahl- 
bn!tchel  (a)  und  [a),  also  ein  Kegelschnitt  £;  weil  aber  beim 
Punktsystem  alle  Paare  entsprechender  gleicher  Strecken  verkelrl 
nuf  einander  fallen  (§  16),  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes 
[itß,  ab)  derselbe  Kegelschnitt  iC.  Dieser  geht  offenbar  durch  die 
lieiden  Asymptotenpunkte  g'h'  des  auf  dem  Träger  S  gegebenen 
Punktsystems,  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  und  alle  Kegel' 
schnitte  A',  die  wir  bei  der  Veränderung  von  aa  erhalten,  geben 
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durch  dieselben  beiden  festen  Punlite  q  U,  welche  reell  rorhan- 
den  sind,  sobald  das  gegebene  Punktsystem  auf  S3  hyperbolisch, 
dagegen  imaginär  sind,  sobald  dasselbe  elliptisch  ist.  Sei  ferner 
in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Träger  (31,  93)  ein  Punkt  p  des 
ersten  Punktsystems  auf  91  und  ein  Punkt  co  des  andern  Punkt- 
systems auf  93  vereinigt  und  seien  die  zu  diesem  konjugirten 
Punkte  in  dem  einen  und  andern  Punktsystem  n  und  o,  so  ziehen 
wir  o;s  =  (S  eine  Gerade,  die  natürlich  immer  reell  vorhanden 
sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  irgend  ein  Punktenpaar  aa  des 
ersten  und  ein  beliebiges  Punktenpaar  6/?  des  zweiten  Punkt- 
systems heraus  und  möge  die  Gerade  (S  von  ah  xn  c  und  von 
«|3  in  y  getroffen  werden  (Fig.  59),  so  werden,  wenn  wir  zu- 
nächst a  und  u  festhalten, 

aber    6jS    bewegen,     die  ^^*     '' 

Punkte  c  und  y  zwei  auf 
einander  liegeude  projek-  ^^//  \ 

tivische  Punktreihen  \  ^^^ "       /'  /  W' 

durchlaufen  und  überdies  ^        \tf^-^t^  %i:/  et/    \n' 

ein  Punktsystem  bilden,  '^ 
denn  ebenso  wie  dem 
Punkt  c  der  ersten  Punkt- 
reihe der  Punkt  y  der 
zweiten  entspricht,  muss 
auch  dem  Punkt  y  der 
ersten  Punktreihe  der 
Punkt  c  der  zweiten  ent- 
sprechen ;  ziehen  wir  näm- 
lich ay  und  cic,  so  treffen 
dieselben  die  Gerade  83  in 
den  Punkten  b' ß^  eines 
Paares  konjugirter  Punkte  des  auf  93  gegebenen  Punktsystems, 
weil  die  drei  Seitenpaare  des  Vierecks  aacy  die  Transversale  93 
in  drei  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  treffen  müssen,  welche 
sind  bß,  o<S,  b'ß\  Wir  sehen  also,  dass  bei  den  von  c  und  y 
beschriebenen  projektivischen  Punktreihen  zwei  entsprechende 
gleiche  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen,  mithin  cy  die  kon- 
jugirten Punkte  eines  Punktsystems  sind;  diesem  Punktsystem 
gehört  auch  o  und  n  als  ein  Paar  konjugirter  Punkte  und  ebenso 
diejenigen  Punkte  cy    an,   in    welchen  @  von  aß  und  ba  ge- 
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troffen  wird.  Wenn  ilalier  irgend  ein  aur  die  oben  angegebene 
Weise  konstruirter  Kegelsclinitt  f  als  dus  Erzeugnis»  zweier  pro- 
jeittivischer  Sti'ahlbüschel  aurgefasst  wird,  welche  in  einem  Paare 
att  ihre  MiUelpunkte  haben,  so  treffen  zwei  entsprecheade  Strah- 
len die  Gerade  (S.  immer  in  zwei  konjugirten  Punkten  cy  eines 
Punktsystems;  es  zeigt  sich  Terner,  dass  dieses  Punktsystem  lür 
alte  Kegelschnitte  £  dasselbe  bleibt.  Denken  wir  uns  nämlicli 
für  den  Augenblick  ein  Paar  bß  fest  und  verändern  aa  auf  dem 
Träger  %  so  werden  ba  und  ßtt  in  zwei  konjugirten  Punkteu 
c  und  y  eines  Punktsystems  die  Gerade  g  treffen,  weil  6  durcli 
den  Punkt  n  geht,  der  dem  im  Schnittpunkte  ($,  91)  liegetidcn  ;> 
konjugirt  ist  und  also  auch  by  und  ßc  in  einem  Paar  konjugirtei' 
Punkte  aa  die  Gerade  3t  treffen  müssen;  es  folgt  daraus,  da^ 
dieses  neue  Punktsystem  {c,y),  welches  wir  bei  Kesthaltung  von 
b  und  ß  auf  €  erballen,  mit  dem  vorigen  identisch  ist,  weil  ein 
Paar  ey  und  das  Paar  oit,  welche  zur  Bestimmung  ausreichen, 
coinciüiren.  Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  arg  und  yi)  der  beiden  auf  %  und  S3  gegebenen  Punkt- 
systeme willkQhrlidi  heraus,  so  werden,  weil  ba  und  ßa  in  einem 
Paar  konjugirter  Punkte  cy  des  eben  bestimmten  Punktsysleiiis 
die  Gerade  €  treffen,  aucb  bx  und  j3|  in  einem  andein  Paare 
desselben  treffen,  und  weil  xb  und  ^ß  in  einem  solchen  Paare 
treffen,  auch  xy  und  |i}  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Punkte. 
Wir  erhallen  mithin  auf  der  Geraden  Q  ein  festes  durch  ditr 
beiden  auf  %  und  ^  gegebenen  Punktsysteme  mitbestimmtes  Punkt- 
system (c,  j^)  und  sehen,  dass,  wenn  die  Verbindungslinie  n-gend 
zweier  Punkte  x  und  y  auf  den  Geraden  %  und  99  die  drille 
@!  in  £  trifft,  die  Verbindungslinie  der  beiden  zu  x  und  y  bou- 
jugirten  Punkte  §  und  i;  die  Gerade  €  in  dem  zu  z  konjugirten 
Punkte  t  trifft,  so  dass  z  und  ^  ein  Punktenpaar  des  driticu 
Punktsystems  sind.  Die  drei  Punktsysteme  (x,  ^)  (y,  ij)  {x,  t)  auf 
den  Trägern  91,  @,  @  stehen  noch  in  dei*  allgemeineren  Beziebuu^ 
zu  einander,  dass,  wenn  man  aus  jedem  derselben  ein 
beliebiges  Paar  konjugirter  Punkte  herausnimnil, 
diese  drei  Punktenpaare  a:|,  yi),  zt  immer  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  sind,  wovon  die  vorige  Eigenschaft,  dass, 
wenn  xyz  in  einer  Geraden  hegen,  auch  die  drei  konjugirten  |>tt 
in  einer  Geraden  liegen  müssen,  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Der 
allgemeine  Fall  lässt  sich  aber  so  erweisen:  Seien  x,  |;  y,  ij;  :,  t 
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die  drei  Paar  willkührlich  gewählten  Paare  konjugirter  Punkte 
auf  51,  S3,  6,  so  treffen  xy  und  i?|  die  Gerade  (S  in  zwei  kon- 
jugirten  Punkten  des  auf  S  bekannten  Punktsystems;  ein  zweites 
Paar  konjugirter  Punkte  sind  die  Sclinittpunkte  von  xl^  und  yri 
mit  @,  ein  drittes  Paar  endlich  z  und  t>  folglich  gilt  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  der  Strahlbüschel: 

x(i,  y,  2,  i) ^=n{y*  ^»  ?»  ^) 

und  da  nach  §  6  identisch: 

^(y,  t  ?,  2)  =  ^(5,  y,  z,  ?),    also 
a:(^,  y,  z,  ?)  =  '»?(^.  y,  2:,  ?), 

so  liegen  die  sechs  Punkte  x^yrizt  auf  einem  Kegelschnitt  (§  28). 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  obigen  Behaup- 
fung,  dass  das  Punktsystem  cy  für  alle  Kegelschnitte  K  das- 
selbe bleibt.  Ist  daher  dies  Punktsystem  auf  (S  ein  hyperbolisches, 
mit  den  beiden  Asymptotenpunkten  g'h'',  so  müssen  sämmtliche 
Kegelschnitte  E  durch  diese  beiden  festen  Punkte  g"h''  und  ausser- 
dem durch  die  beiden  vorhin  ermittelten  Punkte  g'h\  also  durch 
vier  feste  Punkte  gehen;  sie  bilden  mithin  ein  Kegelschnittbuschel. 
Da  das  Punktsystem  auf  6  von  den  beiden  gegebenen  Punkte 
Systemen  auf  51  und  S3  abhängt,  so  bleibt  nur  noch  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  Bedingungen  es  elliptisch  oder  hyperbolisch 
wird,  um  zu  erkennen,  wann  die  beiden  festen  Mittelpunkte  g''h'' 
des  Büschels  reell  und  wann  sie  imaginär  sind.  Das  immer  reell 
vorhandene  von  den  drei  Geraden  51S3(S  gebildete  Dreiseit  be- 
stimmt für  jedes  der  drei  Punktsysteme  ein  Paar  konjugirter 
Punkte ,  nämlich  die  beiden  Schnittpunkte  jeder  der  drei  Geraden 
mit  den  beiden  andern;  sind  also  die  Ecken  dieses  Dreiseits  (Fig. 59) 
0,  Tu  und  p  (oder  al)  und  wir  nehmen  irgend  zwei  Punkte  a  und  b 
innerhalb  der  Dreiecksseiten  5193,  so  wird  nach  dem  bekannten 
Kriterium  (§  16)  das  Punktsystem  auf  51  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch sein,  je  nachdem  der  konjugirte  Punkt  a  auf  der  Ver- 
längerung der  Dreiecksseite  51  oder  zwischen  np  liegt,  und  das- 
selbe gilt  für  das  Punktsystem  auf  S3.  Die  Verbindungslinie  ab  trifft 
nun  die  dritte  Dreiecksseile  6  in  c,  welches  ausserhalb  on  liegt, 
die  Verbindungslinie  aß  dagegen  in  dem  zu  c  konjugirten  Punkte  y; 
wenn  daher  a  zwischen  np  und  ß  zwischen  ocS  liegt,  so  trifft 
aß  die  (£  ausserhalb  oit;  dasselbe  findet  auch  statt,  wenn  a 
ausserhalb  np  und  gleichzeitig  ß  ausserhalb  oa  liegt;   sind  also 
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die  beiden  Punktsysteme  auf  91  und  93  gleichartig,  d.  h.  beide 
elliptisch  oder  beide  hyperbolisch,  so  ist  das  Punktsystem  auf  6 
hyperbolisch;  sind  sie  dagegen  ungleichartig,  d.  h.  eines 
elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  so  ist  das  dritte  Punkt- 
system auf  (S  elliptisch.  Wir  sehen  hieraus,  dass  von  den  drei 
Punktsystemen  auf  91936  nothwendig  entweder  alle  drei  hyper- 
bolisch oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbolisch 
sein  müssen.    Wir  können  daher  folgende  vier  Fälle  unterscheiden: 


Punktsystem 
auf  21: 


1.  hyperbolisch 

IL  hyperbolisch 

III.  elliptisch 

IV.  elliptisch 


Punktsystem 
auf  95: 


Das  Kegelschnittbüschel  hat: 


hyperbolisch 
elliptisch 
hyperbolisch 
elliptisch 


//  tff 


vier  reelle  Mittelpunkte  gh'  g'h 
vier  imaginäre  Mittelpunkte 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g  h' 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g'  h" 


und  in  diesen  vier  Fällen  ist: 


das  Punktsystem  auf  (S: 


I. 

hyperbolisch 

II. 

elliptisch 

III. 

elliptisch 

IV. 

hyperbolisch. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  nur  in  dem  Falle  I  drei  reelle  Linien- 
paare unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  auftreten,  dass 
aber  in  jedem  der  drei  übrigen  Fälle  nur  ein  und  immer  ein 
Linienpaar  93>  (S  in  dem  Büschel  vorkommt.  Dieses  Linienpaar 
geht  nämlich  hervor,  wenn  das  besondere  Punktenpaar  pit  zu 
Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Strahlbüschel  gewählt  wird,  wo- 
bei dann  wieder  der  parabolische  Fall  projektivischer  Beziehung 
eintritt  (§  19);  sonst  kann  der  Kegelschnitt  K  auf  keine  andere 
Weise  in  ein  Linienpaar  zerfallen ,  als  wenn  die  Mittelpunkte  der 
ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  a  und  a  zusammenfallen,  also 
das  Punktsystem  auf  31  hyperbolisch  ist,  und  auch  dann  wird  ein 
solches  Linienpaar  nur  reell  vorhanden  sein,  wenn  gleichzeitig 
das  Punktsystem  auf  93  hyperbolisch  ist,  also  im  Falle  (I),  wie 
leicht  zu  erkennen.  Zugleich  sehen  wir,  dass  in  diesem  voll- 
ständig reellen  Falle  die  sechs  Asymptotenpunkte  zu  je  dreien  auf 
vier  Geraden  liegen,  also  ein  vollständiges  Vlei'seit  bilden,  dessen 
drei  Diagonalen  die  Geraden  31936   sind.     Hieraus  ergiebt  sich 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.  §  41.  259 

beiläufig  der  elementare  Satz:  Sind  die  drei  Gegenecken 
eines  vollständigen  Vierseils  gh,  gJi,  g'h"  und  trifft 
irgend,  eine  Gerade  in  der  Ebene  diese  drei  Diago- 
nalen gh,  g'h\  g"H'  beziehlich  in  den  Punkten  ss  s\ 
so  liegen,  die  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkte  ^G  g'  zu  jenen,  indem  jedes  Paar  Gegenecken 
(las  andere  Paar  zugeordnet- harmonischer  Punkte 
ist,  allemal  in  einer  neuen  Geraden.  (Crelle's  Journal 
ßd.  HI  Seite  212.    Aufgabe  und  Lehrsätze  von  J.  Steiner.) 

Das  vorhin  gefundene  Resultat,  dass  die  Kegelschnitte  J^des 
Büschels  sämmtlich  durch  die  Asymptotenpunkte  der  auf  den 
Trägern  33  und  6  befindlichen  Punktsysteme  (ft,  j3)  und  (c,  y)  hin- 
durchgehen, falls  diese  Punktsysteme  oder  eines  von  ihnen  hyper- 
bolisch sind,  lässt  sich  etwas  anders  aussprechen  und  wird  da- 
durch unabhängig  von  der  Natur  der  beiden  Punktsysteme.  Es 
ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  festen  Punktsysteme  auf  33  und  @ 
in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  K  des  Buscheis  diejenigen  sind, 
welche  diesem  Kegelschnitt  zugehören  (§  29),  d.  h.  für  alle  Kegel- 
schnitte K  sind  b  und  j5  ein  Paar  konjugirte  Punkte  (§  30)  oder 
die  Polare  von  h  geht  durch  j3  und  ebenso  ist  es  mit  c,  y\  denn 
nehmen  wir  irgend  ein  Paar  Punkte  acy  auf  91  als  Mittelpunkte 
der  den  Kegelschnitt  K  erzeugenden  Strahl büschel,  so  sind  die 
Schnittpunkte  [ah,-  aß)  und  aß,  ab)  zwei  Punkte  dieses  Kegel- 
schnitts, der  auch  durch  a  und  a  geht,  und  das  Viereck  im  Kegel- 
schnitt hat  b  und  ß  zu  zwei  Diagonalpuukten ,  folglich  sind  es 
konjugirte  Punkte  Im  Bezug-  auf  den  Kegelschnitt  (§  30).  Also 
für  sämmtliche  Kegelschnitte  E  des  Büschels  ist  das 
auf  IB  be'findliche  Punktsystem  (b,  ß)  und  ebenfalls  das 
auf  6  befindliche  Punktsystem  (c,  y)  dasjenige,  wel- 
ches jedem  Kegelschnitt  zugehört.  Diese  Eigenschaft 
iuvolvirt  die  obige,  dass,  wenn  eines  oder  beide  Punktsysteme 
hyperbolisch  sind,  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  durch 
die  Asymptotenpunkte  gehen  müssen;  sie  bleibt  aber  auch  be- 
stehen, wenn  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind,  und 
ist  überhaupt  unabhängig  von  der  besonderen  Natur  dieser  Punkt- 
systeme; sie  wirft  auch  ein  klareres  Licht  auf  die  hier  betrachtete 
Enlstehungsart  des  Kegelschnittbüschels,  denn  anstatt  von  den 
beiden  willkührlich  angenommenen  Punktsystemen  [u,  a)  und  [b,  ß) 
auf  den  Trägern  91  und  33  auszugehen,   können  wir  die   beiden 
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festen  Punktsysteme  (b,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  Trägern  SB  und  6 
als  gegeben  ansehen ;  dadurch  ist  das  Punktsystem  [a,  a)  auf  % 
vollständig  mitbestimmt,  wie  aus  der  vorigen  Betrachtung  hervor- 
geht, und  beliebig  viele  Paare  konjugirter  Punkte  sind  leicht  zu 
konstruiren.  Wir  können  also  folgendes  Ergebniss  aussprechen: 
Sind  zwei  feste  Punktsysteme  (b,  ß)  und  {c,  y)  auf  den 
geraden  Trägern  83  und  @  gegeben,  so  bilden  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese 
Punktsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (d.  h.  jedes 
Paar  konjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt),  ein  KegelschDlü- 
büschel,  und  zwar  hat  dasselbe  vier  reelle  Mittel- 
punkte, die  Asymptotenpunkte  der  beiden  Punkt- 
systeme, sobald  dieselben  hyperbolisch  sind,  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte,  sobald  eines 
der  beiden  gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch  ist,  und  vier  imaginäre  Mittel- 
punkte, wenn  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind. 
Diejenige  Gerade  ^,  welche  die  konjugirten  Punkte 
zu  den  in  dem  Schnittpunkte  (ä3>  @)  =  o  vereinigten 
Punkten  verbindet,  ist  die  Polare  von  o  für  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  des  Büschels;  irgend  zwei  Ver- 
bindungslinien bc  und  ßy  treffen  91  beziehlich  in 
zwei  Punkten  a  und  a,  welche  konjugirte  Punkte  eines 
und  desselben  festen  Punktsystems  (a,  a)  auf  91  sind, 
und  zwar  desjenigen,  in  welchem  das  Kegelschnitt- 
büschel  die  Gerade  91  schneidet;  hiernach  lassen  sich 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  auf  reelle 
Weise  konstruiren,  wie  oben  angegeben  ist,  mögen 
die  Mittelpunkte  des  Büschels  reell  oder  imaginär 
sein.  Die  Träger  93»  .@  selbst  bilden  ein  Linien- 
paar, welches  ein  besonderer  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels ist. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels, 
dass  eine  beliebige  Transversale  in  der  Ebene  desselben  von  jedem 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  je  zwei  konjugirten  Punkten  eines 
Punktsystems  getroffen  wird,  lässt  sich  nun  auch  aus  dieser 
neuen  Konstruktion  des  Buscheis  nachweisen  und  bleibt  also  be- 
stehen, ob  die  Mittelpunkte  des  Büschels  alle  vier  reell  oder  nur 
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zwei  oder  keiaer  reell  vorhanden  ist.  Treffe  (Fig.  60)  eine  be- 
liebige gerade  Transversale  %  die  drei  Geraden  91  ®@  In  den 
resp.  Punkten  abc  und  seien  „,„     „„  , 

apy  die  zu  diesen  konju- 
girten  Punkte  in  den  drei  auf 
%a9€    beflndlicben    Punkt-  a>      ^ 

Systemen,    so    liegen    nach  " ' 

dem  Vorigen  ußy  in  einer 
neuen  Geraden  I'  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  % 
und  £'  sei  s.    Nehmen  wir 
nun  ein  beliebiges  Punkten- 
paar  «'«•   des   auf  %    ge- 
gebenen   Punktsystems     zu 
Mittelpunkten    zweier    pro- 
jekti  vischen      Strahl  büschel, 
welche  einen  Kegelschnitt  K 
des  Büschels  erzeugen,   so 
werden  leicht  vier  Paare   entsprechender  Strahlen  dieser  beiden 
SlrahlhQschel  anzugeben  sein,  nämlich  die  folgenden: 
«'(*.  |3.  c,  y)  und  «'((J,  b.  y,  c). 
Die  Doppelverhältnisse  dieser   beiden  Strahlbüscbel    von   je 
vier  Strahlen  sind  also  gleich  und  weil  identisch: 

«'  (j3.  b,  y,  c)  =  «'(6.  ft  ".  y)  ist  (S  6,  1), 
so  folgt: 

«'(&.  ?.  ",  >■)  =  «•(&.  P.  c,  y). 
d.  h.  die  sechs  Punkte  a^ti^b^cy  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  S 
(der  offenbar  nicht  zum  Büschel  gehGrt).  Fassen  wir  aber  die 
vier  Punkte  a'a^ßy  dieses  Kegelschnitts  S  auf,  so  lassen  sich 
durch  dieselben  drei  Linienpaare  legen.  Dur  Kegelschnitt  S  selbst 
und  diese  drei  Lioienpaare  bestimmen  nun  auf  der  Transversale  I 
vier  Paare  konjugirter  Punkte  eines  gewissen  Punktsystems  {%  39), 
nämlich  das  Paar  bc,  das  Paar  as  und  die  Schnittpunkte  der  it 
mit  den  Linienpaaren  n'/J»  «'y  ""''  «Vi  "^ß-  »eiche  wir  nicht 
besonders  bezeichnen  wollen.  Diese  beiden  letzten  Punktenpaare, 
welche  das  Punktsystem  vollständig  bestimmen,  liegen  gleich- 
zeilig  mit  denjenigen  beiden  Punkten  x^  in  Invohition,  in  denen 
der   Kegelschnitt  JT  die  Transversale  %  trifll,    denn  wegen  der 
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Projektivität  der  beiden  den  Kegelschnitt  K  erzeugenden  Strahl- 
buschel  müssen  die  Doppelverhältnisse  gleich  sein: 

ö^  (&,  y,  X,  y)  =  «1  ((3,  c,  X,  y) 

=  cc^{c,  ß,  y,  x)         (§6,  ]). 

Die. vier  Strahlen  a^{byaiy)  treffen  also  %  in  vier  Punkten, 
deren  Doppelverhältniss  gleich  demjenigen  zwischen  den  vier 
Punkten  ist,  in  welchen  die  andern  vier  Strahlen  cc^[cßyx)  die- 
selbe treffen,  und  da  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  [x}j 
und  yx)  verkehrt  auf  einander  fallen,  so  erhalten  wir  auf  %  ein 
Punktsystem,  dessen  eines  Paar  konjugii^ter  Punkte  xy,  ein  zweites 
Paar  hc  und  ein  drittes  Paar  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares 
a^y,  a^ß  sind.  Dieses  Punktsystem  ist  identisch  mit  dem  vorhiu 
ermittelten,  weil  zwei  Punktenpaare  dieselben  sind;  in  ähnliclier 
Weise  können  wir  aus  der  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse: 

a^iß,  c,  Xy  y)  =  a*  (&,  y,  x,  y)  ==  a*(y,  h,  y,  x) 

schhessen,  dass  hc,  xy  und  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares 
a^ß,  ct^y  mit  X  sechs  Punkte  in  Involution  sind,  was  übrigens 
nicht  mehr  nöthig  ist.  Wir  sehen  also,  dass  die  sechs  Pankte 
bc,  as,  xy  Involution  bilden,  und  verändern  wir  das  Punklen- 
paar  a^a^,  also  den  Kegelschnitt  K,  so  erkennen  wir,  weil  bc 
und  as  unverändert  bleiben,  dass  sämmtliche  Kegelschnitte  ä!' des 
Büschels  die  Transversale  X  in  Paaren  konjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  schneiden  w.  z.  b.  w.  Die  Schnittpunkte  bc  ent- 
sprechen dem  besonderen  Kegelschnitt  ^,  welcher  in  das  Linien- 
paar 93  ®  degenerirt ,  und  die  Schnittpunkte  as  demjenigen  Regel- 
schnitt K,  welcher  als  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer 
Strahlbüschel  auftritt,  deren  Mittelpunkte  a  und  cc  sind. 

Aus  der  hierdurch  nachgewiesenen  Grundeigenschaft  des  Kegel- 
schnittbüschels  ergiebt  sich  nun  auch  unabhängig  davon,  ob  das- 
selbe reelle  oder  paarweise  imaginäre  Mittelpunkte  hat,  die  Folge- 
rung, dass  durch  jeden  beliebigen  Punkt  der  Ebene  ein 
und  immer  nur  ein  einziger  reeller  Kegelschnittgeht, 
welcher  dem  Büschel  angehört;  denn  ziehen  wir  durch 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  P  eine  Transversale,  so 
fixiren  die  Kegelschnitte  des  Büschels  auf  ihr  ein  Punktsystem» 
welches  schon  durch  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  be- 
stimmt wird.  Der  dem  Punkte  P  konjugirte  Punkt  des  Punktsystems 
auf   dieser  Transversale   gehört   dem    einzigen  Kegelschnitt  des 
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Bäschels  an,  welcher  durch  P  geht,  und  drehen  wir  die  Trans- 
versale um  P,  so  erhalten  wir  als  Aufeinanderfolge  der  kon- 
jugirten  Punkte  den  ganzen  reell  vorhandenen  Kegelschnitt.  Es 
können  aber  durch  P  keine  zwei  verschiedenen  Kegelschnitte  des 
Büschels  gehen,  denn  sonst  müsste  es  in  einem  Punktsystem  zu 
irgend  einem  Punkte  mehr  als  einen  konjugirten  Punkt  geben, 
was  der  Natur  des  Punktsystems  widerspricht. 

Es  folgt  ferner,  dass  das  Kegelschnittbüschel  durch 
zwei  beliebig  in  der  Ebene  anzunehmende  Kegel- 
schnitte vollständig  bestimmt  ist,  weil  durch  dieselben 
auf  Jeder  Transversale  das  Punktsystem  durch  zwei  Paar  kon- 
jugirte  Punkte  bestimmt  wird.  Aber  eine  solche  Transversale  % 
in  der  Ebene  braucht  nicht  von  jedem  Kegelschnitte  des  Bäschels 
getroffen  zu  werden,  oder  es  kann  auch  imaginäre  Punktenpaare 
eines  Punktsystems  geben.  Um  dieses  Verhalten  klarer  zu  über- 
sehen, denken  wir  uns  die  beiden  Schnittpunkte  *der  Trans- 
versale %  mit  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  als  die  Asymp- 
totenpunkte desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  St  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  zugehört  (§  29) ;  ist  dieses  Punkt- 
system hyperbolisch,  so  sind  die  Schnittpunkte  reell,  ist  es 
elliptisch,  so  sind  sie  imaginär.  Für  jeden  Kegelschnitt  K  er- 
halten wir  also  auf  der  Transversale  %  ein  anderes  Punktsystem 
und  alle  diese  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  %  stehen  in 
dem  Zusammenhange  mit  einander,  dass  ihre  Asymptotenpunkte 
selbst  ein  Punktsystem  (x,  l)  bilden,  welches  von  dem  Kegel- 
schnittbüschel auf  %  ausgeschnitten  wird.  Nehmen  wir  nun  einen 
beliebigen  Hülfskegelschnitt  $  in  der  Ebene  und  verlegen  in 
irgend  einen  Punkt  B  desselben  die  Mittelpunkte  von  Strahi- 
systemen,  welche  mit  den  auf  %  befindlichen  unendlich  vielen 
Punktsystemen  perspektivisch  liegen,  so  wird,  wenn  wir  ein 
Strahlsystem  der  Art  bilden,  jedes  Paar  konjugirter  Strahlen  eine 
Sehne  auf  &  ausschneiden,  die  durch  einen  festen  Punkt  P 
läuft  (§  31),  und  wir  verwandeln  also  ein  jedes  Punktsystem  auf  % 
in  einen  Punkt  P  oder  ein  einfaches  Strahlbüschel  [P).  Ist  das 
betrachtete  Punktsystem  auf  %  hyperbolisch,  so  muss  P  ausser- 
halb des  Hülfskegelschnitts  £  liegen,  nämUch  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Tangenten  sein  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen 
die  Asymptoten  des  in  B  befindlichen  mit  jenem  Punktsystem 
perspektivischen  Strahlsystems  den  ß  treffen.    P  ist  also  jedesmal 
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der  Pol  derjenigen  Geraden ,  welche  die  beiden  Schnittpunkte  des 
Hülfskegelschnitts  mit  den  Strahlen,  welche  von  B  nach  den  beiden 
Asymptotenpunkten  eines  auf  %  beflndlichen  Punktsystems  hin- 
laufen, verbindet.  Da  nun  diese  Asymptotenpunkte  selbst  ein  Punkt- 
system [x,  I),  welches  durch  das  Kegelschnittbuschel  ausgeschnitten 
wird,  bilden,  so  laufen  die  Sehnen  alle  durch  einen  festen  Punkt  0 
und  der  Punkt  P  bewegt  sich  also  auf  einer  festen  Geraden  2, 
der  Polare  von  0  in  Bezug  auf  den  Hulfskegelschnitt  Ä.  Alle 
Punktsysteme  auf  %  sind  also  in  die  sämmtlichen  Punkte  P  einer 
bestimmten  Geraden  S  verwandelt,  der  Art,  dass,  wenn  wir  nun- 
mehr von  irgend  einem  Punkte  P  der  Geraden  S  die  Polare  kon- 
struiren  und  ihre  Schnittpunkte  auf  ^  mit  B  verbinden,  dieses 
Strahlenpaar  die  Transversale  %  in  einem  Punktenpaar  {x,  |)  triflt. 
Hieraus  zeigt  sich,  dass,  wenn  das  Punktsystem  (o?,  ^)  auf  2: 
elliptisch  ist,  der  Punkt  0  innerhalb  des  Hülfskegelschnitts  S 
liegen  mus^,  also  die  Gerade  S  denselben  gar  nicht  triQH,  mithin 
alle  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  ;£  hyperbolisch  sind,  oder 
was  dasselbe  sagt:  Alle  Kegelschnitte  des  Büschels  tref- 
fen eine  Transversale  %  in  reellen  Punktenpaaren, 
sobald  das  Punktsystem  auf  %  elliptisch  ist,  welches 
die  Schnittpunkte  je  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
zu  einem  Paar  konjugirter  Punkte  hat.  Wenn  dagegen 
das  Punktsystem  [x,  |)  auf  %  hyperbolisch  ist,  so  liegt  0  ausser- 
halb des  Hülfskegelschnitts  $,  die  Gerade  S  schneidet  ihn  daher 
in  zwei  reellen  Punkten,  welche  die  beiden  Gebiete  auf  2  ab- 
grenzen, innerhalb  deren  solche  Punkte  P  liegen,  die  reelle 
Tangentenpaare  an  fö  zulassen,  und  solche  P,  durch  welche  keine 
Tangente  geht.  Von  den  unendlich  vielen  Punktsystemen  auf  % 
ist  also  eine  Gruppe  hyperbolisch  und  die  andere  elliptisch.  Den 
Uebergang  bilden  zwei  parabolische  Punktsysteme,  welche  den 
Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  [x,  |)  zugehören,  oder  es 
giebt  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  die  Transversale  % 
berühren,  wie  hinlänglich  bekannt  ist.  Ist  also  das  Punkt- 
system (x,  I),  welches  von  den  Kegelschnitten  eines 
Büschels  auf  einer  Transversale  %  ausgeschnitten 
wird,  hyperbolisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegel- 
schnitte desselben  die  %  in  reellen  Punktenpaaren. 
Das  hyperbolische  Punktsystem  hat  also  auch  imagi- 
näre Paare  konjugirter  Punkte,  was  beim  elliptischen  Punkt- 
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System  nicht  der  Fall  ist.     Ist  das  Punktsystem  {x,  ^)  auf  der 
Transversale  X  hyperbolisch  und  sind  p  und  q  die  Asymptoten- 
punkte desselben,   so  muss  jedes  reelle  Schnittpunktenpaar  eines 
Kegelschnitts   des  Büschels  mit  Z  ein  Paar  zugeordnet -harmo* 
nischer  Punkte  mit  p  und  q  sein ;  diese  Eigenschaft  hört  aber  auf, 
wenn  das  Schnittpunktenpaar  imaginär  ist;   wir  können  an  ihre 
Stelle   eine  allgemeinere  Eigenschaft  setzen,    welche   jene  nicht 
nur  ersetzt,    sondern   auch  von    der  Realität  der  Schnittpunkte 
unabhängig  ist,    nämlich   folgende:    Die    Asymptotenpunkte 
pq  des  auf  der  Transversale  3^  durch  das  Kegelschnitt- 
büschel  ausgeschnittenen  Punktsystems  sind  ein  Paar 
konjugirte  Punkte   in    Bezug    auf   sämmtliche   Kegel- 
schnitte des  Buscheis.    Hieraus  folgt,  wenn  wir  irgend  zwei 
Kegelschnitte  des  Buscheis  auffassen,  deren  jeder  auf  der  Trans- 
versale j£  ein  bestimmtes  ihm  zugehöriges  Punktsystem  inducirt, 
dass  diese  beiden  Punktsysteme  ein  gemeinschaftliches  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  haben,   die  Asymptotenpunkte  des  auf  $  durch 
das  Kegelschnittbüschel  ausgeschnittenen  Punktsystems  {x,  |),  und 
umgekehrt,  sobald  zwei  das  Kegelschnittbüschel  bestimmende  Kegel- 
schnitte gegeben  sind  und  eine  Transversale  t,  von  welcher  nicht 
erforderlich   ist,    dass   sie    die  beiden   Kegelschnitte   in    reellen 
Punkten  treffe,   so  wird  das  Punktsystem  {x,  ^)  auf  5;  dadurch 
gefunden    wft-den  können,   dass  wir  das  gemeinschaftliche •  Paar 
konjugirter  Punkte  der  beiden  auf  5:  durch  die  beiden  gegebenen 
Kegelschnitte  inducirten  Punktsysteme  aufsuchen  (§  16);  ist  dieses 
pq  gefunden,   so  werden  pq  die  Asymptotenpunkte  des  Punkt- 
systems (x,  I)   sein,    welches  dadurch  vollständig   bestimmt  ist. 
Das  Kegelschuittbüschel  besitzt  also  folgende  Eigenschaft:    Alle 

Punktsysteme,    welche    auf   einer    beliebigen    Trans- 

• 

versale  als  den  verschiedenen  Kegelschnitten  des 
Büschels  zugehörig  inducirt  werden,  haben  ein  ge- 
meinschaftliches Paar  konjugirter  Punkte,  nämlich 
die  Asymptotenpunkte  des  auf  der  Transversale  durch 
die  Kegelschnitte  des  Büschels  ausgeschnittenen 
Punktsystems  {x,  |).  Diese  Eigenschaft  wird  später  bei  den 
F*olar- Eigenschaften  des  Kegelschnittbüschels  noch  näher  erörtert 
werden  (§  46).  Es  drängt  sich  hiet'nach  die  noch  zu  erledigende 
Frage  auf,  ob  aus  der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Er- 
zeugungsweise des  Kegelschnittbuschels  in  allen  vier  oben  unter- 
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schiedenen  Fällen  sämmtliche  Kegelschnitte  hervorgehen,  die  in 
dem  Büschel  enthalten  sind.  Dies  ist  nach  dem  Vorigen  evident 
in  den  Fällen  I((  und  IV,  wo  das  erzeugende  Punktsystem  auf  9 
elliptisch  ist;  in  den  Fällen  1  und  II  aber,  wo  es  hypejrbolisch 
ist,  fragt  es  sich,  ob  für  jeden  Punkt  s  der  Ebene  der  durch  s 
gehende  einzige  Kegelschnitt,  welcher  zum  Büschel  gehört,  durch 
zwei  projektivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden  kann,  welche 
ihre  Mittelpunkte  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  a  und  a  des 
auf  91  gegebenen  Punktsystems  haben,  oder  ob  durch  s  zwei 
solche  Strahlen  ab  und  aß  gehen,  deren  Schnittpunkte  mit 
%  und  93,  nämlich  aa  und  bß  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  der 
beiden  auf  %  und  93  gegebenen  Punktsysteme  sind.  Legen  wir 
durch  s  zwei  Strahlsysteme  perspektivisch  mit  [a,  a)  und  (6,  ß), 
so  haben  dieselben  (nach  §  16  und  §  31)  ein  gemeinschafUiches 
Paar  konjugirter  Strahlen,  sobald  eines  der  beiden  Strahlsysteme 
elliptisch  ist,  also  immer  in  den  Fällen  II,  III,  IV;  sind  dagegen 
beide  hyperbolisch,  also  im  Falle  I  so  haben  sie  nur  dann  ein 
gemeinsames  Paar,  wenn  die  Asymptoten  des  einen  durch  die  des 
andern  nicht  getrennt  werden,  im  andern  Falle  keins.  Mithin 
werden  in  der  Thal  durch  unsere  Konstruktion  in  dem  Falle  1 
nicht  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten;  dies  ist 
aber  gerade  der  bequemste  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten, 
welcher  am  einfachsten  durch  die  in  §  38  ausgefüiirte  Betrach- 
tung erledigt  wird.  In  dem  Falle  II  eines  Kegelschnittbüscbeis 
mit  vier  imaginären  Mittelpunkten,  für  den  die  in  diesem  Para- 
graphen mitgetheilte  Konstruktion  die  einzige  war,  zeigt  sich  also, 
dass  dieselbe  sämmtliche  (reellen)  Kegelschnitte  des  Büschels 
liefert;  denn  es  giebt  durch  irgend  einen  reellen  Punkt  s  der 
Ebene  nur  einen  Kegelschnitt  des  Büschels;  dieser  ist  unter  den 
von  uns  konstruirten  enthalten,  weil  durch  s  ein  Paar  reelle 
Strahlen  sab  und  saß  gehen,  wenn  (im  Falle  II)  das  Punkt- 
system auf  %  hyperbolisch ,  auf  93  elliptisch  ist;  die  Strahibuschel 
(a)  (a)  erzeugen  aber  diesen  Kegelschnitt.  Mithin  darf  ein 
Kegelschnitt  des  Buscheis,  dessen  Schnittpunkte  mit  %  imaginär 
wären,  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  s  haben,  muss  also  ganz 
imaginär  sein.  Diese  eigenthümliche  Erscheinung,  dass  durch  die 
oben  mitgetheilte  reelle  Konstruktion  des  Kegelschnittbüschels  mit 
vier  imaginären  Mittelpunkten  sämmtliche  reellen  Kegelschnitte 
des  Büschels  erhalten  werden,  obwohl  das  erzeugende  Punktsystem 
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auf  21  hyperbolisch  ist,  hat  ihren  Grund  in  der  besonderen  Be- 
ziehung, welche  die  Gerade  91  zu  dem  Kegelschnittbuschel  hat. 
In  diesem  Kegelschnittbuschel  mit  vier  imaginären  Mittelpunkten 
kommt  nämlich  ein  reelles]  Linienpaar  fd,  (S,  dessen  Schnittpunkt 
0  ist,  und  zwei  imaginäre  Linienpaare  vor,  deren  jedes  einen 
reellen  (Doppel-)  Punkt  hat;  die  letzteren  sind  die  Asymptoten- 
punkte g  und  h  des  auf  21  gegebenen  hyperbolischen  Punktsystems; 
jeder  dieser  beiden  Punkte  ist  als  ein  Kegelschnitt  (Null -Kegel- 
schnitt, analog  den  Null -Kreisen  oder  Grenzpunkten  einer  Kreis- 
schaar  mit  ideeller  gemeinschaftlicher  Sekante),  der  sich  auf  einen 
Punkt  zusammengezogen  hat,  oder  als  ein  imaginäres  Linienpaar 
(§  25)  anzusehen,  weil  das  Strahlsystem  g  (6,  ß)  elliptisch  ist,  ebenso 
h  {b,  ß).  Die  Gerade  21  hat  also  die  eigenthümliche  Beziehung 
zum  Kegelschnittbuschel,  dass  sie  die  beiden  Nullkegelschnitte 
enthält.  Sie  ist  zugleich  die  Polare  des  Punktes  o  für  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  des  Büschels,  weil,  wie  leicht  zu  sehen  ist 
aus  der  angegebenen  Konstruktion,  die  beiden  Tangenten  in 
a  und  u  für  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  durch  o  gehen.  Ist 
das  Punktsystem  [a,  a)  auf  21  hyperbolisch,  was  in  den  Fällen 
(I)  und  (II),  d.  h.  bei  einem  Kegelschnittbuschel  mit  vier  reellen 
und  bei  einem  Kegelschnittbuschel  mit  vier  imaginären  Mittel- 
punkten eintritt,  so  sind  die  beiden  Asymptotenpunkte  g  und  k 
harmonisch  zugeordnet  zu  jedem  Schnittpunktenpaar  aa,  also 
konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels; 
da  nun  21  die  Polare  von  o  ist,  so  sind  die  drei  Punkte  ogh  ein 
Tripel  konjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels; 
also  ebenso  wie  bei  dem  Kegelschnittbuschel  mit  vier  reellen 
Mittelpunkten  die  drei  Diagonalpunkte  des  von  jenen  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  oder  die  Doppelpunkte  der  drei  reellen  in 
dem  Kegelschnittbuschel  enthaltenen  Linienpaare  ein  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirter  Punkte  für  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  sind,  giebt  es  auch  bei  dem  Kegelschnitt- 
buschel mit  vier  imaginären  Mittelpunkten  ein  reelles  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirter  Punkte  (o,  g,  h)  für  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels;  der  eine  Tripelpunkt  ist  der  Durchschnittspunkt 
des  einzigen  reellen  Linienpaares,  welches  4n  dem  Büschel  ent- 
halten ist;  die  beiden  andern  Tripelpunkte  sind  jeder  als  der 
Durchschnittspunkt  eines  imaginären  Linienpaares  anzusehen.  Bei 
dem  Kegelschnittbuschel  mit  zwei  reellen  und  zwei    imaginären 
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Mittelpunkten  ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Punkt  {o),  der  Doppelpunkt  des  einzigen  im  Büschel  enthaltenen 
Linienpaars  und  die  Polare  von  ihm  (91)  reell,  die  beiden  andern 
Tripelpunkte  auf  ihr  (g  und  h)  sind  imaginär. 

§  42.    Ueber-  die  besondere  Natur  der  in  einem  Büschel 

enthaltenen  Kegelschnitte. 

Die  Frage,  wie  viel  Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  in  einem 
Kegelschnittbüschel  vorkommen ,  ist  zwar  schon  in  §§  38  und  40 
für  den  Fall,  dass  dasselbe  vier  oder  wenigstens  zwei  reelle 
Mittelpunkte  besitzt,  beantwortet  worden,  soll  aber  hier  noch 
einmal  unabhängig  davon,  ob  die  Mittelpunkte  reell  oder  paar- 
weise imaginär  sind,  allgemeiner  und  umfassender  erörtert  werden, 
indem  wir  nur  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büscbels,  dass  jede  geradlinige  Transversale  dasselbe  in  einem 
Punktsystem  schneidet,  welche  oben  für  alle  Fälle  erwiesen  ist, 
voraussetzen.  Nehmen  wir  nämlich  statt  einer  solchen  willkuhr- 
lichen  Transversale  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  G^,  so  wird 
auch  auf  ihr  durch  das  Büschel  ein  bestimmtes  Punktsystem  {x,  |) 
fixirt.  Dieses  ist  durch  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  vollständig 
bestimmt;  setzen  wir  die  Entstehungsart  des  Kegelschnittbuschels 
im  vorigen  Paragraphen  voraus,  so  können  wir  zwei  reelle  Paare 
konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  {x,  ^)  auf  G^  dadurch  er- 
halten, dass  wir  einmal  die  beiden  unendlich -entfernten  Punkte 
des  einen  immer  reellen  Linienpaars  [So,  (S)  als  ein  Paar  nehmen 
und  zweitens  den  unendlich  -  entfernten  Punkt  des  Trägers  %  und 
den  unendlich -entfernten  Punkt  derjenigen  Geraden  9)1  als  zweites 
Paar  wählen,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  Punktsysteme  auf 
%93@  enthält;  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems  (a,  a)  und  sein 
konjugirter,  der  unendlich  -  entfernte  auf  ^  sind  nämlich  die  Mittel- 
punkte zweier  eine  Hyperbel  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
büschel  und  der  andere  unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Hyperbel 
liegt  im  Unendlichen  der  Geraden  SOt,  welche  die  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Punktsysteme  auf  %  und  93  verbindet.  Ist  das 
Punktsystem  (x,  5)  auf  G^  bekannt,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
büschel ausgeschnitten  wird,  so  können  wir  unmittelbar  daraus 
auf  die  Natur  der  Kegelschnitte  schliessen,  welche  in  dem  Busche! 
enthalten  sind;  jede  Hyperbel  des  Buscheis  schneidet  nämlich  G^ 
in  zwei  reellen  konjugirten  Punkten  dieses  Punktsystems,  jede 
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Ellipse  in  zwei  imaginären  und  eine  Parabel  in  zwei  zusammen- 
fallenden. Es  giebt  also  in  dem  Kegelschnittbüschel  allemal  zwei 
Parabeln,  sobald  das  Punktsystem  {x,  |)  auf  G^  hyperbolisch 
ist;  die  Asymptotenpunkte  desselben  sind  die*  Berührungspunkte 
dieser  Parabeln,  sie  bestimmen  die  Richtungen  ihrer  Axen;  es 
giebt  dagegen  keine  Parabel  in  dem  Büschel,  sobald  das  Punkt- 
system (x,  I)  auf  G^  elliptisch  ist;  ist  es  insbesondere  parabolisch, 
d.  h.  fallen  die  beiden  Asymptotenpunkte  zusammen  (§  16),  so 
ist  dieser  Punkt  einer  der  vier  Mittelpunkte  des  Buscheis,  welches 
dann  nur  eine  Parabel  enthält.  Wir  können  nun  ein  genaueres 
Kriterium  dafür  ermitteln,  wann  das  Punktsystem  {x,  5)  auf  G^ 
elliptisch  und  wann  es  hyperbolisch  ist;  da  nämlich  die  Geraden 
83  und  ß  ein  Paar  konjugirte  Richtungen  und  die  Geraden  91  und  S0l 
ein  zweites  Paar  konjugirte  Richtungen  für  das  Punktsystem  (x,  §) 
auf  G^  bestimmen,  so  ist  nachzusehen,  ob  die  ersten  beiden 
Richtungen  durch  die  andern  beiden  gelrennt  werden  oder  nicht; 
im  ersten  Falle  wird  das  Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  Falle 
hyperbolisch  sein;  wir  haben  also  nur  durch  den  Schnittpunkt 
(93,  6)  eine  Parallele  zu  äJt  zu  ziehen  und  nachzusehen,  ob  die- 
selbe zwischen  den  Punkten  p  und  n  (Fig.  60)  durchgeht  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem 
elliptisch,  im  andern  hyperbolisch.  Wir  werden  nun  alle  vier 
(§  41)  unterschiedenen  Fälle  ins  Auge  zu  fassen  haben,  um  die 
Lage  der  Geraden  3)i  zu  bestimmen.  Fassen  wir  das  von  den 
drei  Geraden  9lä3(S  gebildete  Dreieck  auf,  dessen  Ecken  ])aar- 
weise  konjugirte  Punkte  für  jedes  der  drei  Punktsysteme  auf 
91936  sind,  und  bezeichnen  demgemäss  diese  Ecken  doppelt  mit 
p  und  c5,  n  und  r,  q  und  o,  sodass  die  Paare  p  und  n  auf  91. 
o  und  c5  auf  33,  r  und  q  auf  6  konjugirte  Punkte  sind  (Fig.  60) ; 
bezeichnen  wir  ferner  die  drei  Mittelpunkte  der  Punktsysteme, 
welche  in  der  Geraden  äR  liegen,  beziehlich  mit  nta,  ma,  nie»  so 
wird,  wenn  das  Punktsystem  auf  91  hyperbolisch  ist,  nia  ausser- 
halb pit  liegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  zwischen  pn  und  ebenso 
bei  den  beiden  andern;  von  den  Asymptotenpunkten  liegt  aber 
immer  einer  zwischen  jedem  Paar  konjugirter  und  der  andere 
ausserhalb;  endlich  wird  jede  Seite  des  Dreiecks  durch  die  beiden 
in  ihr  befindlichen  Ecken  in  ein  endliches  Stück  und  zwei  un- 
endliche zerlegt,  z.  B.  91  in  die  drei  Strecken  p  bis  oo,  n  bis  oo 
und  p  bis  tt.     Dies  festgehalten,  haben  wir  jetzt: 
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I.  Das  Punktsystem  auf  31  hyperbolisch,  S9  hyperbolisch, 
(S  hyperbolisch;  das  Kegelschniltböschel  hat  vier  reelle  Mittel- 
punkte, die  Asymptotenpunkte  auf  33  und  @.  Die  Mittelpunkt- 
linie Wt  muss  all^  drei  Dreiecksseiten  in  ihren  Verlängerungen 
treffen,  d.  h.  SR  trifft  entweder 

1)  93  in  der  Strecke  von  «o  bis  oo  und  ß  von  q  bis  oo 

oder  2)  33--  -          -o-oo-6-r-cx) 

-    3)  33    -     -  -          -    (5   -    oo     -    6    -    r    -    oo 

-4)33--  -          -o-oo-6-^-oo; 

in  den  beiden  Fällen  1)  und  2)  wird  eine  mit  3R  parallel  durch 
0  gelegte  Gerade  zwischen  pn  durchgehen,  in  den  Fällen  3)  und  4) 
ausserhalb;  also  in  1)  und  2)  ist  das  zu  untersuchende  Punkt- 
system elliptisch,  in  3)  und  4)  hyperbolisch.  Die  beiden  ersten 
Fälle  unterscheiden  sich  aber  von  den  beiden  letzten  rücksichllich 
der  Lage  der  vier  Asymptotenpunkte  (der  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnittbuschels)  folgendermassen :  In  den  beiden  ersten  Fällen 
trennt  die  Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern,  wogegen 
die  Verbindungslinie  der  letzteren  die  beiden  ersteren  nicht  trennt; 
in  den  Fällen  3)  und  4)  trennt  die  Verbindungslinie  zweier  die 
beiden  andern  nicht  und  auch  die  Verbindungslinie  der  letzteren 
die  ersteren  nicht,  oder  es  trennt  gleichzeitig  die  Verbindungs- 
linie zweier  die  beiden  andern  und  die  Verbindungslinie  der 
letzteren  die  beiden  ersten.  Dies  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 
fn  den  Fällen  1)  und  2)  Hegen  die  vier  Asymptotenpunkte  auf 
33  und  6  (Mittelpunkte  des  Kegelschnittbüschels)  so,  dass  einer 
innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  l)e- 
findet,  und  das  Punktsystem  [oc,  |)  auf  G^  ist  dann  elliptisch;  in 
den  Fällen  3)  und  4)  liegen  die  vier  Punkte  so,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befmdet, 
und  das  Punktsystem  (.r,  |)  ist  dann  hyperbolisch.  Dies  stunrol 
mit  unserem  früher  (§  38)  gefundenen  Kriterium  überein. 

IL  Punktsystem  auf  %  hyperbolisch,  33  elliptisch,  (S,  ellip- 
tisch; das  Kegelschnittbuschel  hat  vier  imaginäre  Mittelpunkte; 
die  Gerade  Wl  muss  die  Dreiecksseiten  33  und  ^  in  Punkten 
treffen,  die  zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks  liegen;  sie  selbst, 
daher  auch  die  durch  o  zu  ihr  gezogene  Parallele  wird  noth- 
wendig  die  dritte  Dreiecksseite  91  ausserhalb  pjt  treffen,  also  da» 
zu    untersuchende    Punktsystem   ist   hyperbolisch:    Ein    Kegel- 
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Schnittbüschel  mit  vier  imaginären  Mittelpunkten 
schneidet  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  ein 
Punktsystem  aus,  welches  allemal  hyperbolisch  ist. 

!IL  Punktsystem  auf  St  elliptisch,  S  hyperbolisch,  6  ellip- 
tisch; das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Mittelpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  Sß  und  zwei  imaginäre  auf  (S,  der  ideellen 
gemeinschaftlichen  Sekante  oder  dem  zweiten  l^heil  des  reellen 
Linienpäars,  dessen  einer  Theil  die  reelle  gemeinschaftliche 
Sekante  ist.  Die  Gerade  SK  trifft  91  und  6  zwischen  den  Drei- 
ecksecken und  93  ausserhalb ;  es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, nämlich  SD?  trifft  entweder 

1)  S3  in  der  Strecke  von  o  bis  oo 
oder  2)  95--  -         -c5-   cx); 

im  ersten  Falle  wird  die  zu  9K  gezogene  Parallele  durch  o  die 
Gerade  91  zwischen  p  und  n  treffen,  im  zweiten  Falle  ausserhalb 
pjt,  also  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem 
elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch;  wir  sehen  aber  zugleich,  dass 
im  ersten  Falle  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  durchgeht,  im  andern  Falle 
nicht,  also: 

Ein  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Mittelpunkten  (auf  der  ideellen  gemein- 
schaftlichen Sekante)  schneidet  auf  der  unendlich- 
entfernten Geraden  ein  elliptisches  Punktsystem  aus, 
wenn  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurchgeht,  da- 
gegen ein  hyperbolisches  Punktsystem,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist. 

IV.  Punktsystem  auf  21  elliptisch,  33  elliptisch,  6  hyper- 
bolisch; das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Mittelpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  6  und  zwei  imaginäre  auf  93.  In  ganz 
gleicher  Weise,  wie  im  Falle  III  stellt  sich  hier  dasselbe  Krite- 
rium heraus. 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und  einer  Geraden  können 
wir,  ganz  abgesehen  davon,  ob  sie  reell  oder  imaginär  sind,  durch 
ein  immer  reelles  Gebilde  vertreten  lassen,  nämlich  das  Punkt- 
system, welches  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehurt (§29);  ist  dieses  hyperbolisch,   so  sind   die  Asymptoten- 
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punkte  desselben  die  reellen  Schnittpunkte,  ist  es  elliptisch,  so 
sind  die  Schnittpunkte  imaginär,   ist  es  parabolisch,   so  beröhrt 
die  Gerade  den  Kegelschnitt.     Der  G^  gehört  nun  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt   dasjenige  Punktsystem    zu,    in  welchem   das 
System  der  konjugirten  Durchmesser  des  Kegelschnitts  (§  32)  die- 
selbe trifll;  letzteres  liegt  im  Endlichen,  während  die  unendlich- 
entfernte Gerade  sich  der  Anschauung  entzieht;  wir  fassen  daher 
zweckmässiger  die  Strahlsysteme  der  konjugirten  Durchmesser  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Buscheis  ins  Auge  und  ziehen  durch 
irgend  einen  Punkt  B  der  Ebene  Parallele  zu  den  Paaren  kon- 
jugirter    Strahlen    dieser    sämmtlichen    Sirahlsysteme    oder   ver- 
schieben  dieselben  parallel,    ohne  sie  zu  drehen,    nach    irgend 
einem  gemeinschaftlichen  Centrum  B.     Dadurch   erhallen  wir  in 
B  unendlich  viele  auf  einander  liegende   Strahlsysteme,   welche 
die  G^  in  denjenigen  Punktsystemen  treffen,   die  ihr  in  Bezug 
auf   alle   Kegelschnitte   des   Büschels   zugehören.     Diese    Strahl- 
systeme in  B  haben  nun  einen  leicht  zu  ermittelnden  Zusammen- 
hang mit  einander.    Legen  wir  nämlich  durch  B  einen  beliebigen 
Hülfskegelschnill  ^  und  fassen  eines  jener  Strahlsysteme  ins  Auge, 
so  schneidet  jedes  Paar  konjugirter  Strahlen  desselben  eine  Sehne 
in  ^  aus,   welche  durch   einen  festen  Punkt  P  geht  (§  31),  und 
umgekehrt  bestimmt  der  Punkt  P  das  ganze  Strahlsystem  in  B, 
indem  jede  durch  P  gehende  Transversale  den  Kegelschnitt  St  in 
zwei  solchen  Punkten  trifft,  dass  ihre  Verbindungslinien  mit  B  ein 
Paar  konjugirter   Strahlen  dieses  Strahlsystems  sind;   das  aus  P 
an  den  Kegelschnitt  ^  gelegte  Tangentenpaar  liefert  also,  wenn 
man  die  Berührungspunkte  mit  B  verbindet,  die  Asymptoten  des 
Strahlsystems.     Jedes  von  den  nach  B  verlegten  Stralilsystemen 
liefert  also  einen  besimmten  Punkt  P  und  der  Ort  der  Punkte  P 
für  sämmtliche  Strahlsysteme  in  B  kann  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  wir  P  als  den  Pol  derjenigen   Sehne  des  Kegelschnitts  S 
aulTassen,  welche  die  beiden  Asymptoten  eines  jener  Strahlsysteme 
ausschneiden.     Diese  Asymptoten   bilden  aber  selbst  ein  eigenes 
Strahlsystem ^   welches  nach  dem  Punktsystem  (or,  |)  auf  G^  hin- 
geht.    Diese  Sehnen  laufen   daher  durch  einen  festen  Punkt  0 
und   der  Ort  des  Punktes  P  ist  die  Polare  von  0  in  Bezug  auf 
den  Hülfskegelschnitt  ft,  also  eine  Gerade.     Wir  haben  hiernacli 
zunächst  folgenden  Satz: 

Verschiebt  man  alle  Strahlsysteme  der  konjugir* 
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ten  Durchmesser  sämmtlicher  Kegelschnitte  eines  Bü- 
schels mit  Beibehaltung  der  ursprünglichen  Richtung 
ihrer  Strahlenpaare  nach  irgend  einem  Punkte  B  der 
Peripherie  eines  beliebigenKegelschnitts  $  und  macht 
sie  concentrisch,  so  bestimmen  die  konjugirten  Strah- 
lenpaare Jedes  Strahlsystems  für  sich  solche  Seh- 
nen auf  Ä,  die  durch  einen  Punkt  P  laufen,  und  alle 
solche  Punkte  P,  die  den  gesammten  Strahlsystemen 
entsprechen,  liegen  auf  ein  und  derselben  Geraden  S 
(und  erfüllen  dieselbe). 

Schneidet  die  Gerade  S  den  Hülfskegelschnitt  $  nicht,  so 
besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  lauter  Hyper- 
beln; jedes  aus  einem  Punkte  P  der  Geraden  £  an  ^  ge- 
legte Tangentenpaar  berührt  in  zwei  Punkten,  welche  mit  B 
verbunden  die  Richtungen  der  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  an- 
geben; da  der  Pol  der  Geraden  S  in  Bezug  auf  ^  in  diesem  Fall 
innerhalb  des  Kegelschnitts  ^  liegt,  so  ist  das  Punktsystem  [x,  |) 
auf  G^  elliptisch,  oder  die  durch  den  Punkt  ^  den  Asymp- 
toten sämmtlicher  Hyperbeln  des  Büschels  parallel 
gezogenen  Strahlenpaare  bilden  selbst  ein  ellip- 
tisches Strahlsystem.  Berührt  die  Gerade  £  den  Kegel- 
schnitt S,  so  zeigt  dies  an,  dass  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
einen  unendlich  -  entfernten  Punkt  gemein  haben,  also  einer  der 
vier  Mittelpunkte  des  Büschels  im  Unendlichen  liegt;  das  Kegel- 
schnittbüschel enthält  in  diesem  Fall  eine  einzige 
Parabel  und  lauter  Hyperbeln;  das  Punktsystem  (x,  §) 
auf  G^  ist  parabolisch. 

Schneidet  die  Gerade  S  den  Kegelschnitt  ^  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  einer 
Gruppe  Hyperbeln,  einer  Gruppe  Ellipsen  und  zwei 
Parabeln,  welche  jene  beiden  Gruppen  von  einander  trennen; 
denjenigen  Punkten  P  nämlich,  welche  auf  der  Geraden  S  ausser- 
halb des  Kegelschnitts  ß  liegen,  entsprechen  die  Hyperbeln  des 
Büschels,  denjenigen  Punkten  P,  welche  innerhalb  fi  liegen,  die 
Ellipsen  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit  ^ 
die  beiden  Parabeln.  In  der  That,  sobald  das  nach  B  parallel 
verlegte  System  der  konjugirten  Durchmesser  hyperbolisch  ist, 
ist  auch  der  zugehörige  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  und  sobald 
es  elliptisch  ist,    eine  Ellipse;   der  Punkt  P  erzeugt  aber,   wenn 
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er  ausserhalb  S  liegt,  in  B  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  und 
wenn  er  innerhalb  ^  liegt,  ein  elliptisches,  daher  ist  der  ihm 
zugehörige  Kegelschnitt  des  ßuschels  im  ersten  Falle  Hyperbel, 
im  zweiten  Ellipse.  Liegt  P  in  einem  der  beiden  Schnittpunkte 
der  Geraden  S  mit  K,  so  wird  das  Strahlsystera  in  B  parabolisch, 
weil  die  beiden  Asymptoten  zusammenfallen,  und  der  zugehörige 
Kegelschnitt  des  ßuschels  aus  demselben  Grunde  Parabel,  weil 
seine  beiden  Schnittpunkte  mit  G^  zusammenfallen ;  es  giebt  also 
zwei  Parabeln  in  dem  Büschel.  Das  Punktsystem  [x,  §)  auf  G^ 
ist  hyperbolisch  und  die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  geben 
die  Richtungen  der  Axen  der  beiden  zum  Büschel  gehörigen 
Parabeln  an. 

Da  jeder  Punkt  P  der  Geraden  S  dasjenige  Strahlsystem  in  B 
hervorruft,  welches  dem  konjugirten  Durchmesser -Systeme  des- 
jenigen Kegelschnitts  des  Büschels  parallel  läuft,  welcher  P  ent- 
spricht, und  da  alle  Punkte  Pin  derselben  Geraden  S  liegen,  so 
haben  alle  Strahlsysteme  in  B  ein  gemeinschaftliches  Paar  konju- 
girter  Strahlen,  die  nach  den  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit 
dem  Kegelschnitte  ß  hingehen,  denn  durch  jeden  Punkt  P  geht 
eben  auch  die  Gerade  S  selbst,  welche  dies  Paar  bestimmt,  also: 

Sämmtiiche  Kegelschnitte  eines  Büschels  haben 
je  ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser, 
welches  dieselben  zwei  festen  Richtungen  hat;  diese 
Richtungen  sind  die  der  Axen  derjenigen  beiden 
Parabeln,  welche  in  dem  Büschel  vorkommen;  sie 
sind  also  mit  diesen  selbst  reell  oder  imaginär. 
Hieraus  lassen  sich  die  beiden  Parabeln  eines  Büschels  finden, 
sobald  dasselbe  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  gegeben  ist.  Man 
verlege  in  irgend  einen  Punkt  B  der  Ebene  zwei  Strahlsysteme, 
welche  resp.  parallel  laufen  den  Systemen  der  konjugirten  Durch- 
messer der  beiden  gegebeneu  Kegelschnitte,  und  bestimme  das 
gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Strahlen  dieser  beiden  con- 
centrischen  Systeme  (§  16);  dasselbe  ist  immer  reell,  sobald  nur 
einer  der  beiden  Kegelschnitte  Ellipse  ist,  oder  falls  beide  Hyper- 
beln sind,  sobald  die  beiden  Asymptoten  der  einen  in  denselben 
Winkelraum  zwischen  die  Asymptoten  der  andern  ihrer  Richtung 
nach  hineinfallen;  nur  wenn  die  Asymptoten  dereinen  durch  die 
der  andern  getrennt  werden,  giebt  es  kein  reelles  gemeinschaft- 
liches  Paar  konjugirter  Strahlen,  also  auch  keine  Parabel. 
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Es  ist  von  besonderem  Interesse,  den  Hulfskegelschnitt  dahin 
zu  specialisiren,  dass  man  für  ihn  einen  Kreis  annimmt;  dann 
wird  ein  soh^her  durch  den  veränderlichen  Punkt  P  gehender 
Slrahl,  welcher  Durchmesser  des  Kreises  S  ist,  denselben  in 
zwei  Punkten  treffen,  welche  mit  B  verbunden  die  Axen  des 
zugehörigen  Strahlsystems  geben;  das  Tangentenpaar  aus  P  an 
den  Kreis  Ä  (falls  P  ausserhalb  liegt)  liefert  zwei  Berührungs- 
punkte, die  mit  B  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems 
geben.    Der  Asymptotenwinkel  einer  Hyperbel  ^  wird  aber  durch 

das   Verhältniss  der  Axen  bestimmt   (§  34)    tg  ^'9'  =  — ;    der 

Winkel  des  aus  P  an  den  Hulfskreis  gelegten  Tangentenpaars  ist 
aber  180^  —  2 '9';  nehmen  wir  an,  die  Gerade  S  (der  Ort  des 
Punktes  P)  treffe  den  Hulfskreis  ^  nicht,  also  das  ganze  Kegel- 
schnittbuschel  bestehe  aus  Hyperbeln,  so  verändert  sich  der  Winkel 
180^  —  2  ^,  oder  sein  Nebenwinkel  2  0",  indem  er  von  0  (für 
den  unendlich-entfernten  Punkt)  bis  zu  einem  gewissen  grossesten 
Werthe  wächst,  welcher  demjenigen  Punkte  m  der  Geraden  S 
entspricht,  der  dem  Kreise  am  nächsten  liegt,  also  dem  Fuss- 
punkt  des  aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  die  Gerade  L  gefällten 
Perpendikels,  und  ebenso  wieder  von  diesem  Maxim umswerthe  bis 
0  abnimmt,  wobei  für  zwei  gleichweit  von  m  abstehende  Punkte, 
der  Winkel  2  &,   also   auch  0"  denselben  Werth  annimmt.     Zwei 

Regelschnitte,  für  welche  das  Verhältniss  der  Axen  (  — )  densel- 
ben Werth  hat  (oder  deren  Asymptoten  »denselben  Winkel  bilden), 
heissen  ähnlich.     Wir  schliessen  also: 

Besteht  das  Kegelschnittbuschel  aus  lauter  Hyper- 
beln, so  kommt  unter  ihnen  eine  und  (im  Allgemeinen) 
nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  vor  (sie  entspricht  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  8),  ferner  eine  Hy- 
perbel, welche  von  der  gleichseitigen  am  meisten  ab- 
weicht (sie  entspricht  dem  Fusspunkte  m  des  aus  dem  Kreis- 
mittelpunkte auf  S  herabgelassenen  Perpendikels),  d.  h.  eine 
solche,  für  welche  das  Verhältniss  der  Axen  einen 
Maximumswerth  hat;  ausserdem  besteht  das  Büschel 
aus  Hyperbeln,  welche  paarweise  ähnlich  sind  (indem 
je  zwei  Punkte,  welche  von  m  gleich  weit  abstehen ,  zweien  Hyper- 
beln entsprechen,  deren   Asymptoten   denselben  Winkel  mit  ein- 
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ander  bilden).  Ereignet  es  sich  insbesiondere,  dass  die 
Gerade  S  ganz  im  Unendlichen  liegt,  mit  G^  zusam- 
menfällt, so  besteht  das  ganze  Büschel  aus  gleichsei* 
tigen  Hyperbeln;  die  Linienpaare ,  welche  in  dem  Büschel 
vorkommen  (eines  oder  drei),  müssen  je  ein  Paar  rechtwinklige 
Strahlen  sein ;  also  wenn  die  vier  Mittelpunkte  reell  sind,  müssen 
sie  so  liegen,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist  (§  38). 

Nehmen  wir  anderseits  an,  die  Gerade  S  treffe  den  Kreist 
in  zwei  reellen  Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus 
Hyperbeln,  Ellipsen  und  zwei  Parabeln.'  Einem  Punkte  P  inner- 
halb des  Kreises  entspricht  eine  Ellipse;  derjenige  Durchmesser 
des  Kreises,  welcher  durch  P  geht,  schneidet  in  zwei  Punkten, 
die  mit  B  verbunden  die  Axen  des  Strahisystems  geben,  welche 
den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel  laufen;  die  durch  den  Punkt 
P  (innerhalb  des  Kreises)  gehende  kleinste  Sehne  des  Kreises, 
welche  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  steht,  schneidet  in  zwei 
Punkten,  die  mit  5  verbunden  Strahlen  geben,  welche  den  glei- 
chen konjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  parallel  laufen  (§  33), 
denn  die  Winkel  zwischen  den  gleichen  konjugirten  Durchmessern 
werden  halbirt  durch  die  Axen  und  der  Winkel  ^  zwischen  den 
gleichen    konjugirten    Durchmessern    wird    bestimmt    durch    das 

Verhältniss  der  Axen  ( tg  ^  '9'  =  — ).    Zwei  Ellipsen,  bei  denen 

das  Paar  gleicher  konjugirter  Durchmesser  denselben  Winkel  ein- 
schliessen,  heissen  daher  ^ähnlich,  weil  das  Verhältniss  der  Axen 
dasselbe  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden S  mit  dem  Kreise  ff  durch  j)  und  q,  so  entsprechen  den 
Punkten  zwischen  ))  q  in  dem- Büschel  Ellipsen  und  unter  diesen 
wird  diejenige ,  welche  dem  Mittelpunkte  m  zwischen  j)  q  ent- 
spricht, xlen  grössten  Werth  des  Axenv^rhältnisses  liefern,  d.  h. 
dem  Kreise  am  nächsten  kommen;*)  zwei  solchen  Punkten,  die 
gleichweit  von  tn  abstehen,  entsprechen  zwei  ähnliche  Kegel- 
schnitte; wir  schliessen  also: 


*)  Vgl.  Steiner:  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe,  in  Crel- 
le's  Journal  für  Mathematik,  Bd.  II  Seite  64,  und  „Vermischte  Sätze 
und  Aufgaben**  von  J.  Steiner  im  55.  Bde.  des  Crelle-Borchardrscben 
Journals,  Seite  372. 
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Besteht  das  Kegelschnittbüscbel  aus  einer  Gruppe 
von  Ellipsen  und  einer  Gruppe  von  Hyperbeln,  welche 
darjch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden, 
so  giebt  es  unter  den  Ellipsen  eine  bestimmte,  welche 
sich  dem  Kreise  am  meisten  nähert;  ihre  gleichen  kon- 
jugirten  Durchmesser  sind  parallel  demjenigen  Paar 
konjugirter  Durchmesser,  weiches  für  alle  Kegel- 
schnitte des  Buscheis  dieselben  Richtungen  hat,  oder 
denAxen  der  beiden  im  Büschel  enthaltenen  Parabeln; 
sie  entspricht  der  Mitte  m  der  Sehne,  welche  die  Gerade  L  im 
Kreise  ausschneidet;  je  zweien  Punkten,  die  gleich  weit  von  nt 
abstehen,  ents|)rechen  zwei  ähnliche  Kegelschnitte  des  Büschels 
und  zwar  zwei  Ellipsen  oder  zwei  Hyperbeln,  je  nachdem  jene 
Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegen,  so  dass 
also  die  Kegelschnitte  des  Büschels  paarweise  ähnlich 
sind,  aber  nicht  ähnlich  liegen;  in  dem  Büschel  kommt 
nur  eine  einzige  gleichseitige  Hyperbel  vor,  welche  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  S  entspricht.  Geht  die 
Gerade  S  insbesondere  durch  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises, 
so  befindet  sich  ein  Kreis  in  dem  Büschel,  welcher  dem 
Mittelpunkte  des  Hülfskreises  entspricht.  Es  muss  also  die  eben 
genannte  Bedingung  erfüllt  werden,  damit  unter  den  Kegelschnit- 
ten des  Büschels  ein  Kreis  vorkomme;  sind  die  vier  Mittelpunkte 
des  Büschels  reell,  so  kommt  sie  mit  der  überein,  welche  aus 
den  Elementen  bekannt  ist  für  die  Lage  von  vier  Punkten  auf 
einem  Kreise.  Sie  stimmt  mit  der  in  §  38  gefundenen  überein : 
Damit  unter  den  Kegelschnitten  eines  Büschels  ein 
Kreis  vorkomme,  müssen  die  Axen  der  beiden  Para- 
beln, welche  das  Büschel  enthält,  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Ausser  diesem  einen  Kreise  kann  in  dem  Kegelschnittbüschel 
kein  zweiter  vorkommen;  dies  steht  im  scheinbaren  Widerspruch 
mit  dem  früheren  Ergebniss,  dass  das  Kegelschnittbüschel  durch 
zwei  beliebig  anzunehmende  Kegelschnitte  vollständig  bestimmt 
wird;  es  hindert  uns  nämlich  nichts,  zwei  Kreise  für  die  das 
Büschel  bestimmenden  Kegelschnitte  zu  wählen.  In  diesem  Falle 
wird  das  eine  Strahlsystem  in  B  ein  Kreissystem  (sämmtliche 
Paare  rechtwinkliger  Strahlen),  der  zugehörige  Punkt  P  also  der 
Mittelpunkt  M  des  Hülfskreises  Ä;   das  zweite  Strahlsystem  in  B 
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wird  aber  auch  ein  Kreissystem,  also  identisch  mit  dem  vorigen; 
der  zugehörige  Punkt  P  fällt  daher  wieder  mit  M  zusammen  und 
diese  beiden  in  M  zusammenfallenden  Punkte  P  bestimmen  gar 
keine  Gerade  S,  welche  als  der  Ort  sämmtlicher  Punkte  P  an- 
zusehen wäre.  Wir  sehen  nun  anderseits,  dass  auch  auf  G^  die 
den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Punktsysteme  identisch  werden, 
also  ihre  (imaginären)  Asymptotenpunkte  nothwendig  als  gemein- 
schaftliche Punkte  der  beiden  Kreise  aüfgefasst  werden  müssen. 
Das  Büschel  hat  daher  auf  G^  zwei  Mittelpunkte,  die  beiden  un- 
endlich-entfernten imaginären  Kreispunkte  (§  35,  Anmerkung), 
und  da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  dieselben  vier  Mil- 
telpunkte  gehen,  so  muss  das  Punktsystem  auf  G^^  für  alle  das- 
selbe sein,  also  sie  sind  in  diesem  Falle  sämmtlich  Kreise:  Kom- 
men  zwei  Kreise  in  einem  Kegelschnittbüschel  vor,  so 
besteht  dasselbe  aus  lauter  Kreisen  und  diese  bilden 
die  aus  den  Elementen  bekannte  Kreisschaar  mit 
reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher  Sekante.  Die 
unendlich-entfernte  Gerade  G^  ist  selbst  als  eine  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  aller  Kreise  anzusehen  und  macht  den  einen 
Theil  des  einzigen  in  dem  Büschel  enthaltenen  Linienpaars  aus, 
dessen  anderer  Theil  die  endliche  gemeinschaftliche  Sekante 
{Potenzlinie  der  Kreisschaar)  ist.  Die  Kreisschaar,  welche  passen- 
der Kreisbüschel  genannt  werden  müsste,  zeigt  sich  also  hier  als 
specieller  Fall  des  Kegelschnittbüschels. 

Dieselbe  Bemerkung  führt  zugleich  zu  einem  allgemeineren 
Resultat,  nämlich:  In  dem  Kegelschnittbüschel  sind  im 
Allgemeinen  keine  zwei  Kegelschnitte  ähnlich  und 
ähnlich-liegend;  kommen  insbesondere  zwei  ähn- 
liche und  ähnlich -liegende  Kegelschnitte  in  dem- 
selben vor,  so  besteht  das  ganze  Büschel  aus  ähn- 
lichen Kegelschnitten  und  hat  zwei  seiner  Mittelpunkte 
auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  G^\  sind  diese 
beiden  reell,  so  besteht  das  Büschel  aus  lauter  ähn- 
lichen Hyperbeln;  sind  sie  imaginär,  aus  lauter  ähn- 
lichen Ellipsen  (insbesondere  Kreisen);  je  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels  sind  in  diesem  Fall  ähnlich  und 
ähnlich-liegend. 
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§  4(3.   Entstehung  der  Kegelschnittschaar  aus  der  geraden 

Funktreihe. 

Ehe  wir  in  der  Untersuchung  des  Kegelschnittbüschels  weiter 
fortschreiten,  ist  es  angemessen,  das  polare  Nebengebilde  des- 
selben, die  Kegelschnittschaar,  d.  h.  sämmtliche  Kegel- 
schnitte, welche  dieselben  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
haben,  näher  ins  Auge  zu  fassen.  Alle  Betrachtungen  und  Ent- 
stehungsarten des  Kegelschnittbuschels,  weichein  den  §§  38— 42 
auseinandergesetzt  sind,  und  alle  dort  erlangten  Resultate  und 
Eigenschaften  haben  ihre  analogen  bei  der  Kegelschnittschaar  und 
es  ist  ohne  Schwierigkeit,  diese  Analogie  vollständig  herzustellen 
nach  den  uns  bereits  bekannten  Prinzipien.  Wir  werden  daher 
diese  Uebertragung  oder  Wiederholung  hier  unterlassen  und  uns 
darauf  beschränken,  nur  die  Kegelschnittschaar  mit  vier  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten  aus  der  geraden  Punktreihe  (analog 
§  38)  entstehen  zu  lassen,  wobei  wir  besonders  die  abweichen- 
den Umstände  angeben  wollen. 

Nehmen  wir  zwei  gerade  Träger  91  und  2li  in  der  Ebene 
au  und  einen  beliebigen  Punkt  B  als  den  Projektionspunkt  zweier 
perspektivisch  liegenden  Punktreihen  auf  diesen  Trägern,  so  be- 
stimmt derselbe  diese  beiden  projeklivischen  Punktreihen  auf  den 
Trägern  91  91]  der  Art,  dass  in  dem  Schnittpunkte  (91,  9li)  zwei 
entsprechende  Punkte  ee^  vereinigt  liegen;  denken  wir  uns  nun, 
nachdem  diese  Beziehung  durch  den  Punkt  B  hergestellt  ist,  die 
Träger  fest,  aber  die  beiden  auf  ihnen  befindlichen  Punktreihen 
um  zwei  beliebige  Strecken,  ohne  die  Beziehung  in  sich  zu  än- 
dern, auf  den  resp.  Trägern  verschoben,  so  wird  dadurch  die 
vorige  perspektivische  Lage  aufgehoben  und  das  Erzeugniss  der 
beiden  projektivischen  Punktreihen  wird  ein  Kegelschnitt,  welcher 
die  Träger  91  9li  zu  Tangenten  hat  und  noch  eine  dritte  leicht 
angebbare  Tangente,  nämlich  den  Verbindungsstrahl  derjenigen 
beiden  Punkte  der  Träger  nach  der  Verschiebung,  welche  vor- 
her im  Schnittpunkte  e  e^  vereinigt  waren.  Diese  bestimmte 
Gerade  ®  ist  nur  von  der  Grösse  und  Richtung  der  „Schieb- 
strecken"  abhängig,  nicht  von  der  Lage  des  Projektions- 
punktes B.  Verändern  wir  also  die  Lage  des  Punktes  P  in  der 
Ebene,  so  erhalten  wir  dadurch  immer  neue  Kegelschnitte  bei 
derselben  Verschiebung  und  sämmtlichen  Punkten  B  der  Ebene 
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entsprechen   unendlich   viele  Kegelschnitte,  welche  dieselben  drei 

festen  Tangenten  91  Sl^  S  haben 
^  ^^\    '^  (Fig.  61)  oder  demselben  Drei- 

seit  einbeschrieben  sind.  Dies 
ist  eine  doppelte  Unendlich- 
keit oder  eine  Schaar-Schaar 
von  Kegelschnitten.  Lassen 
4  wir  B  nur  die  sämmtlichen 
Punkte  einer  Geraden  8  durch- 
laufen, so  werden  die  beiden 
Schnittpunkte  der  Geraden  8  mit  91  und  Sl^  ein  Paar  entspre- 
chende Punkte  b  und  b^  sein,  wo  übrigens  auch  B  auf  S  liegen 
mag;  nehmen  nach  der  Verschiebung  b  und  b^  die  Lagen  b*  und  b\ 
an,  so  ist  der  Verbindungsstrahl  b^b^i  =  S^  eine  Tangente  für 
alle  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  B  auf  der  Geraden  i 
entsprechen;  aus  einer  geraden  Punktreihe  entsteht 
also  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier,  festen  Tan- 
genten (91[9li@S^)  und  diese  Kegelschnittschaar  ist  von  einfacher 
Unendlichkeit,  d.  h.  gleich  mächtig  mit  den  unendlich -vielen 
Punkten  einer  Geraden. 

Um  zu  wissen,  ob  für  eine  bestimmte  Lage  von  B  der  durch 
die  Verschiebung  entstehende  Kegelschnitt  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  wird,  suchen  wir  diejenigen  beiden  Punkte  a  und  6^  auf 
den  Trägern  91  und  9[i  auf,  welche  nach  der  Verschiebung  in 
den  Schnittpunkt  der  Träger  hineinfallen;  ae  und  b^e^  sind  also 
die  Schiebstrecken  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  und  durch 
diese  sind  die  Punkte  a  und  i^  gegeben;  die  Verbindungslinie  abi 
sei  die  Gerade  @ ;  durch  die  drei  Geraden  91 9li  ®  (und  die 
unendlich -entfernte  Gerade  G^)  zerfällt  die  ganze  Ebene  in  sieben 
Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum,  die  drei  den  Ecken  an- 
liegenden unendlichen  Winkelräume  und  die  drei  den  Seiten  an- 
liegenden unendlichen  Räume;  es  wird  sich  nun  zeigen,  dass, 
wenn  der  Punkt  B  in  einem  der  vier  ersten  Räume  liegt,  der 
entsprechende  Kegelschnitt  eine  Ellipse  wird ,  wenn  B  dagegen  in 
einem  der  drei  letzteren  liegt,  derselbe  eine  Hyperbel  wird  und 
dass  die  Uebergänge  in  eigenthumlicher  Weise  durch  die  vier 
begrenzenden  Geraden  91  9li  ®  ®<^  vermittelt  werden.«  Wir  be- 
dürfen zu  diesem  Nachweis  der  in  §  26  erörterten  Kriterien, 
welche  entscheiden,   wann  der  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
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reihen  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Der  von 
zwei  projektivischen  Punktreihen  erzeugte  Kegelschnitt  ist  nämlich 
Ellipse,  wenn  auf  jedem  der  beiden  Träger  (oder  einem,  was 
ausreichend  ist)  der  den  vereinigten  Punkten  entsprechende  (Be- 
rührungspunkt) innerhalb  der  Strecke  liegt  zwischen  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  und  den  Durchschnittspunkten  der  Parallel- 
strahlen (rund  qi),  dagegen  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb  dieser 
Sti'ecke   liegt.     Sind  also  (Fig.  62)  51911  die  beiden  Träger  und 


(Fig.  62.) 


@  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  a  und  b^,  welche 
nach  der  Verschiebung  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  gelangen, 
so  wird,  wenn  B  z.  B.  in  einem  der  Scheitelräume  (e)  liegt,  der 
Strahl  J?a  in  Ol  die  Gerade  %^  treffen  und  der  Parallelstrahl  zu 
%  in  qj,  a^  aber  nothwendig  zwischen  B^qi  liegen,  was  denn 
natürlich  auch  nach  der  Verschiebung  der  Fall  ist;  a^  wird  aber 
der  entsprechende  zu  dem  im  Schnittpunkte  {%  9{i)  befindlichen  a, 
also  der  Berührungspunkt  des  erzeugten  Kegelschnitts;  folglich 
ist  dieser  eine  Ellipse,  weil  a^  zwischen  b^qi  liegt.  In  gleicher 
Weise  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung,  dass,  wenn  ^  in  einem 
der  vier  Räume  [e)  liegt,  der  Kegelschnitt  immer  Ellipse  wird, 
und  wenn  B  in  einem  der  drei  übrigen  Räume  (h)  liegt,  der 
Kegelschnitt  Hyperbel  wird.  Wenn  nun  insbesondere  B  in  die 
Gerade  ®  hineinfällt,  so  werden  a  und  b|  entsprechende  Punkte, 
welche  also  nach  der  Verschiebung  in  den  Schnittpunkt  (91,  9li) 
hineinfallen;  in  diesem  Falle  werden  nun  die  beiden  projek- 
tivischen Punktreihen  auch  nach  der  Verschiebung  perspektivisch 
bleiben,  also  alle  Projektionsstrahlen  durch  einen  Punkt  laufen; 
der  Kegelschnitt  löst  sich  also  in  diesem  Uebergangsfalle  in 
ein  Punktenpaar  auf:  jenen  Projektionspunkt  und  den  Schnitt- 
punkt (91,  %),  und   dies  Punktenpaar  ist  in  der  That  (§  26)  als 
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ein  Uebergang  von  £llipse  zu  Hyperbel  anzusehen,  indem  die 
Verbindungsstrecke  zwischen  den  beiden  Punkten  als  unendlich- 
schmale  Ellipse  oder  die  beiden  unendlichen  Strecken  auf  der 
Verbindungslinie  beider  Punkte  ausserhalb  derselben  als  unendlich- 
schmale  Hyperbel  aufgefasst  werden  können,  also  der  Kegelschnitt 
gleichzeitig  Ellipse  und  Hyperbel  ist.  Derselbe  Uebergangsfall 
tritt  nun  auch  auf,  wenn  B  insbesondere  in  einen  der  beiden 
Träger  31  oder  %^  hineinfällt,  indem  die  projektivische  Beziehung 
den  besonderen  parabolischen  Charakter  annimmt  (§  19  a));  fällt 
nämlich  B  in  31  hinein,  so  entspricht  allen  Punkten  der  Geraden  % 
der  einzige  Punkt  B  der  Geraden  91  und  allen  Punkten  der  Ge- 
raden 21  der  einzige  Schnittpunkt  (91,  9Ii)  der  beiden  Träger  in 
der  Geraden  91];  diese  Beziehung  bleibt  nach  der  Verschiebung 
ungeändert  und  der  Kegelschnitt  löst  sich  also  in  dasjenige  Punkten- 
paar auf,  welches  von  dem  Schnittpunkt  (91 9Ii)  und  dem  Punkte 
nach  der  Verschiebung  eingenommen  wird;  ein  Gleiches  tritt  ein, 
wenn  der  Punkt  B  auf  dem  andern  Träger  9li  Hegt.  Die  Punkte 
B  der  drei  abgrenzenden  Geraden  %%y®  liefern  also  sämmtlich 
Kegelschnitte  welche  in  Punktenpaare  ausarten.  Es  bleiben 
noch  diejenigen  Punkte  B  zu  untersuchen,  welche  auf  der  liierten 
begrenzenden  Geraden  Q^  liegen;  hier  tritt  ein  anderer  Ueber- 
gang von  Ellipse  zu  Hyperbel  auf,  nämlich  durch  die  Parabel. 
Sobald  B  im  UnendHchen  liegt,  wird  die  Beziehung  der  beiden 
Träger  projektivisch  ähnlich  und  dieses  muss  auch  nach  der 
Verschiebung  bleiben,  weil  die  entsprechenden  unendlich -ent- 
fernten Punkte  im  Unendlichen  bleiben;  das  Erzeugniss  nach  der 
Verschiebung  wird  also  eine  Parabel  (§  26)  und  für  alle  Punkte  B 
der  unendlich  -  entfernten  Geraden  G^  wird  also  der  durch  die 
Verschiebung  hervorgehende  Kegelschnitt  allemal  eine  Parabel; 
diese  sämmtlichen  Parabeln  bilden  einen  besonderen  Fall  der 
Kegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die 
Parabelschaar;  sie  haben  nämlich  die  drei  gemeinschaftlichen 
Tangenten  9l9li@  und  ausserdem  selbstverständlich  G^  zur  vierten 
gemeinschaftlichen  Tangente.  Wir  könnten  noch  die  speciellen 
Fragen  erörtern,  für  welche  Punkte  B  in  der  Ebene  wu'd  der 
durch  die  Verschiebung  hervorgehende  Kegelschnitt  ein  Kreis  und 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  die  erste  Frage  wird  a  priori  aus 
bekannten  Elementarsätzen  dahin  beantwortet  werden  können,  dass 
es  nur  vier  Punkte  B  in  der  Ebene  giebt,   für  welche  die  pro- 
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jektivische  Beziehung  der  Art  wird,  dass  nach  der  Verschiebung 
als  Erzeugniss  der  Kreis  auftritt,  da  es  bekanntlich  nur  vier  Kreise 
giebt,  welche  die  drei  Geraden  3lSli®  zu  Tangenten  haben;  aus 
unserem  in  §  24  angegeben  Kriterium  für  die  Erzeugung  des 
Kreises  durch  projektlvische  Punktreihefk  würde  dieses  Resultat, 
wenn  auch  etwas  umständlich,  ebenfalls  hervorgehen;  die  zweite 
Frage,  wo  der  Punkt  B  liegen  muss,  damit  nach  der  Verschiebung 
das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird,  ist  mit  Hülfe  des 
in  §  26  angegebenen  Kriteriums  für  die  Erzeugung  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  durch  projektlvische  Punktreihen  zu  beantworten ; 
es  zeigt  sich,  dass  der  Ort  für  solche  Punkte  B  ein  Kreis  wird, 
der  eine  eigenthümliche  Lage  in  der  Ebene  hat.  Zieht  man 
nämlich  durch  die  Ecken  des  von  den  drei  Geraden  31,  9li  und  @ 
gebildeten  Dreiseits  Parallele  zu -den  Seiten,  so  bilden  diese  ein 
neues  Dreieck;  der  dem  letzteren  konjugirte  Kreis  ist  der  Ort 
des  Punktes  B,  d.  h.  derjenige  Kreis,  für  welchen  die  Ecken 
dieses  Dreiecks  ein  Tripel  konjugii'ter  Punkte  sind  (§  30);  der 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 
das  Quadrat  des  Radius  gleich  dem  konstanten  Rechteck  aus  den 
Abständen  des  Höhenpunktes  von  je  einer  Ecke  und  der  gegen- 
überliegenden Seite,  des  Dreiecks;  dieser  Kreis  ist  aber  nur  reell, 
d.  h.  das  Quadrat  des  Radius  positiv  (oder  die  beiden  Abschnitte 
auf  jeder  Höhe  gleich  gerichtet) ,  wenn  das  Dreieck  stumpfwinklig 
ist;  der  Ort  des  Punktes  B  ist  also  auch  nur  dann  ein  reeller 
Kreis,  wenn  das  von  den  drei  Geraden  91  ^i®  gebildete  Dreiseit 
stumpfwinklig  ist.  Dieses  Resultat  tritt  aber  hier  nicht  so  un- 
mittelbar hervor,  sondern  folgt  erst  aus  einer,  wenn  auch  elemen- 
tarei^  doch,  wie  es  scheint,  unerlässlichen  Rechnung ;  wir  ziehen 
es  daher  vor,  dasselbe  erst  an  einer  späteren  Stelle  nachzu- 
weisen (§  44),  wo  es  leichter  sich  ergiebt.  Um  nun  eine  Kegel- 
schnittschaar von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  erhalten, 
haben  wir  den  Projektionspunkt  B  eine  Gerade  S  durchlaufen  zu 
lassen.  Die  Gerade  S  muss,  wie  sie  übrigens  auch  in  der  Ebene 
liegen  mag,  im  Allgemeinen  in  zwei  elliptischen  Räumen  [e)  und 
zwei  hyperbolischen  Räumen  (A)  enthalten  sein  (Fig.  62),  denn, 
durch  die  drei  Geraden  %^^®  und  @^  werden  vier  Punkte 
auf  ihr  fixirt,  zwischen  denen  vier  Strecken  liegen;  zwei  von 
diesen  gehören  den  elliptischen,  die  beiden  andern,  dazwischen 
liegenden,  den  hyperbolischen  Räumen  an;  den  drei  Schnittpunkten 
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der  Geraden  £  mit  den  Geraden  %^^®  gehören  insbesondere 
Kegelschnitte  zu,  welche  sich  in  Punktenpaare  auflösen;  dem 
unendlich  -  entfernten  Punkt  der  Geraden  S  entspricht  die  einzige 
Parabel,  welche  in  der  Kegelschnittschaar  vorkommt.     Also: 

Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  einer  Schaar  von 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zerfallen  in  zwei 
Gruppen  von  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  von  Hyper- 
beln, die  mit  einander  abwechseln;  der  Uebergang  von 
einer  Gruppe  zu  einer  andern  geschieht  drei  Hai 
durch  ein  Punktenpaar  (die  drei  Paar  Gegenecken  des 
von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebil- 
deten vollständigen  Vierseits)  und  ein  Mal  durch  eine 
Parabel,  die  einzige,  welche  im  Allgemeinen  in  der 
Kegelschnittschaar  vorkcHnmt. 

Bemerken  wir,  dass  die  beiden  durch  den  Projektionspunkt  B 
parallel  zu  91  und  ^l^  gezogenen  Projektionsstrahlen  in  den  Punkten 
r  und  qi  dieselben  treffen  und  dass  diese  Punkte  nach  der 
Verschiebung  ihre  Eigenschaft  behalten,  Durchschnittspunkte  der 
Parallelstrahlen  zu  sein  oder  den  unendlich  -  entfernten  Punkten 
zu  entsprechen,  so  erkennen  wir,  dass,  während  ^  die  Gerade! 
durchläuft,  die  Punkte  r  und  q^  zwei  projektivisch  ähnliche  Punkt- 
reihen  beschreiben ,  ihre  Verbindungslinie  (nach  der  Verschiebung) 
also  eine  Parabel  umhüllt;  denken  wir  uns  nach  der  Verschie- 
bung die  Parallelstrahlen  hergestellt,  welche  sich  in  B^  treffen 
mögen,  so  wird  der  Punkt  B^  zu  den  Geraden  91  und  Sl^  dieselbe 
relative  Lage  haben  müssen,  wie  der  Punkt  B  zu  zwei  durch 
a  und  6^  gezogenen  Parallelen  mit  91  und  %^,  denn  diese  gehen 
nach  der  Verschiebung  in  91  und  9(i  über;  wenn  also  #  eine 
gerade  Linie  S  durchläuft,  so  muss  auch  nach  der  Verschiebung 
B^  eine  bestimmte  Gerade  durchlaufen,  welche  zu  91  und  9(i  die- 
selbe relative  Lage  hat,  wie  S  zu  jenen  beiden  durch  bj  und  a 
gedachten  Parallelen.  Nun  ist  B^  immer  die  Ecke  eines  dem  Kegel- 
schnitt der  Schaar  umschriebenen  Parallelogramms,  dessen  zwei 
Seiten  die  festen  Tangenten  9l^und  9[i  sind;  die  Verbindungs- 
linie ihres  Schnittpunktes  e  (e^)  mit  B^  wird  also  halbirt  durch  den 
Mittelpunkt  M  des  Kegelschnitts,  welcher  dem  Parallelogramm  ein- 
beschrieben ist,  und  da  B^  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  muss 
auch  ilf  eine  Gerade  durchlaufen,  die  jener  parallel  ist,  aber  halb 
so  weit  von  t(t^)  absteht,  als  sie;  wir  schliessen  hieraus: 
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Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  einer 
Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  liegen 
in  einer  Geraden,  weiche  insbesondere  auch  die  Mit- 
telpunkte  der  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  gebildeten  vollständigen 
Vierseits  enthält  (was  schon  für  sich  ein  bekannter  elemen- 
tarer Satz  ist).  Diese  Mittelpunktslinie  zerfällt  durch  die  drei 
Mitten  der  Diagonalen  und  den  unendlich -entfernten,  Punkt,  den 
Mittelpunkt  der  einzigen  Parabel  der  Schaar,  in  vier  Abschnitte, 
welche  abwechselnd  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von 
Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von  Hyperbeln 
enthalten. 

Dieselbe  Betrachtung,  aus  welcher  die  Kegelschnittscbaar  ent- 
sprang, zeigt  auch,  wie  die  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts 
der  Schaar  auf  zweien  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  ver- 
ändern; denn  Fig.  62  zeigfr,  dass  Ba  und  ßb^  die  Berührungs- 
punkte 0]  und  i  bestimmen,  also  wenn  B  eine  Gerade  S  durch- 
läuft, so  beschreiben  clB  und  i^B  zwei  perspektivische  Strahl- 
büschel,  mithin  Oj  und  b  zwei  projeklivische  Punktreihen  auf 
3(  und  9li,  welche  nach  der  Verschiebung  in  perspektivische  Lage 
gelangen,  weil  auch  a  und  6|  zwei  entsprechende  Punkte  dieser 
beiden  projektivischen  Punktreihen  werden  und  diese  Punkte 
nachher  in  den  Schnittpunkt  (^^J  hineinfallen.     Also: 

Die  Berührungssehnen  sämmtlicher  Kegelschnitte 
einer  Schaar  von  vier  festen  Tangenten  mit  irgend 
zwei  der  letzteren  laufen  durch  einen  festen  Punkt 
und  zwar  einen  der  drei  Diagonalpunkte  (Ecken  des  von 
den  Diagonalen  gebildeten  Dreiseits) ;  dies  lässt  sich  auch  so  aus- 
sprechen : 

Fasst  man  bei  einer  Kegelschnittscbaar  von  vier 
festen  Tangenten  die  Berührungspunkte  ins  Auge, 
welche  der  veränderliche  Kegelschnitt  mit  irgend 
zweien  von  den  vier  festen  Tangenten  gemein  hat, 
so  bilden  dieselben  zwei  projektivische  Punktreihen 
welche  perspektivisch  liegen;  ihr  Projektionspunkt 
ist  immer  einer  der  drei  Diagonalpunkte  des  voll- 
ständigen Vierseits,  welches  die  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  bilden. 

Dieser  Satz  ist  der  analoge  von  dem  im  Anfange  des  §  38 
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gefundenen  und  kann  ebenso  wie  jener  aus  den  Eigenschaften 
des  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Vierseits  (§§  23.  27)  ab- 
geleitet werden;  hier  erkennen  wir,  dass  jede  von  den  Be- 
rührungspunkten gebildete  Punktreihe  zugleich  projektivisch  ist 
mit  der  erzeugenden  Punktreihe,  welche  B  auf  der  Geraden  8 
durchläuft. 

Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass 
die  Gerade  2,  welche  der  Projektionspunkt  durchläuft,  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  G^  ist;  in  diesem  Falle  wird  die  pro- 
jektivische  Beziehung  immer  eine  projektivisch  -  ähnliche ,  also  nach 
der  Verschiebung  sind  die  entstehenden  Kegelschnitte  sämmtlich 
Parabeln,  also:  Wenn  in  einer  Kegelschnittschaar  zwei 
Parabeln  vorkommen,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter 
Parabeln,  welche  ausser  der  unendlich -entfernten  Geraden  C^^, 
die  allen  Parabeln  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  noch  drei  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben  und  eine  specielle  Kegelschnitt- 
schaar bilden  ähnlich,  wie  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln 
ein  besonderes  Kegelschnittbuschel  bildete  (§  88).  Unter  diesen 
Parabeln  giebt  es  drei  besondere,  die  in  je  eine  einzige  (dop- 
pelt zu  zählende)  Gerade  übergehen,  nämlich  die  drei  durch  die 
Ecken  des  übrig  bleibenden  Dreiseits  parallel  den  Seiten  des- 
selben laufenden  Geraden.  Die  Mittelpunktslinie  dieser  Parabel- 
schaar  ist  natürlich  wieder  die  unendlich  -  entfernte  Gerade.  Von 
dem    vollständigen   Vierseit,    dessen    eine  Seite  G^  wird,    bleibt 

nur  ein  Dreiseit  ah  c  in 
dem  Endlichen  der  Ebene 
zurück;  die  Diagonalpunkte 
xyz  des  vollständigen  Vier- 
seits werden  die  Ecken  des- 
jenigen Dreiseits  (Diagonal- 
dreiseits),  dessen  Seiten 
durch  die  Ecken  des  er- 
steren  ahc  und  parallel  den 

Seiten  desselben  laufen 
(Fig. 63).  Bei  jeder  dem 
Dreiseit  ahc  einbe- 
schriebenen Parabel  gehen  also  die  Berührungsebnen 
beziehlich  durch  drei  feste  Punkte,  durch  die  Ecken 
des    dem   Dreiseit    ahc   parallel    umschriebenen  Drei- 


(Fig.  63.) 
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seits  xyz.  Nimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  i  auf  hc  als  Be- 
rührungspunkt einer  einbesehriebenen  Parabel,  so  wird  (zt,  ac)=^t 
und  {yi,  ab)  =  f  und  die  Punkte  it'{'  sind  die  drei  Berührungs- 
punkte, woraus  zugleich  folgt,  dass  /f  durch  x  gehen  muss. 
Bekanntlich  laufen  bei  einem  dem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Dreiseit  die  Verbindungsstrahlen  der  Ecken  mit  den  Berührungs- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt  o  (§  21 )  ; 
wir  können  daher  hifer  nach  dem  Orte  des  Punktes  o  fragen  /ür 
sämmtiiche  dem  Dreiseit  einbeschriebene  Parabeln.  Derselbe  ist 
leicht  zu  ermitteln,  wenn  wir  den  Punkt  t  auf  der  Geraden  bc 
bewegen  und  den  Schnittpunkt  (at,  bt)  verfolgen;  da  nämlich 
t  und  (  perspektivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  beschreiben 
at  und  bt'  projektivische  Strahl büschel ;  der  Ort  des  Punktes  o 
ist  also  ein  Kegelschnitt,  und  da  der  Verbindungslinie  ab  in  den 
beiden  Strahibüscheln  bz  und  az  entsprechen,  so  sind  dies  die 
Tangenten,  des  gefundenen  Kegelschnitts,  welcher  auch  durch  c 
geht  und  xy  berührt;,  der  Ort  des  Punktes  o  ist  also  eine 
Ellipse,  welche  dem  Dreiseit  abc  um-  und  zugleich 
dem  Dreieck  xyz  einbeschrieben  ist  oder  den  ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt  beider  Dreiecke  zum 
Mittelpunkte  hat. 

(Anmerkung.  Diese  besondere  Ellipse  bildet  eine  eigenthüm- 
liche  Grenze  zwischen  zwei  Gebieten  der  Ebene.  Jeder  Punkt  o 
in  der  Ebene  eines  Dreiseits  mit  den  Ecken  desselben  verbunden 
bestimmt  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  drei  Punkte,  in 
weichen  ein  Kegelschnitt  K  das  Dreiseit  berührt;  es  fragt  sich, 
wie  der  Punkt  o  liegen  müsse,  wenn  der  Kegelschnitt  K  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  werden  soll,  und  diese  Frage  wird  durch 
das  obige  Resultat  beantwortet;  die  besondere  Ellipse ,  welche  dem 
Dreiseit  umschrieben  ist  und  den  Schwerpunkt  desselben  zum 
Mittelpunkt  hat,  bildet  nämlich  die  Grenze  zwischen  denjenigen 
Gebieten  der  Ebene,  in  denen  o  liegen  muss,  damit  der  Kegel- 
schnitt K  Ellipse  oder  Hyperbel  wird ;  und  zwar  ist  K  eine  Ellipse, 
wenn  o  innerhalb,  eine  Hyperbel,  wo  o  ausserhalb,  eine  Parabel, 
wenn  o  auf  jener  Grenz  -  Ellipse  liegt;  die  besonderen  Fälle,  wenn 
K  ein  Kreis  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird ,  erfordern  eine 
besondere  Untersuchung.  Die  analoge  Frage  der  polaren  Neben- 
betrachtung führt  zu  einem  ebenso  interessanten  Orte,  woran  sich 
noch  manche  naheliegende  Frage  anschliesst.) 
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Denken  wir  uns  die  einzige  Parabel,  welche  einem  gegebenen 
Vierseit  (318562))  einbeschrieben  werden  kann,  so  gehört  die- 
selbe vier  verschiedenen  Parabelschaaren ,  welche  den  Dreiseiten 
(«336)  (3165))  (31232))  (9362))  einbeschrieben  sind,  gleichzeitig 
an;  die  vier  diesen  Dreiseiten  parallel  umschriebenen  Dreiseite 
haben  also  ihre  zwölf  Ecken  paarweise  auf  sechs  Geraden ,  welche 
durch  die  drei  Diagonalpunkte  x^i  des  vollständigen  Vierseits 
(918362))  gehen  und  die  Beruhrungssehnen  jener  Parabel  sind, 
wobei  durch  jeden  Punkt  x\)i  immer  zwei  von  diesen  sechs 
Geraden  gehen. 

Die  Parabelschaar,  welche  einem  Dreiseit  einbeschrieben  ist, 
und  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,   welche  einem  Dreieck 
umschrieben  sind    und    zugleich    durch    den   Höhenpunkt   dieses 
Dreiecks  gehen,   stehen  in  einem  unmittelbaren  Zusammenhange 
vermittelst  des  Prinzips  der  Polarisation  (§  30).    Denken  wir  uns 
nämlich  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  und  beschreiben  um 
einen  der  vier  Mittelpunkte  dieses  Büschels  einen  Kreis,  so  wird 
die  Polarfigur   des   Hyperbelbüscheis  in   Bezug   auf  diesen  Kreis 
als  Basis  die  Parabelschaar  werden;  denn  aus  jeder  gleichseitigen 
Hyperbel  wird  ein  Kegelschnitt,  der  vier  feste  Tangenten  hat,  die 
Polaren   der   vier  Mittelpunkte  des  Büschels,   und  da  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  zu  seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  selbst 
die  unendlich  -  entfernte  Gerade  G^  hat,  so  muss  der  Polarkegel- 
schnitt G^  berühren,  also  Parabel  sein;  wir  erhalten  daher  sämml- 
liche  Parabeln ,  die  demselben  festen  Dreiseit  einbeschrieben  sind, 
welches  von  den  drei  Polaren  der  übrigen  drei  Mittelpunkte  des 
Hyperbelbüschels  gebildet  tvird.     Aus  der  bekannten  dem  Kreise 
zukommenden   Eigenschaft,   dass  die  Polare   senkrecht  steht  auf 
der  Verbindungslinie  des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Pol,   weil 
das  konjugirte  Durchmessersystem    des  Kreises    ein   Kreissystem 
ist,  geht  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  ^  der  Kreis -Basis  nicht  nur 
Höhenpunkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiecks  des  Hyperbelbüscheis, 
sondern    auch  Höhenpunkt  des   gemeinschaftlichen   Dreiseits  der 
Parabelschaar   ist;    da    nun  für   jede   gleichseitige  Hyperbel  lüe 
unendlich -entfernten  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  so  werden  ihre  Polaren,    d.  h.  die  beiden  io 
M  sich  schneidenden  Tangenten   einer  jeden  Parabel  der  Scbaar 
ebenfalls   zu    einander   rechtwinklig    sein    müssen;    der  Ort  des 
Schnittpunktes  aller  rechtwinkligen  Tangenlenpaare  einer  Parabel 
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ist  aber  die  Leitlinie  (§  34) ;  also  gehen  die  Leitlinien  sämmtlicher 
Parabeln  der  Schaar  durch  den  Punkt  M,  d.  h.:  Von  sämmt- 
lichen  einem  gegebenen  Dreiseit  einbeschriebenen 
Parabeln  gehen  die  Leitlinien  durch  denselben  festen 
Punkt,  welcher  der  Höhenpunkt  dieses  Dreiseits  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  die  einzige  Parabel,  welche  einem  ge- 
gebenen Vierseit  einbeschrieben  werden  kann  und  die  also  eine 
bestimmte  Leitlinie  hat,  so  folgt,  dass  in  ihr  die  vier  Höhen- 
punkte derjenigen  vier  Dreiseite  liegen  müssen,  welche  sich  aus 
je  dreien  der  Tier  gegebenen  Seiten  des  Vierseits  bilden  lassen. 
Dies  giebt  einen  bekannten  elementaren  Satz  über  das  voll- 
standige  Vierseit,  welcher  einer  ganzen  Reihe  von  Eigenschaften 
desselben  angehört,  deren  eine  oder  die  andere  wir  gelegentlich 
als  specielle  Fälle  allgemeinerer  Eigenschaften  erwähnen  werden. 
Sie  hängen  zumeist  mit  der  Parabel  zusammen,  welche  dem  voll- 
ständigen Vierseit  einbeschrieben  werden  kann,  oder  treten  als 
besondere  Fälle  der  Eigenschaften  unserer  Kegelschnittschaar  mit 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  auf  (Grelle  s  Journ.  Bd.  H  p.  97). 

Schliesslich  wollen  wir  nur  noch  eine  Eigenschaft  der  Parabel- 
schaar  erwähnen,  welche  sich  auf  ihre  Brennpunkte  bezieht.  Es 
war  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Grundeigenschaft  der 
Brennpunkte  (§  36),  dass  das  Strahlenpaar  von  irgend  einem 
Punkte  a  nach  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  symmetrisch 
liegt  zu  dem  Tangentenpaar  aus  a  an  den  Kegelschnitt.  Haben 
wir  nun  irgend  eine  dem  Dreieck  ahc  einbeschriebene  Parabel, 
welche  einen  ihrer  Brennpunkte  im  Unendlichen  hat  (in  der  Rich- 
tung der  Axe),  und  ziehen  durch  d  eine  Parallele  zur  Axe,  so 
wird  die  symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangenten- 
paar ah,  ac  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  gehen  müssen; 
ebenso  wenn  wir  durch  h  eine  Parallele  zur  Axe  ziehen  und  die 
symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpaar 
bc^  ha  bestimmen.  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  konstruirten 
Geraden  ist  also  der  Brennpunkt  F  der  Parabel.  Verändern  wir 
nun  die  einbeschriebene  Parabel,  indem  wir  sie  die  ganze  Parabel- 
schaar  durchlaufen  lassen,  so  beschreiben  die  beiden  durch  a  und  h 
zur  jedesmaligen  Parabelaxe  gezogenen  Parallelen  zwei  projek- 
tivisch- gleiche  und  gleichlaufende  Strahlbüschel;  die  symmetrisch- 
liegende aiF"  beschreibt  aber  ein  mit  der  ersten  Parallelen  gleiches 
und  ungleichlaufendes  Strahlbüschel,  die  symmetrisch -liegende  hF 
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ein  mit  der  zweiten  Parallelen  gleiches  und  nngleichlaufendes 
Strahlbuschel,  also  aF  und  hF  wiederum  zwei  gleiche  und  gleich- 
laufende Strahlbüschel,  deren  Erzeugniss  ein  Kreis  ist;  der  Ort 
des  Brennpunktes  F  ist  also  ein  Kreis,  welcher  ausser  durch  a 
und  h  auch  durch  c  geht,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  also: 

Die  Brennpunkte  sämmtlicher  einem  Dreiseit  ein- 
beschriebenen Parabeln  liegen  auf  demjenigen  Kreise, 
welcher  dem  Dreiseit  umschrieben  ist. 

Durch  dasselbe  Baisonnement  erhalten  wir  den  etwas  allge- 
meineren Satz:  Für  alle  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiseit  ein- 
beschrieben sind  und  den  einen  ihrer  Brennpunkte  auf  einer  geraden 
Linie  haben,  ist  der  Ort  des  andern  Brennpunktes  ein  bestimmter 
Kegelschnitt,  welcher  dem  gegebenen  Dreiseit  umschrieben  ist. 

Hieraus  folgt  beiläufig,  wenn  wir  die  einzige  einem  vollstän- 
digen Vierseit  einbeschriebene  Parabel  auffassen,  welche  zu  gleicher 
Zeit  vier  Parabelschaaren  angehört,  dass  die  den  vier  Dreiseiten 
eines  vollständigen  Vierseits  umschriebenen  Kreise  durch  einen 
Punkt  laufen,  den  Brennpunkt  dieser  Parabel;  ferner,  da  die  Fuss- 
punkte  der  aus  dem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer  Parabel 
herabgelassenen  Perpendikel  sich  in  einer  Geraden,  der  Tangente  am 
Scheitel  der  Parabel,  befinden,  müssen  die  aus  einem  Peripherie 
punkte  des  einem  Dreiseit  umschriebenen  Kreises  auf  die  Dreiecks- 
seiten herabgelassenen  Perpendikel  ihre  Fusspunkte  in  gerader  Linie 
haben;  die  weitere  Folgerung  fürs  Vierseit  übergehen  wir,  sowie 
die  bekannten  elementaren  Sätze,  welche  sich  hier  anschliessen. 

§  44.    Charakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnittschaar 
tuLcl  einige  Folgerungen  ans  derselben. 

Der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbuscheis, 
daas  jede  gerade  Transversale  in  Paaren  konjugirter  Punkte  ein 
und  desselben  Punktsystems  getroff'en  wird,  steht  die  gleichlau- 
fende der  Kegelschnittschaar  zur  Seite: 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  beliebigen  festen 
Punkte  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  sind  Paare 
konjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Entstehung  der  Kegelschnitt- 
schaar (§  43).  Denken  wir  uns  nämlich  einen  gegebenen  Punkt  P 
in  der  Ebene  als  den  Projektionspunkt  fär'*zwei  neue  projek- 
tivische  Punktreihen  auf  den  Geraden  21  und  3l|  in  perspektivischer 
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Lage,  so  werden  dieselben  vor  der  Verschiebung  im  Allgemeinen 
nicht  perspektivisch  gewesen  sein ,  sondern  die  Projektionsstrahlen, 
welche  jetzt  alle  durch  P  laufen,  werden  vor  der  Verschiebung 
einen  Kegelschnitt  S  umhüllt  haben,  welcher  91  und  5Ii  selbst 
zu  Tangenten  hat;  so  oft  nun  zwei  solche  Projektionsstrahlen  vor 
der  Verschiebung  sich  in  einem  Punkte  B  der  Geraden  S  treffen, 
werden  dieselben  nach  der  Verschiebung  zwei  durch  P  laufende 
Tangenten  des  Kegelschnitts  sein,  welcher  aus  B  hervorgeht. 
Alle  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  B  einer  Geraden  S  an  den 
Kegelschnitt  ü  fixiren  aber  auf  der  Tangente  91  Punktenpaare 
eines  Punktsystems  (§  31) ,  welches  nach  der  Verschiebung  ein 
Punktsystem  bleibt;  die  von  P  nach  den  Punktenpaaren  desselben 
hingehenden  Strahlen  bilden  daher  ein  Strahlsystem,  also  die 
Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  ein 
Strahlsystem.  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  bereits  in  §  18 
bewiesen  worden,  indem  als  besondene  Kegelschnitte  der  Schaar 
die  drei  Punktenpaare,  welche  in  ihr  vorkommen,  oder  die  drei 
Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  auf^gefasst  werden; 
der  dort  geführte  Beweis  des  besonderen  Falles  lässt  sich  auch 
unmittelbar  auf  den  allgemeinen  Satz  übertragen.  Seien  aa  und  bß 
zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  und  treffe  irgend 
ein  aus  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  gelegtes  Tangenten- 
paar die  Seite  ah  in  x  und  y,  die  Seite  aß  resp.  in  ^  und  ly, 
so  findet  zwischen  den  Schnittpunkten  zweier  Tangenten  ab  und  aß 
des  Kegelschnitts  durch  vier  andere  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse {abxy)  =  {ßa^rj)  statt , 
also  auch  nach  §  6,  1) 

{abxy)  =  (aßri^); 
die  von  P  nach  diesen  vier  Paar  Punkten  hingehenden  Strahlen 
sind  also  vier  Paar  entsprechende  Strahlen  zweier  projektivischer 
Strahlbüschel  und  da  dem  Strahl  Px  der  Strahl  Ptj,  dem  Py 
der  P^  entspricht,  so  fallen  in  diesen  beiden  auf  einander  liegen- 
den projektivischen  Strahlbüscheln  die  Schenkel  zweier  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander;  mithin  sind 
(§17)  die  drei  Strahlenpaare:  Pa,  Pa;  Pb,  Pß;  Pcc,  Py  (das 
Tangentenpaar  aus  P  an  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar) 
sechs  Strahlen  in  Involution  oder  drei  Paar  konjugirte  Strahlen 
eines  Strahlsystems;  dieses  ist  schon  durch  zwei  Paare  vollständig 
bestimmt;    lassen    wir   also    den    Kegelschnitt    die    ganze   Schaar 
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durchlaufen,  so  bleiben  au,  &j3  unverändert,  also  die  Tangenten- 
paare aas  P  an  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  sind  immer 
Paare  konjugirter  Strahlen  ein  und  desselben  Strahlsystems  w.z. b.w. 

Das  in  §  18  angegebene  Kriterium  für  die  Lage  des  Punktes  P, 
damit  das  in  ihm  entstehende  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch sei,  unterschied  von  den  elf  Räumen,  in  welche  die  ganze 
Ebene  durch  die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  zerschnitten 
wird  (Fig.  25),  fünf  hyperbolische  [h)  und  sechs  elliptische  {e)\ 
die  ersteren  sind  diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des 
vollständigen  Vierseits  hineinfallen,  und  letztere  die  übrig  bleiben- 
den, welche  von  keiner  Diagonale  getroffen  werden.  Wenn  nun 
das  Strahlsystem,  welches  von  den  Tangentenpa^rren  aus  einem 
Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  gebildet  wird,  hyper- 
bolisch ist,  so  hat  es  zwei  reelle  Doppelstrahlen  oder  Asymptoten; 
jede  Asymptote  muss  daher  in  P  selbst  eine  Tangente  sein  für 
einen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schaar,  weil  das  Tangentenpaar 
aus  P  an  diesen  Kegelschnitt  zusammenfällt.  Wir  schliessen  also: 
Es  giebt  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte,  welche 
vier  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  sie  sind  aber  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  gegebene  Punkt  in  einem  der  fünf  hyper- 
bolischen Räume  liegt,  in  welche  die  vier  gegebenen  Geraden 
die  Ebene  zerschneiden,  d.  h.  in  einem  derjenigen  Räume,  welche 
die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten  voll- 
ständigen Vierseits  enthalten.  Liegt  P  auf  einer  der  vier  Geraden 
selbst,  so  giebt  es  selbstverständlich  nur  einen  Kegelschnitt,  der 
sie  berührt  und  durch  diesen  Punkt  geht,  weil  dann  das  Strahl- 
System  parabolisch  wird.  Liegt  P  in  einem  der  sechs  elliptischen 
Räume,  so  sind  die  beiden  Kegelschnitte  imaginär.  Die  Aufgabe, 
diese  beiden  Kegelschnitte  zu  Anden,  ist  also  darauf  zurückge- 
führt, die  Asymptoten  (oder  Doppelstrahlen)  eines  bekannten  Strahl- 
systems zu  bestimmen,  welche  sich  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises 
lösen  lässt  (§15).  Wir  ersehen  hieraus,  dass  sämmtliche  Ke- 
gelschnitte einer  Schaar  nicht  die  ganze  unendliche 
Ebene  erfüllen,  sondern  nur  die  fünf  hyperbolischen 
Räume,  während  die  sechs  elliptischen  frei  bleiben. 

Es  knüpft  sich  hieran  die  Frage,  wo  der  Punkt  P  liegen 
müsse,  damit  das  Strahlsystem,  welches  durch  die  Kegelschnitt- 
schaar  in  ihm  hervorgerufen  wird,   insbesondere  ein  Kreissysteni 
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wird?  Da  bei  einem  Kreissystem  je  zwei  konjugirte  Strahlen  zu 
einander  rechtwinklig  sind,  so  wäre  für  einen  solchen  Punkt  P 
erforderlich,  dass  jedes  Tangentenpaar  aus  ihm  an  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar  aus  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
bestände.  Nehmen  wir  P  willkührlich  in  der  Ebene  an,  so  sind 
die  Axen  des  in  ihm  bestimmten  Strahlsystems  ein  Paar  recht- 
winklige Tangenten  für  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar; 
damit  aber  in  P  ein  Kreissystem  entstehe,  müsste  es  noch  ein 
zweites  Paar  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen  geben.  Wir  wissen 
nun  (§  34) ,  dass  für  jeden  Kegelschnitt  der  Ort  des  Schnittpunk- 
tes je  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  ein  bestimmter  Kreis  ist, 
welcher  denselben  Mittelpunkt  mit  dem  Kegelschnitt  hat;  für  die 
ganze  Kegelschnittschaar  erhalten  wir  dadurch  unendUch  viele 
Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden,  der  Mittel- 
punktslinie der  Kegelschnittschaar,  haben  und  von  welchen  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  ein  bestimmter  geht.  Nehmen  wir  daher 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  der  Schaar  (etwa  zwei  Punktenpaare 
aa,  bß)  und  bestimmen  die  Ortskreise  des  Schnittpunktes  der 
rechtwinkligen  Tangenten  (d.  h.  zwei  Kreise  über  acc  und  bß  als 
Durchmesser),  so  schneiden  sich  dieselben  im  Aligemeinea  in 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  Pq  und  Q^^;  diese  beiden 
besonderen  Punkte,  wenn  sie  reell  sind,  müssen  die  Eigenschaft 
haben,  dass  für  jeden  derselben  zwei  Tangentenpaare  an  zwei 
bestimmte  Kegelschnitte  der  Schaar  Paare  rechtwinkliger  Tangen- 
ten sind;  folglich  müssen  die  Strahlsysteme  in  diesen  beiden 
Punkten  Kreissysteme  sein,  oder  alle  Tangentenpaare  sind  recht- 
winklig; wenn  dagegen  die  beiden  Punkte  Pq  und  Qq  imaginär 
sind,  so  giebt  es  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  in  der  Ebene, 
für  welchen  das  betreffende  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird; 
sind  nun  die  beiden  Punkte  Pq  und  Qq  reell,  so  müssen,  weil 
die  Tangentenpaare  aus  jedem  derselben  an  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  rechtwinklig  sind ,  die  sämmtlichen  Ortskreise  des  Schnitt- 
punktes rechtwinkliger  Tangenten  für  die  ganze  Kegelschnittschaar 
durch  Pq  und  Qq  gehen,  also  selbst  eine  Kreisschaar  bilden;  ing*- 
besondere  geht  für  die  einzige  Parabel,  welche  in  der  Kegel- 
schnittschaar vorkommt,  der  Ortskreis  in  die  Leitlinie  über, 
welche  also  auch  durch  Pq  und  Qq  geht  und  die  Potenzlinie  (ge- 
memschaftliche  Sekante)  dieser  Kreisschaar  wird.  Aber  auch  wenn 
die  Punkte  Pq  und   Qq  nicht  reell  sind,  bilden  die  sämmtlichen 
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Ortskreise  für  die  Kegelschnittschaar  eine  Kreisschaar,  welche  die 
Leitlinie  der  einzigen  in  der  Kegelschnittschaar  entlialtenen  Para- 
bel zur  Potenzlinie  (ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante)  hat;  dies 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  erkennen :  Wir  wissen  (§  30) ,  dass 
das  Diagonaldreieck  xy  z  des  vollständigen  Vierseits  ein  Tripel  in 
Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  ist  und  (§  34  am  Ende), 
dass  der  einem  Tripel -Dreieck  umschriebene  Kreis  immer  den 
Ortskreis  der  rechtwinkligen  Tangenten  unter  einem  rechten 
Winkel  schneidet;  folglich  besitzen  alle  Ortskreise  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  (der  Mittelpunktslinie  äß) 
liegen  und  dass  sie  zugleich  sämmtlich  einen  festen  Kreis,  den 
um  das  Diagonaldreieck  xy  z  beschriel^enen,  rechtwinklig  schnei- 
den, woraus  nach  bekannten  Elementar-Sätzen  folgt,  dass  sie  eine 
Kreisschaar  bilden.  Der  um  das  Diagonaldreieck  beschriebene 
Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Potenzlinie  der  Kreis- 
schaar oder  in  der  Leitlinie  der  einzigen  Parabel  der  Kegelschnitt- 
schaar hat,  gehört  der  konjugirten  Kreisschaar  an  und  entscheidet 
also  darüber,  ob  die  Punkte  P^^  und  öo  r^^^A  sind,  oder  nicht;  wenn 
nämlich  dieser  Kreis  ^  {^yz)  die  Mittelpunktslinie  SR  nicht  trifft,  so 
sind  die  Punkte  Pq  und  öo  reell,  wenn  er  dagegen  die  Mittelpunkts- 
linie äJi  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  so  sind  Pq  und  Q^  imaginär; 
ein  besonderer  Fall  von  untergeordneterem  Interesse  ist  der,  dass 
der  Kreis  Ä  [xyz)  die  Mittelpunktslinie  ÜJl  berührt,  wo  dann  Pq  und 
i^Q  zusammenfallen.  Fassen  wir  dass  gewonnene  Resultat  zusammen: 
Bestimmt  man  für  jeden  Kegelschnitt  einer  Schaar 
mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Ortskreis 
solcher  Punkte,  in  welchen  sich  je  zwei  rechtwinklige 
Tangenten  treffen,  so  bilden  diese  Kreise  eine  Kreis- 
schaar, deren  Potenzlinie  die  Leitlinie  der  einzigen 
in  der  Kegelschnittschaar  vorkommenden  Parabel  ist. 
Diese  Potenzlinie  enthält  (§  43)  die  vier  Höhenpunkte  derjenigen 
vier  Dreiseite,  aus  welchen  das  vollständige  Vierseit  der  vier  ge- 
gebenen Tangenten  besteht;  sie  enthält  auch  den  Mittelpunkt  des- 
jenigen Kreises  K,  welcher  dem  Diagonaldreieck  xyz  des  voll- 
ständigen Vierseits  umschrieben  ist,  und  steht  endlich  senkrecht 
auf  der  Mittelpunktslinie  3)t,  welche  die  Mittelpunkte  sämmtlicber 
Kegelschnitte  der  Schaar  enthält  und  zugleich  die  Mittelpunktslinie 
der  Kreisschaar  ist.  Die  Potenzlinie  ist  eine  reelle  ge- 
meinschaftliche Sekante  der    Kreisschaar,    wenn  der 
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eben  erwähnte  Kreis  S  die  Mittelpunktsiinie  nicht 
trifft;  in  diesem  Falle  gehen  alle  Kreise  der  Schaar 
durch  dieselben  beiden  Punkte  Pq  und  ö^j  der  Potenz- 
linie und  dies  sind  die  einzigen  Punkte  in  der  Ebene, 
für  welche  das  aus  den  Tangentenpaaren  an  die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  gebildete  Strahlsystem  ein  Kreis- 
system wird.  Die  Potenzlinie  ist  dagegen  eine  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  der  Kreisschaar,  d.  h.  es  giebt  keine  reellen 
Punkte  in  der  Ebene  von  der  verlangten  Eigenschaft,  sobald  der 
oben  erwähnte  Kreis  $  die  Mittelpunktslinie  fßt  in  zwei  reellen 
Punkten  R  und  S  triflt.  In  diesem  Falle  sind  die  Punkte  R  und 
S  selbst  Nullkreise  der  Kreisschaar,  d.  h.  solche  Ortskreise  des 
Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten,  für  welche  der  Radius 
Null  ist;  dieser  Fall  tritt  bekanntlich  nur  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ein;  die  Punkte  R  und  S  sind  also  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
in  der  Kegelschnittschaar  vorkommen  können;  sobald 
die  Punkte  R  und  S  imaginär  sind,  giebt  es  keine 
gleichseitige  Hyperbel  in  der  Kegelschnittschaar. 

Wir  haben  hieraus  zu  gleicher  Zeit  ersehen,  dass  in  einer 
Kegelschnittschaar  im  AUgememen  zwei  gleichseitige  Hyperbeln 
vorkommen  und  wie  die  Mittelpunkte  derselben  zu  finden  sind. 
Wir  können  jetzt  eine  von  den  vier  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
seits  verändern  und  den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln  aufsuchen,  welche  einem  gegebenen  Dreiseit  einbe- 
schrieben sind.  Seien  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseits  aa,  bß,  cy  und  die  Diagonalpunkte  xyz  (Fig.  64),  so 
könneü  wir  jetzt  die  Seite  aßy  verändern  und  nur  das  Dreiseit 
ah  c  festhalten ;  ohne  indessen  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun, 
können  wir  die  vierte  Seite  aj5y  so  bewegen,  dass  der  Punkt  a 
fest  bleibt,  denn  welches  auch  die  dem  Dreiseit  ahc  einbeschrie- 
benc  gleichseitige  Hyperbel  sei,  immer  wird  sich  aus  einem  Punkte 
a  der  Tangente  h  c  eine  und  nur  noch  eine  Tangente  legen  las- 
sen; wir  halten  also  den  Punkt  a  fest  und  drehen  die  vierte 
Seite  aßy  des  vollständigen  Vierseits  um  a;  sind  dann  m^m^m^ 
rcsp.  die  Mitten  der  Diagonalen  aa,'bß,  cy,  welche  in  der  Mittel- 
punktslinie 3R  liegen,  so  bleibt  m^  bei  der  Bewegung  fest;  die 
Mittelpunktslinie  Wl  dreht  sich  also  um  den  festen  Punkt  m^ ;  das 
Tripel  xyz  verändert  sich;   sei  0  der  Mittelpunkt  des  um  das- 
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selbe  beschriebenen  Kreises  und  möge  dieser  Kreis  die  Mittel- 
punktslinie 9)1  in  den  Punkten  R  und  S  treffen,    so  wird  das 

(Fig.  64.) 


Perpendikel  aus  0  auf  äJl  in  m  die  Sehne  RS  halbiren;  das  Per- 
pendikel Om  ist  aber  unsere  oben  gefundene  Potenzlinie,  oder 
die  Leitlinie  der  einzigen  Parabel;  diese  Gerade  enthält  die  Höben- 
punkte  der  vier  Dreiseite;  von  den  vier  Dreiseiten  bleibt  nur  das 
Dreiseit  ab  c  fest,  dessen  Höhenpunkt  H  sei;  das  Perpendikel  Om 
dreht  sich  also  bei  der  Bewegung  um  den  festen  Punkt  E]  folg- 
lich ist  der  Ort  des  Punktes  m  ein  Kreis,  welcher  die  festen 
Punkte  B  und  m^  zu  Endpunkten   eines  Durchmessers  hat,  also: 

Da  nun  m  die  Mitte  der  Sehne  RS  ist,  so  folgt: 

Rm  =  mS      oder       Rm  -f  Sm  =  0     und 
m^m  =  m^R  +  Rm  =  m^S  +  Sm 
m^m'^=:  [m^R  -f  Äw)  (m,  5  +  Sm) 

=  m^R  .  m^S  +  m^R  ,  Sm  +  m^S ,Rm  +  mR.mS 

z=:m^R  .m^S  +  Rm.RS  —  Rm^ 

=  m|  Ä  .  m^  S  +  i?  m^, 
also  haben  wir: 

Em^  +  Rm^  =  Em^^  —  m^R  .  m^S 
HR'^  =  E^  =  Em^^  —  m^R.m^S. 
Nun  ist  aber  m^R  .m^S  gleich  der  Potenz  des  Punktes  m,  in 
Bezug  auf  den  Kreis  0,  und  da  dieser  durch  y  und  z  geht,  auch 
gleich  m^y.m^z;  da  aber  y  und  z  harmonisch  liegen  zu  dem 
Paar  Gegenecken  a  und  a,  deren  Mitte  m^  ist,  so  haben  wir 
gleichzeitig  m^y  .m^z  =  m^ a^  s=3  m^ «^  also : 
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HR^  =  HS^  =  Hm^^  ^m^a^  t=z  const.; 
die  Punkte  R  und  S  beschreiben  also  bei  der  Bewegung  einen 
Kreis  um  den  festen  Punkt  H,  denn  ihr  Abstand  von  H  ist  un- 
verändert und  der  Radius  dieses  Kreises  wird  leicht  zu  epmitteln 
sein ;  schlagen  wir  nämlich  über  a  u  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  m^  und  dessen  Radius  m^a  sein  wird,  so  ist 
die  Potenz  des  Punktes  U  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  gleich 
Hm^  —  m^a'^\  es  schneidet  aber  Ha  den  gedachten  Kreis  zum 
anderen  Male  in  demjenigen  Punkte  a^  welcher  der  Fusspunkt 
des  aus  a  auf  &c  herabgelassenen  Perpendikels  ist;  wenn  daher 
die  Fusspunkte  der  Höhen  des  Dreiecks  ahc  mit  a^h^c^  bezeich- 
net werden,  so  ist: 

Ha  .  Ha^  =  Hb  .  Hb^  =  Hc  .  Hc^  =  r« 
und  r  der  Radius  des  gesuchten  Kreises.  Das  Quadrat  des  Ra- 
dius dieses  Kreises  ist  nur  positiv,  also  der  Kreis  nur  reell,  wenn 
a  und  a\  ebenso  b  und  b^,  c  und  c^  auf  derselben  Seite  von  H 
liegen,  wenn  also  J7  ausserhalb  des  Dreiecks  abc  liegt,  oder  was 
dasselbe  sagt,  wenn  das  Dreieck  abc  stumpfwinklig  ist;  er  re- 
ducirt  sich  auf  einen  Punkt  beim  rechtwinkligen  Dreieck  und 
wird  imaginär  beim  spitzwinkligen.  Dieser  Kreis  hat  ferner,  wie 
unmittelbar  aus  den  Polar-Eigenschaften  hervorgeht,  zu  dem  Drei- 
eck abc  die  Beziehung,  dass  letzteres  ein  Tripel -Dreieck  für 
diesen  Kreis  ist,  welcher  daher  „der  dem  Dreieck  konjugirte 
Kreis"  heisst.     Wir  haben  mithin  folgenden  Satz:"^) 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  demselben  Dreiseit  einbeschrieben  sind,  liegen 
auf  einem  Kreise,  der  den  Höhenpunkt  des  Dreiseits 
zu  seinem  Mittelpunkte  hat  und  die  Ecken  des  Drei- 
seits zu  einen)  Tripel  konjugirter  Punkte;  dieser  Kreis 
ist  nur  dann  reell,  wenn  das  Dreiseit  stumpfwinklig  ist,  und  das 
Quadrat  seines  Radius  ist  alsdann  gleich  dem  konstanten  Rechteck 
aus  den  Abständen  des  Höhenpunktes  von  jeder  Ecke  und  der 
gegenüberliegenden  Seite  des  Dreiseits.  Es  kann  also  auch  nur 
einem  stumpfwinkligen  Dreiseit  eine  gleichseitige  Hyperbel  ein- 
beschrieben werden.  Hieraus  folgt  nun  die  Beantwortung  der 
Frage,  welche  sich  in  §  43  darbot;   dort  handelte  es  sich  näm- 

*)  „Vermischte  Sätze  und  Aufgaben*'  von  J.  Steiner  im  55.  Bde. 
des  Crelle  -  Borchardt^schcn  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathe^ 
maük,  Seite  371. 
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lieh  darum,  den  Ort  des  Projektionspunktes  B  zu  finden,  damit 
auf  zwei  gegebenen  Trägern  21  und  31^  zwei  solche  perspektivi- 
sche Punktreihen  durch  B  hervorgerufen  werden,  welche  nach 
gegebener  Verschiebung  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen.  Die 
Paralielstrahlen  durch  B  bestimmen  die  Punkte  t  und  q^  auf  den 
Trägern  und  nach  der  Verschiebung  behalten  diese  Punkte  ihre 
Eigenschaft,  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  zu  sein; 
treuen  sich  also  die  Parallelstrahlen  nach  der  Verschiebung  in 
B^y  so  hat  B^  zu  den  Trägern  %  und  2li  dieselbe  relative  Lage, 
wie  B  zu  zwei  mit  %  und  3li  gezogenen  Parallelen,  die  durch 
die  parallele  Verschiebung  nach  2(  und  31^  gelangen  wurden:  der 
Ort  von  B^  wird  alsQ  dem  Orte  von  B  gleich  sein,  nur  in  der 
angedeuteten  Weise  verschoben;  der  Ort  von  B^  ist  ferner  ähn- 
lich und  ähnlich -liegend  mit  dem  Orte  der  Mitte  der  Diagonale 
rqi  des  veränderlichen  Parallelogramms,  d.  h.  dem  Orte  des 
Mittelpunktes  M  des  erzeugten  Kegelschnitts,  denn  es  ist,  wenn 
c  den  festen  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  bezeichnet, 

c^^  =  2.  eilf; 
da  der  Ort  von  M ,  wie  wir  eben  gesehen  haben,   ein  Kreis  ist, 
so  ist  es  auch  der  Ort  von  B^   und  also   auch  der  Ort  von  B, 
dessen  Lage  bereits  früher  angegeben  ist  (§  43).  *) 

§  45.     lieber  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar 

enthaltenen  Kegelschnitte. 

Um  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  hinsichtlich  ihrer  beson- 
deren Natur  genauer  zu  erforschen,  suchen  wir  das  dem  Mittel- 
punkte  jedes   Kegelschnitts    zugehörige  Strahlsystem,    d.  h.   das 

*)  Anmerkung.  Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  leicht 
folgender  allgemeinere  Satz:  Konstruirt  man  für  jeden  einem  be- 
liebigen Dreiseit  abc  einbeschriebenen  Kegelschnitt  den 
Ortskreis,  welcher  die  Schnittpunkte  je  zweier  rechtwink- 
liger Tangenten  enthält,  so  schneiden  alle  diese  Kreise 
denjenigen  Kreis  rechtwinklig,  für  welchen  das  Dreieck  öftc 
ein  Tripel-Dreieck  ist  (d.  h.  den  Kreis,  welcher  die  Mittel- 
punkte aller  demDreiseit  einbeschriebenen  gleichseitigen 
Hyperbeln  enthält);  wenn  also  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  so 
ist  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Halbaxen  (ä*  +  6*)  gleich  der  Potenz 
des  Mittelpunktes  der  Ellipse  in  Bezug  auf  den  Kreis,  für  welchen  das 
Dreiseit  ein  Tripel  ist,  dessen  Centrum  in  dem  Höhenpunkte  des  Drei- 
seits  liegt  u.  s.  w.  (Faure,  Nouvell es  Annales  de  math^matiques,  tome 
XX  p.  56). 
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System  der  konjugirten  Durchmesser  für  jeden  Kegelschnitt  der 
Schaar  zu  bestimmen;  je  nachdem  dasselbe  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch ist,  wird  nämlich  der  Kegelschnitt  Ellipse  oder  Hyperbel 
sein,  und  insbesondere  ist  er  Kreis  oder  gleichseitige  Hyperbel, 
wenn  sein  System  konjugirter  Durchmesser  ein  Kreissystem  oder 
ein  hyperbolisch-gleichseitiges  Strahlsystem,  endlich  Parabel,  wenn 
es  ein  parabolisches  Strahlsystem  ist.  Um  das  System  der  kon* 
jugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  dessen  Mittelpunkt  m 
gegeben  ist,  zu  erhalten,  reicht  die  Kenntniss  eines  Tripels  kon- 
jugirter Punkte  xyz  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  aus;  denn 
ziehen  wir  mx  und  durch  m  eine  Parallele  zu  yz,  so  ist  dies  ein 
Paar  konjugirter  Durchmesser,  weil  es  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist;  denn  der  unendlich -ent- 
fernte Punkt  auf  yz  ist  der  Pol  zu  mx;  ziehen  wir  zweitens  my 
und  eine  Parallele  durch  m  zu  zx,  so  erhalten  wir  ein  zweites 
Paar  konjugirter  Durchmesser  und  in  gleicher  Weise  ein  drittes 
Paar;  zwei  Paar  konjugirte  Durchmesser  bestimmen  schon  das  ganze 
Strahlsystem  und  wir  bedürfen  des  dritten  Paares  nicht  mehr. 

Sobald  der  Mittelpunkt  m  eines  Kegelschnitts  und  ein  Tripel 
konjugirter  Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  gegeben  ist,  ist 
derselbe  nicht  nur  seiner  Art  nach,  sondern  überhaupt  vollstän- 
dig bestimmt;  denn  ziehen  wir  mx,  my,  mz,  welche  Strahlen  die 
Gegenseiten  yz,  zx,  xy  resp.  in  §i?f  treffen,  so  bestimmen  x^ 
ein  Punktsystem,  dessen  Mittelpunkt  m  ist;  die  Äsymptotenpunkte 
der  drei  Punktsysteme  auf  mx,  my,  mz  liegen  aber  auf  einem 
Kegelschnitt,  welcher  m  zum  Mittelpunkt  und  xyz  zum  Tripel 
konjugirter  Punkte  hat;  denn  da  a:£  und  yri  zwei  Paare  konju- 
girte Punkte  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  sind,  so  muss  auch 
{§  31)  z  und  der  Schnittpunkt  [xy,  §»?)  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  sein ;  anderseits  sind  aber  z  und  S  ein  zweites  Paar  kon- 
jugirter Punkte,  folglich  ist  xy  die  Polare  von  z  u.  s.  f.  Der 
Kegelschnitt  ist  nun  eigentlich  durch  die  drei  Punktsysteme  mehr, 
als  bestimmt;  da  sich  aber  ihre  Träger  in  demselben  Punkt  m 
treffen,  welcher  Mittelpunkt  für  alle  drei  Punktsysteme  ist,  so 
widersprechen  sich  die  ihn  bestimmenden  Bedingungen  nicht. 
Nur  für  den  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  alle  hyperbolisch 
sind,  galt  die  vorige  Bestimmung  des  Kegelschnitts;  alle  drei 
können  nicht  elliptisch  sein ,  weil  nothwendig  von  drei  Tripelpunk- 
ten  xyz  einer  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen  muss,  also  seine 
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Verbindungslinie  mit  m  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten 
treffen  niuss  (§  30).  Umgekehrt,  wären  bei  willkührlicher  Annahme 
von  m,  X,  y,  z  alle  drei  Punktsysteme  elliptisch,  so  müsste  der 
gesuchte  Kegelschnitt  ganz  imaginär  sein;  wohl  aber  kann  von  den 
drei  Punktsystemen  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern 
elliptisch,  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbo- 
lisch sein,  allerdings  nur  bei  der  Hyperbel,  für  welche  ausser- 
dem auch  der  erste  Fall,  dass  alle  drei  hyperbolisch  sind,  ein- 
treten kann.  Für  die  Hyperbel  muss  nun  das  Strahlsystem  der 
konjugirten  Durchmesser,  welches  in  m  bekannt  ist,  hyperbolisch 
sein ;  seine  beiden  Asymptoten  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel, 
und  da  ausserdem  noch  ein  Punktenpaar  auf  einem  Durchmesser  mx 
allemal  reell  ist,  so  ist  die  Hyperbel  ebenfalls  als  bekannt  anzusehen. 
Bei  willkührlicher  Annahme  von  m,  x,  y,  z  gestaltet  sich 
das  Kriterium,  ob  der  Kegelschnitt  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  in 
folgender  Art: 

Die  Seiten  desDreiecks  xyz  theilen  die  ganzeEbene 

in    7    Räume,    den    endlichen    Drei- 
ecksraum (ß),  die  drei  den  Ecken  an- 
liegenden Scheitelräume   ^^  ^2  ^3  ^^^ 
die     drei     den     Seiten     anliegenden 
Räume  hih^h^.    Liegt  der   angenom- 
mene Mittelpunkt  m  in  e,  so  giebt  es  keinen  reellen 
Kegelschnitt;  liegt  er  in  e^e2e.^,  so  giebt  es  einen   und 
derselbe    ist  Ellipse;    liegt    endlich  m  in    einem    der 
Räume  ^^^2^3'  ^^  giebt  es  ebenfalls  einen  reellen  Kegel- 
schnitt und  derselbe  ist  Hyperbel.   (Vgl.  §§  57  und  61.) 
Die    Kegelschnittschaar    hat    ein    allen    Kegelschnitten    ge- 
meinschaftliches Tripel  konjugirter  Punkte:   das  Diagonaldreiedi 
xyz  des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Scbaar 
gebildeten  vollständigen   Vierseits  (§  30),   und  ferner  liegen   die 
Mittelpunkte  m  aller  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  einer  Geraden 
äR,  der  Mittelpunktslinie  (§  43),  und  erfüllen  dieselbe;  die  Strah- 
len mx   und  my  beschreiben  also  zwei  perspektivische  Strahl- 
büschel, während  der  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  die 
ganze  Schaar  durchläuft,  und  die  konjugirten  Durchmesser  zu  mx 
und  my  behalten  konstante  Richtung.     Wir  denken  uns  nun  die 
Durchmessersysteme  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  parallel 
mit  sich  nach  einem  und  demselben  Punkte  o  der  Ebene  hin 
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verschoben  mit  Beibehaltung  ihrer  Richtung  und  legen  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  C  durch  den  Punkt  o;  äann  liefert  jedes 
der  nach  o  verlegten  Strahlsysteme  der  konjugirten  Durchmesser 
einen  bestimmten  Punkt  P  in  der  Ebene;  denn  bekanntlich  schnei- 
den die  Paare  konjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  liegt.  Sehnen 
in  dem  Kegelschnitte  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  Punkt 
P  laufen  (§  31) ;  dieser  Punkt  ist  schon  durch  zwei  Strahlenpaare 
bestimmt;  ziehen  wir  also  durch  o  eine  Parallele  in  yz,  welche 
den  Hulfskegelschnitt  C  in  «  triflt,  eine  Parallele  zu  zx,  welche 
ihn  in  ß  trilll;  ziehen  wir  ferner  durch  o  zwei  Parallele  zu  xm 
und  ym,  welche  den  Hulfskegelschnitt  in  a}  und  ß^  treffen,  so 
\^1rd  der  Schnittpunkt  von  aa}  und  ßß^  der  Punkt  P  sein,  wel- 
cher dem  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  für  den 
Kegelschnitt  (m)  entspricht.  Verändern  wir  jetzt  m  auf  der  Mit- 
telpunktslinie äß,  um  die  ganze  Schaar  zu  erhalten,  so  beschrei- 
ben xm  und  ym  zwei  perspektivische  Strahibuschcl,  folglich  auch 
o^y  und  oß^  zwei  projektivische  Strahlbüschel;  weil  aber  o  und  a 
zwei  feste  Punkte  des  Hülfskegejschnitts  C  sind,  so  werden  oa^ 
und  ua}  zwei  projektivische  Strahlbüschel  beschreiberv,  ebenso 
ojS^  und  ßß^,  folglich  beschreiben  auch  aa*  und  ßß^  zwei  pro- 
jektivische Strahl büschel;  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  P  ist  also 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  C^,  welcher  durch  a  und  ß  geht;  dass 
er  auch  durch  y,  den  Schnittpunkt  eines  parallel  mit  xy  durch 
0  gezogenen  Strahles  mit  dem  Kegelschnitte  C  hindurchgeht,  ist 
einleuchtend,  da  wir  statt  a  und  ß  auch  u  und  y  oder  ß  und  y 
hätten  wählen  können;  es  geht  auch  daraus  hervor,  dass,  wenn 
m  insbesondere  in  den  Schnittpunkt  der  Mittelpunktslinie  SDl  mit 
xy  rückt,  der  Punkt  P  nach  y  gelangt.  Es  ist  nun  auch  leicht, 
den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  C  und  C^  zu  finden; 
gelangt  nämlich  m  insbesondere  nach  dem  unendlich  -  entfernten 
Punkte  der  Mittelpunktslinie  9)1,  so  wird  der  Punkt  P  die  Lage 
eines  Punktes  S  annehmen ,  welches  der  Schnittpunkt  einer  durch 
0  zur  Mittelpunktsiinie  SUSI  gezogenen  Parallelen  mit  dem  Hiilfs- 
kegelschnitte  C  ist.  Die  Kegelschnitte  C  und  C^  begegnen  sich 
also  in  den  leicht  anggebbaren  vier  Punkten  a  ßy  d.  Wir  haben 
demnach  zunächst  folgenden  Sata  gefunden: 

Verschiebt  man  die  Slrahlsystemc  der  konjugirten 
Durchmesser     für    sämmtliche     Kegelschnitte     einer 
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Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  mit 
Beibehaltung  ihrer  Richtung  (ohne  Drehung)  nach 
einem  Punkte  o  eines  beliebigen  Regelschnitts  C,  so 
bestimmt  jedes  Strahlsystem  einen  Punkt  P  in  der 
Ebene,  durch  welchen  die  Durchbohrungssehnen  je- 
des Paares  konjugirt  er  Strahlen  laufen;  derOrtsämmt- 
licher  Punkte  P  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  ist 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  Cj,  der  insbesondere  mit 
C  diejenigen  vier  Punkte  gemein  hat,  in  welchen  die 
durch  0  mit  den  drei  Diagonalen  des  Vierseits  und 
der  Mittelpunktslinie  Sfi  gezogenen  Parallelen  dem 
Kegelschnitt  C  begegnen. 

Ist  der  Kegelschnitt  C^  einmal  ermittelt,  so  haben  wir  eine 
leicht  übersehbare  Abhängigkeit  einerseits  zwischen  den  Regel- 
schnitten der  Schaar  oder  ihren  Mittelpunkten  m  auf  9M  und 
ihren  zugehörigen  Durchmessersystemen  und  anderseits  den  sämmt- 
lichen  Punkten  P  des  Kegelschnitts  C^ ;  jeder  Punkt  dieses  Regel- 
schnitts als  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  aufgefasst  liefert 
nämlich  Strahlen,  welche  den  Hülfsk egelschnitt  C  in  Punktenpaa- 
ren treffen,  und  diese  mit  o  verbunden  geben  je  ein  Strahlsystem, 
welches  dem  Durchmessersystem  eines  bestimmten  Kegelschnitts 
der  Schaar  parallel  läuft;  oder  auch:  Die  Mittelpunktslinie  % 
welche  die  Mitten  m^m^m^  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits  ent- 
hält und  deren  unendlich-entfernten  Punkt  viir  mit  m^  bezeichnen 
wollen ,  wird  durch  die  vier  Punkte  m^  mj  mg  m^  in  vier  Stucke 
zerschnitten  und  anderseits  zerfällt  der  Kegelschnitt  C^  durch  die 
vier  in  ihm  enthaltenen  Punkte  aß  yd  in  vier  Stücke  (falls  er 
eine  Hyperbel  ist,  muss  dieselbe  als  zusammenhängende  Kurve  in 
dem  früher  (§  26)  angegebenen  Sinne  aufgefasst  werden) ;  alsdann 
enthalten  die  Strecken  zwischen  m^  mj ,  Wj  ^3 ,  m<^  m^ ,  m^  m^  die 
Mittelpunkte  derjenigen  Kegelschnitte  der  Schaar,  deren  Dorch- 
messersystem  nach  0  verlegt  Punkte  P  liefern,  welche  beziehungs- 
weise die  Stücke  a|5,  ßy,  yö,  ^a*  des  Kegelschnitts  C^  erfüllen 
(Fig.  65).  Für  die  besonderen  Punkte  a  ßy  d  selbst  wird  das 
Strahlsystem  parabolisch,  die  vier  Kegelschnitte,  welche  diesen 
Punkten  entsprechen,  müssen  also  Parabeln  sein;  dies  ist  in  der 
That  der  Fall,  obwohl  nur  der  ehizige  dem  Punkt  d  entsprechende 
Kegelschnitt  eine  eigentliche  Parabel  ist;  die  den  drei  Punkten 
aßy  entsprechenden  Kegelschnitte  der  Schaar  sind  aber  die  drei 
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Punktenpaare  (drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits) 
und  ein  solches  Punktenpaar  oder  die  doppelt  ge<1achte  Verbin- 
dungslinie desselben  kann  nicht  blos,  wie  wir  gesehen  haben ,  als 
Ellipse  oder  Hyperbel  (mit    einer   verschwindend  kleinen  Axe), 

(Fig.  65.) 


\     - 


3» 

sondern  ebensowohl  als  eine  specielle  Parabel  aufgefasst  werden, 
denn  sie  hat  zwei  zusammenfallende  unendlich  -  entfernte  Punkte, 
was  das  charakteristische  Merkmal  der  Parabel  ist;  auch  trat 
schon  bei  der  Betrachtung  der  Parabelschaar  (§  43)  eine  solche 
Doppellinie  als  specielle  Parabel  auf.  Je  nachdem  nun  der  Punkt 
P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Hulfskegelschnitts  Cliegt,  ist  das 
Strahlsystem  in  o  oder  das  mit  ihm  parallele  Durchmessersystem 
des  Kegelschnitts  der  Schaar  elliptisch  oder  hyperbolisch,  dieser 
Kegelschnitt  selbst  also  auch  Ellipse  oder  Hyperbel.  Wir  erken- 
nen hieraus  das  bereits  früher  (§  43)  gefundene  Resultat,  dass 
die  Kegelschnittschaar  im  Allgemeinen  aus  zwei  Gruppen  Ellipsen 
und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  besteht,  welche  mit  einander  ab- 
wechseln, so  dass  auf  eine  Gruppe  Ellipsen  eine  Gruppe  Hyper- 
beln u.  s.  w.  folgt,  und  dass  diese  vier  Gruppen  durch  die  vier 
erwähnten  Parabeln  von  einander  getrennt  werden,  denn  sobald 
der  Kegelschnitt  C^  durch  einen  der  vier  Schnittpunkte  aßyd 
geht,  tritt  er  entweder  aus  der  Region  innerhalb  des  Kegelschnitts 
C  in  die  ausserhalb  desselben  oder  umgekehrt  (mit  Ausnahme  des 
besonderen  Falles,  dass  zwei  von  den  vier  Punkten  zusammenfallen). 
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Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  beliebigen  Kegelschnittes  der  Schaar  parallel  nach  o  ver- 
schoben, so  wird  die  Durchbohrungssehne  in  dem  Kegelschuitt  C 
den  Kegelschnitt  C^  im  Allgemeinen  und  höchstens  In  zwei  Punk- 
ten P  und  P^  treffen ,  welche  zwei  bestimmten  Kegelschnitten  der 
Schaar  entsprechen;  jedes  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  Kegelschnittes  der  Schaar  ist  also,  im  Allge- 
meinen, mit  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  der  übrigen  parallel;  daher  haben  die  Kegel- 
schnitte insbesondere  auch  paarweise  parallele  Axen; 
solche  Paare  von  Kegelschnitten  mit  parallelen  Axen  erhalten  wir 
in  der  Weise,  dass  wir  nach  o  ein  Kreissystem  verlegen,  dessen 
Durchbohrungssehnen  in  C  durch  einen  festen  Punkt  fi  laufen; 
jeder  durch  (i  gezogene  Strahl  trifft  C^  in  zwei  solchen  Punkten 
P  und  P\  deren  entsprechende  Kegelschnitte  der  Schaar  paral- 
lele Axen  haben,  denn  jede  durch  (i  gezogene  Sehne  bestimmt 
in  C  zwei  Punkte,  die  mit  o  verbunden  die  Richtungen  der 
Axen  liefern.  Es  kann  aber  insbesondere  vorkommen,  dass  die 
Schnittpunkte  P  und  P^  zusammenfallen  oder  ihre  Verbindungs- 
linie eine  Tangente  des  Kegelschnitts  C^  ist,  und  zwar  giebt  es 
durch  jeden  Punkt  P  eine  bestimmte  Tangente  an  C^ ;  eine  solche 
liefert  als  Sehne  in  C  zwei  Schnittpunkte,  die  mit  o  verbunden 
ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser  des  dem  P  entspre- 
chenden Kegelschnitts  bestimmen;  mit  diesem  Paare  wird  kein 
Paar  konjugirter  Durchmesser  irgend  eines  andern  Kegelschnittes 
der  Schaar  parallel  sein;  also  jeder  Kegelschnitt  der  Schaar 
hat  ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser, 
welches  mit  keinem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
irgend  eines  der  übrigen  parallel  ist,  und  es  giebt,  im 
Allgemeinen,  zwei  Kegelschnitte,  bei  denen  dies  be- 
sondere Paar  die  Axen  sind;  die  beiden  aus  dem  Punkte f( 
an  den  Kegelschnitt  C^  gelegten  Tangenten  haben  nämlich  za 
Berührungspunkten  die  besonderen  Punkte  P,  deren  entsprechende 
Kegelschnitte  der  Schaar  das  besondere  Paar  konjugirter  Durch- 
messer zu  Axen  haben. 

Um  zu  ermitteln,  ob  und  wie  viel  gleichseitige  Hyper- 
beln in  der  Kegelschnittschaar  enthalten  sind,  denken  wir  uns 
in  den  Schnittpunkten  der  durch  (i  gezogenen  Sehnen  mit  dem 
Kegelschnitt   C  Tangentenpaare   an    dem   letzteren,    die  sich  in 
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Punkten  schneiden,  welche  auf  der  Polare  von  fi  in  Bezug  auf 
C  liegen ;  diese  Polare  £  wird  nun  den  Kegelschnitt  C^  im  Allge- 
meinen in  zwei  Punkten  P  und  P^  treffen;  jeder  derselben  hat 
die  Eigenschaft,  dass  sein  Tangentenpaar  an  C  in  zwei  Punkten 
berührt,  die  mit  o  verbunden  zwei  rechtwinklige  Strahlen  lie- 
fern; diese  sind  aber  die  Asymptoten  des  Strahlsystems,  welches 
dem  P  zugehört;  es  ist  ein  hyperbolisch -gleichseitiges,  weil 
seine  beiden  Asymptoten  Rechtwinklig  zu  einander  sind;  jene  bei- 
den Schnittpunkte  der  Geraden  £  mit  dem  Kegelschnitt  C^  be- 
stimmen also  zwei  solche  Punkte  P,  dass  die  ihnen  entsprechen- 
den Kegelschnitte  der  Schaar  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  es 
giebt  mithin  in  der  Kegelschnittschaar  zwei  oder  keine  oder  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  je  nachdem  £  und  C^  sich  schneiden  oder 
nicht  treffen  oder  berühren.    (Vergl.  §  44.) 

Insbesondere  kann  die  Kegelschnittschaar  nur  einen  Kreis 
enthalten,  w'enn  der  Kegelschnitt  C^  durch  den  Punkt  fi  geht,  für 
welchen  das  Strahlsystem  in  o  ein  Kreissystem  wird.  Sollen  zwei 
Kreise  in  der  Kegelschnittschaar  vorkommen,  so  muss  der  Ke- 
gelschnitt Cj  in  fi  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  in  ein  Linien- 
paar zerfallen ;  suchen  wir  daher  überhaupt  die  Bedingungen  auf, 
damit  der  Kegelschnitt  C^  zerfalle;  dies  wird  dann  eintreten,  wenn 
die  beiden  den  Kegelschnitt  C^  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
büschel (a)  und  (ß)  perspektivisch  liegen,  also  in  die  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  entsprechende  Strahlen  hineinfallen; 
dies  ist  aber  wieder  nur  möglich,  wenn  die  Bichtungen  von 
^2^:  und  ^2^  zusammenfallen  oder  die  Mittelpunktslinie  SR  mit 
der  Diagonale  xy  koincidirt;  dann  fällt  aber  m^  in  x  und  m^  in 
y  hinein,  und  da  m2  die  Mitte  zweier  Gegenecken  des  vollständi- 
gen Vierseits  ist,  welche  mit  x  und  z  harmonisch  liegen,  so 
muss,  da  x  in  die  Mitte  zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten 
fällt,  der  vierte  harmonische  Punkt  z  in  die  Unendlichkeit  gehen ; 
ebenso  auf  der  Diagonale  yz;  also  das  ursprünglich  gegebene 
Vierseit  muss  die  Eigenschaft  haben,  dass  zwei  Diagonalen  des- 
selben parallel  laufen,  wobei  die  Mittelpunktslinie  2R  mit  der 
dritten  Diagonale  zusammenfällt.  Der  Kegelschnitt  C^  reducirt 
sich  dann,  weil  aß  zusammenfallen  und  auch  yd  zusammen- 
fallen, also  zwei  Doppelpunkte  in  ihm  vorkommen,  auf  die  dop- 
pelt zu  zählende  Verbindungslinie  derselben  und  enthält  nicht 
nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Doppelpunkte.     Ein  Doppel- 
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punkt  des  Kegelschnitls  C^  liefert  nun  in  o  z\\ei  gleiche  auf  ein- 
ander fallende  Strahlsysteme,  entspricht  also  in  der  Kegelschnitt- 
schaar  zwei  Kegelschnitten,  deren  Durchmessersysteme  gleich  und 
gleichgerichtet  sind;  zwei  solche  Kegelschnitte  heissen  ähnlicli 
und  ähnlich-liegend;  wir  schliessen  also: 

Unter  den  gesammten  Kegelschnitten  der  Schaar, 
giebt  es  im  Allgemeinen  keine  zwei,  welche  ähnlich 
und  ähnlich-liegend  sind;  wenn  es  aber  insbesondere 
ein  solches  Paar  giebt,  so  sind  alle  übrigen  auch  paar- 
weise ähnlich  und  ähnlich-liegend;  dieser  besondere 
Fall  tritt  ein,  wenn  zwei  Diagonalen  des  Vierseits 
parallel  sind,  wo  dann  die  Mittelpunktslinie  Wt  mit 
der  dritten  Diagonale  zusammenfällt.  Der  Kegelschnitt 
Cj  degenerirt  dabei  in  eine  doppelte  gerade  Linie ;  geht  diese 
insbesondere  noch  durch  den  Punkten,  so  giebt  es  zwei  Kreise 
in  der  Kegelschnittschaar,  welche  ebenfalls  als  ein  Paar  ähnliche 
und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  aufzufassen  sind.  (Wir  über- 
lassen dem  Leser  die  Untersuchung  eines  andern  Falles,  in 
welchem  gleicherweise  die  Richtungen  m2X  und  mj^  auf  ein- 
ander fallen,  wenn  nämlich  y  mit  x  coincidirt;  alsdann  entsteht 
ein  besonderes  Vierseit,  von  welchem  zwei  Seilen  zusammenfallen 
und  auch  zwei  Diagonalen  auf  dieselben;  die  Kegelschnitte  dieser 
speciellen  Schaar  berühren  sämmtlich  eine  Gerade  (das  zusam- 
menfallende [Seiteopaar)  in  einem  und  demselben  festen  Punkte 
und  ausserdem  zwei  andere  Gerade;  die  Mittelpunktslinie  3R  ent- 
hält nur  eine  elliptische  und  zwei  hyperbolische  Regionen;  der 
Kegelschnitt  C^  degenerirt  in  ein  Linienpaar,  dessen  Doppelpunkt 
auf  dem  Kegelschnitt  C  liegt;  es  giebt  also  keine  zwei  ähnliche 
und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  u.  s.  w.;  auch  weitere  Specia- 
lisirutigen  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  obigen  allge- 
meinen Betrachtung.) 

Eine  besondere  Einfachheit  gewinnt  die  Untersuchung ,  wenn 
wir  für  den  beliebig  zu  wählenden  Hülfskegelschnitt  C  einen  Kreis 
annehmen;  für  den  Kreis  wird  nämlich  zunächst  der  Punkt  ^ 
der  Mittelpunkt  und  alle  solche  Punkt  P,  die  gleichweit  vom 
Mittelpunkte  abstehen,  also  auf  einem  concentrischen  Kreise  lie- 
gen, geben  in  o  gleiche  Strahlsysteme,  was  aus  der  in  §  42  ge- 
machten Bemerkung  hervorgeht,  indem  einerseits  das  Tangenten- 
paar aus  P  an  den  Kreis  zwei  Berührungspunkte  liefert,  welche 
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mit  o  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahl  Systems  geben,  oder 
anderseits  die  durch  P  gezogene  kleinste  Sehne  des  Kreises  den- 
selben in  zwei  Tunkten  trilTl,  welche  mit  o  verbunden  das  den 
gleichen  koajugirten  Durchmessern  entsprechende  Strahlenpaar 
liefern  {gh^  und  hg,),  deren  Halbirungsslrahlen  die  Aien  sind. 
Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  erkennen  wir,  üass  irgend  ein  mit 
dem  Kreise  C  concentrisclier  Kreis  im  Allgemeinen  den  Kegel- 
schnitt C|  in  vier  solchen  Punkten  P  treffen  wird,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  ähnlich  (aber  nicht  ähnlich-liegend)  sind, 
weil  die  diesen  vier  Kegelschnitten  der  Schaar  zugehörigen  Durch- 
messersysteme gleich  sind,  und  zwar  wird,  wenn  wir  den  Radius 
eines  solchen  mit  dem  ursprünglichen  concentrisch  angenommenen 
Kreises  verändern,  ein  Kreis,  dessen  Radius  grösser  ist  als  der 
?on  C,  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten  den  Kegelschnitt  C,  tref- 
fen, welche  vier  ähnliche  Hyperbeln  der  Kegelschnitlschaar  lie- 
fern, während  ein  Kreis,  dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  von  C, 
immer  in  vier  solchen  Punkten  trifit,  welche  vier  ähnliche  Ellipsen 
der  Kegelschnitlschaar  liefern;  auch  ist  ersichtlich,  dass  von  die- 
sen vier  ähnlichen  Kegelschnitten  immer  zwei  einer  der  vier  oben 
hervorgehobenen  Gruppen  und  die  beiden  andern  der  zweiten 
gleichartigen  Gruppe  angehören ;  doch  treten  bei  der  stetigen  Ver- 
änderung des  mit  C  concentrisehen  Kreises  gewisse  Grenzen  auf. 
welche  zu  alleinstehenden  Kegelschnitten  führen  oder  bei  denen 
ein  solches  Paar  in  einen  einzigen  Kegelschnitt  zusammenfällt. 
Im  Allgemeinen  wird  es  bei  jeder  der  vier  Gruppen  in  der  Kcgel- 
scli  nilisch  aar  ein  Mal  vorkommen,  dass  die  beiden  ähnlichen  Ke- 
gelschnitte zusammenfallen,  indem  durch  da»  Wachsen  oder  Ab- 
nehmen des  Radius  eines  mit  C  concentrisehen  Kreises  die  zwei 
Schnittpunkte  desselben  mit  einem  der  vier  Kurvenslücke  aß.,  ßy, 
yS,  Sa  des  Kegelschnitts  Cj  einander  genähert  werden  können, 
Ins  sie  zuletzt  zusammenfallen;  ein  solcher  Kreis  wird  den  Kegel- 
schnitt Cj  berühren,  sein  nach  dem  Derührungspunkle  gezogener 
Radius  vrird  also  eine  Normale  des  Kegelschnitts  C,  sein  und 
Ji^ne  alleinstehenden  Kegelschnitte  werden  daher  bestimmt  durch 
•lie  Pusspunkte  der  Normalen,  welche  sich  iiiis  ili'iii  Miiirl]iiNikti: 
fi  des  Hülfskreises  C  an  den  Kegelschnitt  '',  /jcIuk  l;isf;en.'"]    Iiii-i 


*)  Anmerkung,     Dns   schon   von   ApollniiiiiE!  guliiate  Pul 
„Durch  einen  gegebenen  Punkt  an  oiiu^ii  gi^Kober-     " '" 
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Fusspunkte  können  wir  auf  folgende  Weise  ermitteln:  Möge  ein 
solcher  um  den  Mittelpunkt  (i  beschriebener  Kreis  den  Kegel- 
schnitt Ci  in  zwei  Punkten  a^ß^  treffen,  so  wird  die  Mitte  der 
Sehne  a^  ß^  einmal  in  dem  von  (i  auf  dieselbe  gefällten  Perpen- 


die  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  des  Kegelschnitts  mit  einer 
gewissen  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  welcher  wir  in  folgender  Weise 
gelangen  können:  Sei  o  der  gegebene  Punkt  und  m  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kegelschnitts  K,  ferner  p  ein  veränderlicher  PeripherlepuDkt 
desselben,  dann  müsste,  wenn  op  eine  Normale  des  Kegelschnitts  in  p 
wäre,  die  Tangente  in  p  auf  op  senkrecht  stehen;  diese  Tangente  ist 
aber  parallel  mit  dem  zu  mp  konjugirten  Durchmesser;  ziehen  wir  da- 
her einen  beliebigen  Durchmesser  mp  und  fällen  aus  o  auf  den  konja- 
girten  Durchmesser  desselben  ein  Perpendikel,  welches  den  ersteren  in 
X  trifft,  so  wird  der  Ort  von  x  bei  der  Bewegung  von  p  ein  solcher 
sein,  dass  er  durch  die  Fusspunkte  der  aus  o  auf  den  Kegelschnitt  A' 
herabgelassenen  Normalen  hindurchgeht;  dieser  Ort  von  x  ist  leicht 
zu  ermitteln,  denn  während  p  sich  auf  dem  Kegelschnitt  hernmbe- 
wegt,  .beschreibt  der  zu  mp  konjugirte  Durchmesser  mn  ein  Strahl- 
büschel und  da  mp  und  mn  ein  Strahlsystem,  das  konjugirte  Durch- 
messersystem ,  bilden,  sind  die  von  mp  und  mn  beschriebenen  Strabl- 
büschel  projektivisch  (§  17);  die  aus  o  auf  mn  gezogene  Senkrechte 
beschreibt  aber  ein  mit  mn  gleiches  Strahlbüschel,  also  sind  auch  die 
von  mp  und  ox  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  projektivisch, 
mithin  der  Ort  von  x  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  m  und  o  geht; 
dieser  Kegelschnitt  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  insbesondere 
die  zu  den  Axen  des  Kegelschnitts  K  durch  o  gezogenen  Parallelen  nach 
den  unendlich -entfernten  Punkten  des  gefundenen  Kegelschnitts  hin- 
gehen, also  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen.  Die 
gefundene  gleichseitige  Hyperbel  schneidet  nun  den  gegebenen  Kegel- 
schnitt K  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten,  welche  mit  o  verbunden 
die  vier  gesuchten  Normalen  des  Kegelschnitts  sind;  die  vier  Schnitt- 
punkte können  aber  paarweise  zusammenfallen  oder  imaginär  werden, 
wodurch  denn  auch  die  im  Allgemeinen  stattfindenden  vier  Lösungen 
der  Aufgabe  paarweise  zusammenfallen  oder  imaginär  werden.  Ist  der 
gegebene  Kegelschnitt  K  eine  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unend- 
lichen liegt,  so  tritt  eine  leichte  Modifikation  der  vorigen  Konstraktion 
ein;  jeder  zur  Axe  gezogene  Parallelstrahl  hat  zu  seiner  konjugirten 
Richtung  die  Richtung  der  Tangente  in  seinem  endlichen  Schnittpunkte 
mit  der  Parabel.  Auf  diese  ist  also  aus  dem  gegebenen  Punkte  o  im- 
mer ein  Perpendikel  zu  fällen,  welches  jenen  Parallelstrahl  in  x  trifft; 
der  Ort  von  x  bleibt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  einen  ihrer 
unendlich-entfernten  Punkte  mit  der  Parabel  gemeinschaftlich  hat;  die 
andern  drei  Schnittpunkte  sind   die  Fusspunkte   der  drei  aus  o  an  die 

Parabel   zu  ziehenden  Normalen;   die  vierte  Normale  ist  die  von  o  zur 

< 

Parabelaxe  gezogene  Parallele,  also  von  vornherein  bekannt* 
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dikel  liegen  und  anderseits  in  demjenigen  Durchmesser  des  Ke- 
gelschnitts Cj,  welcher  der  Richtung  ct^  ß^  konjugirt  ist;  der  Ort 
des  Mittelpunkts  dieser  Sehne  ist  daher  leicht  zu  bestimmen  : 
Wir  ziehen  durch  den  Mittelpunkt  M  des  gegebenen  Kegelschnitts 
Cj  einen  veränderlichen  Strahl  /  und  den  konjugirten  Durchmes- 
ser l,  aus  dem  festen  Punkte  fi  fällen  wir  auf  /  ein  Perpendikel, 
dessen  Schnittpunkt  mit  A  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ist;  bei  der 
Veränderung  von  /  beschreiben  nun  /  und  A  ein  Strahlsysfem, 
also  zwei  projektivische  Strahlbüschel,  das  Perpendikel  von  fi  auf 
/  ebenfalls  ein  mit  jenem  projektivisches  Strahlbüschel ,  folglich 
ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  Sehne  ein  Kegelschnitt,  welcher 
durch  M  und  fi  geht,  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil, 
wenn  /  und  A  die  Äxen  des  Kegelschnitts  C^  werden,  die  beiden 
unendlich-entfernten  Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  hervor- 
gehen, die  in  zwei  rechtwinkligen  Richtungen  liegen.  Diese 
gleichseitige  Hyperbel  trifft  nun  den  Kegelschnitt  C^  in  solchen 
Punkten,  für  welche  die  gemeinschaftliche  Sehne  a^ß^  den  Werth 
Null  hat,  also  der  um  (i  beschriebene  Kreis  den  Kegelschnitt  C^ 
berührt;  es  giebt  daher  im  Allgemeinen  vier  solche  Kreise,  deren 
Berührungspunkte  die  Fusspunkte  der  aus  fi  an  C^  gezogenen 
Normalen  sind;  diese  Berührungspunkte  haben  zugleich  die  Eigen- 
thümüchkeit,  dass  ihr  Abstand  von  dem  Kreismittelpunkte  fi  un- 
ter den  Abständen  aller  Punkte  P  des  Kegelschnitts  C^  von  dem 
Punkte  fi  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  woraus  folgt,  dass  die 
von  diesen  besonderen  Punkten  P  in  o  hervorgerufenen  Strahl- 
systeme die  Eigenthümlichkeit  besitzen,  dass  sie  entweder  den 
Kreissystemen  am  nächsten  kommen  oder  von  dem  hyperbolisch- 
gleichseitigen  Strahlsystem  am  meisten  abweichen,  da  (§  42)  der 
Winkel  zwischen  den  gleichen  konjugirten  Durchmessern,    oder 

der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  oder  das  Axenverhältniss  — 

für  einen  solchen  Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Hieraus 
folgt,  dass  es  auch  in  der  Kegelschnittschaar  vier  besondere  Ke- 
gelschnitte giebt,  deren  Axenverhältniss  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ist,  und  zwar  in  jeder  Gruppe  Ellipsen  eine  solche,  welche 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  selbst  ein  Kreis 
ist),  und  in  jeder  Gruppe  Hyperbeln  eine  solche,  welche  von  der 
gleichseitigen  am  meisten  abweicht.  Die  Aufgabe,  diese  vier  aus- 
gezeichneten Kegelschnitte   der  Schaar  zu  finden,    ist  nach  dem 
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Vorigen  darauf  zurückgeführt,  aus  einem  gegebenen  Punkte  an 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  Normalen  zu  ziehen,  oder  die 
Durchschnittspunkte  eines  gegebenen  Kegelschnitts  mit  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  zu^  ermitteln;  das  Resultat  der  vorigen 
Untersuchung  lässt  sich  nun  folgenderniassen  zusammenfassen: 

Unter  den  Kegelschnitten  einer  Schaar  von  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  im  Allgemeinen 
imiher  je  vier  einander  ähnlich  und  jede  vier  ähn- 
liche gehören  paarweise  zwei  gleichartigen  Gruppen 
an  (§  43),  so  dass  man  also  auch  sagen  kann,  die  Ke- 
gelschnitte jeder  Gruppe,  für  sich  betrachtet,  seien 
paarweise  ähnlich.  In  jeder  Gruppe  giebt  es  einen 
einzelnen  Kegelschnitt,  welcher  keinem  andern  der- 
selben Gruppe  ähnlich  ist,  und  zwar  in  jeder  derbei- 
den  Gruppen  Ellipsen  ist  dies  eine  solche,  welche 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  ins- 
besondere selbst  ein  Kreis  ist),  in  jeder  der  beiden  Grup- 
pen Hyperbeln  eine  solche  Hyperbel,  welche  unter 
allen  von  der  gleichseitigen  am  meisten  abweicht, 
oder  überhaupt  ein  solcher  Kegelschnitt,  für  welchen 
das  Axenverhältniss  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
(Steiner,  Vermischte  Sätze  und  Aufgaben,  Crelle-Borchardl's 
Journal  Bd.  55,  pag.  374.) 

Wir  haben  bisher  die  Untersuchung  einer  Kegelschnittscbaar 
auf  den  Fall  von  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  be- 
schränkt; die  den  Betrachtungen  in  §§  40  und  41  analogen 
führen  aber  auch  zu  Kegelschnittschaaren  mit  zwei  reellen  und 
zwei  imaginären  oder  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen 
Tangenten.  Für  diese  beiden  Fälle  treten  mitunter  Modifikationen 
der  gefundenen  Eigenschaften  der  Kegelschnittscbaar  ein,  welche 
sich  aus  der  Uebertragung  der  in  §§  40  und  41  angestellten  Be- 
trachtungen ermitteln  lassen;  es  giebt  aber  für  die  nähere  Unter- 
suchung dieser  beiden  Kegelschnittschaaren  noch  ein  einfacheres 
Mittel,  nämlich  die  Polarisation  einer  Kreisschaar  mit  einer  reel- 
len oder  ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante  (Polenzlinie);  da- 
durch, dass  man  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  (oder 
Kreis)  als  Basis  diese  beiden  Gebilde  polarisirt,  erhält  man  ein- 
mal eine  Kegelschnittscbaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
gemeinschaftlichen  Tangenten   und    das  andere  Mal   eine  Kegel- 
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scbiüttschaar  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten. 
Wir  unterlassen  die  Ausführung  dieser  Untersuchung,  welche  sich 
zu  geometrischen  Uebungen  sehr  empfiehlt.     (S.  §  49.) 

§46.    Polar -Eigensohaften  des  Kegelsohnittbüschels. 

Das  in  §  43  gefundene  Resultat,  dass  die  Mittelpunkte  einer 
Kegelschnittschaar  auf  einer  Geraden  liegen,  so  wie  das  schon 
in  §  38  hervorgetretene  Ergebniss,  dass  die  Mittelpunkte  eines 
Buscheis  gleichseitiger  Hyperbeln  auf  einem  Kreise  liegen^  führt 
darauf  hin,  sowohl  für  das  allgemeine  Kegelschnittbüschel  den 
Ort  der  Mittelpunkte  aufzusuchen,  als  auch  in  erweiterter  Fassung, 
da  der  Mittelpunkt  der  Pol  der  unendlich  -  entfernten  Geraden, 
also  nur  ein  besonderer  Fall  des  Poles  irgend  einer  Geraden  in 
der  Ebene  ist,  die  vier  Fragen  zu  beantworten:  Was  ist  der  Ort 
des  Poles  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  und  eines  Büschels?  Was  ist  der  Ort  der 
Polaren  eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  und  einer  Schaar?  wovon  die  beiden 
letzteren  die  polaren  Fragen  der  beiden  ersteren  sind,  also  in 
bekannter  Weise  von  jenen  abhängen. 

Indem  wir  zuvörderst  von  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Mittelpunkten  AB  CD  ausgehen,  wollen  wir  den  Ort  der 
Polaren  eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  ermitteln.  ^id\  xyz  das  Diagonaldreieck  des 
vollständigen  Vierecks  AB  CD  (Fig.  66),  dann  erhalten  wir  nach  §  38 


(Fig.  66.) 


leicht  einen  Kegelschnitt  des  Büschels,   indem   wir  einen  belie- 
bigen Punkt  a  der  Diagonale  yz  mit  A  verbinden  und  diese  Gerade 
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als  Tangente  des  Kegelschnitts  ansehen;  aB  ist  dann  di£  Tangente 
in  P,  und  verbinden  wir  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aA  und 
der  Diagonale  xz  mit  C,  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aB  und 
der  Diagonale  xz  mit  i>,  so  treffen  sich  diese  beiden  Geraden, 
welche  die  Tangenten  in  C  und  D  am  Kegelschnitte  sind^  auf  der 
Diagonale  yz  in  einem  Punkte  o:;  a  und  a  liegen  harmonisch 
zu  yz  u.  s.  w.  Um  nun  zu  irgend  einem  Punkte  Pin  der  Ebene 
die  Polare  zu  erhalten  in  Bezug  auf  den  bestimmten  Kegelschnitt 
des  Buscheis,  dessen  Tangente  in  Ä,  Aa  ist,  ziehe  ich  aP,  wel- 
ches in  s  die  Berührungssehne  AB  trifft,  und  bestimme  von  s 
den  vierten  harmonischen  Punkt  a  zu  A  und  B;  dann  wird,  weil 
a  der  Pol  von  AB  ist,  a  der  Pol  von  aP  sein;  zweitens  ziehe 
ich  Pof,  welches  in  r  die  Sehne  CD  trifft,  und  bestimme  zu  r  den 
vierten  harmonischen  Punkt  q  auf  CD\  dann  wird  q  der  Pol 
von  Pa  sein,  folglich  qg  die  Polare  von  P,  Halten  wir  diese 
Konstruktion  fest  und  verändern  jetzt  den  Kegelschnitt  des  Büschels, 
indem  wir  den  Pimkt  a  auf  der  Diagonale  yz  fortrücken,  so  be- 
schreiben aa  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  yzsind, 
weil  sie  beständig  zu  y  und  z  harmonisch  liegen;  ebenso  be- 
schreiben s(S  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  A  und  B 
sind,  und  auch  r()  ein  solches,  dessen  Asymptotenpunkte  C  und  i) 
sind.  Jedes  Punktsystem  ist  aber  in  sich  projektivisch ,  d.  h.  die 
konjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  bilden  zwei  projektivische 
Punktreihen  (§  16);  also  beschreiben  a  und  cc  zwei  projekti- 
vische Punktreihen,  s  und  a  zwei  solche  und  r  und  q  ebenfalls; 
nun  liegen  die  Punktreihen  s  und  a  perspektivisch  in  Bezug  auf 
den  Projektiospunkt  P,  ebenso  r  und  a;  folglich  da  a  mit  s, 
s  mit  ö,  a  mit  a,  a  mit  r,  r  mit  q  prdjektivisch  sind,  so  ist 
auch  a  mit  q  projektivisch;  diese  beiden  von  q  und  a  beschrie- 
benen projektivischen  Punktreihen  liegen,  wie  leicht  zu  erkennen 
ist,  perspektivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  AB 
und  CD,  d.  h.  in  den  Punkt  x  zwei  entsprechende  Punkte  hinein- 
fallen (wenn  a  nämlich  \n  AB  hineinfällt,  also  a  in  CD  u.  s.  w.), 
folglich  läuft  die  Verbindungslinie  qa  durch  einen  festen  Punkt. 
Die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  Q  und  bilden 
ein  Strahlbüschel,  welches  projektivisch  ist  mit  der  von  dem 
Punkte  a  beschriebenen  Punktreihe,  d.  h.  mit  deni  von  den  Tan- 
genten der  Kegelschnitte  des  Büschels  in   einem  der  vier  Mittel- 
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punkte  gebildeten  Strahlbusche].  Der  Punkt  Q  kann  jetzt  leicht 
gefunden  werden,  indem  wir  P  mit  den  Diagonalpunkten  xyz 
verbinden  und  zu  jedem  dieser  Strahlen  und  dem  in  dem  Diagonal- 
punkte  sich  kreuzenden  Linienpaar  den  vierten  harmonischeu 
Strahl  konstruiren;  diese  drei  Strahlen  müssen  sich  in  dem  ge- 
suchten Punkte  Q  treffen;  die  Punkte  P  und  Q  heissen  „kon- 
jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel", 
denn  aus  der  Polartheorie  (§  30)  geht  hervor,  dass  auch  die 
Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels 
durch  P  gehen  oder  dass  P  und  Q  ein  Paar  konjugirte  Punkte 
sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels.  Denken  wir 
uns  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  konstruirt^  welcher 
durch  P  gehl,  so  muss  auch  die  Polare  von  Pin  Bezug  auf  ihn, 
d.  h.  seine  Tangente  in  P  durch  Q  gehen  und  ebenso  muss  für 
den  durch  Q  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Tangente 
in  Q  durch  P  gehen;  die  Verbindungslinie  PQ  wird  also  von 
zwei  Kegelschnitten  des  Büschels  und  zwar  in  den  Punkten  Pund  Q 
berührt  oder:  auf  der  Verbindungslinie  PQ  sind  P  und  Q  die 
Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  von  dem 
Kegelscbnittbüschel  ausgeschnitten  wird  (§  39).  Das  gefundene 
Resultat  lässt  sich  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf 
sänomtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier 
festen  Mittelpunkten  ABCD  laufen  durch  denselben 
festen  Punkt  Q,  so  dass  also  P  und  Q  ein  Paar  konju- 
girte Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  und  auch  diePolaren  von  iQ  sämmtlich  durch 
P  laufen.  Für  irgend  zwei  Punkte  P  und  P^  in  der 
Ebene  bilden  diePolaren  zwei  Strahlbüschel  (0)  und  [Q\ 
welche  allemal  projektivisch  sind,  indem  je  zwei  Po- 
laren in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels entsprechende  Strahlen  werden.  Das  Strahl- 
büschel  {Q)  ist  insbesondere  auch  projektivisch  mit  dem  von  den 
Tangenten  der  Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier 
Mittelpunkte  gebildeten  und  also  auch  (§  39),  wenn  wir  auf  die 
Entstehung  des  Kegelschnittbüschels  aus  dem  Strahlbüschel  zurück- 
gehen, mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P)  (§  38),  aus  welchem 
das  Kegelscbnittbüschel  hervorgeht. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  Punkte  P  und  P^  fest- 
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halten  und  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels konstruiren,  deren  Schnittpunkt  der  Pol  der  Verbindungs- 
linie PP^  sein   muss,   dass   der  Ort  des  Poles  einer  festen  Ge- 
raden [PP^)  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  der  Ort 
des  Schnittpunktes   entsprechender  Strahlen    der  beiden  projek- 
tivischen   Strahlbüschel  [Q]  und  (öM»   ^'^o   im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  sein  wird.    Dieser  Kegelschnitt  ist  zugleich  der  Ort 
derjenigen  Punkte,   welche  in  Bezug  auf  das  Kegelschnitlbüschel 
den  sämmtlichen  Punkten   der  festen   Geraden   [PP^]   konjugirt 
sind;   denn   der  konjugirte  Punkt  zu   dem  Schnittpunkte   zweier 
entsprechender   Strahlen    der  Strahlbüschel  [Q]   und   {Q^)  muss 
auf  der  festen  Geraden  {PP^)  liegen.    Hieraus  folgen  sofort  sechs 
Punkte    unseres  Kegelschnitts,    nämlich   diejenigen,    welche  den 
Schnittpunkten  der  festen  Geraden  mit  den  sechs  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  B^zug  auf  jedes 
Paar  Ecken.     Anderseits  ist  ersichtlich,   dass  die   drei  Diagonal- 
punkte xyz  ebenfalls  Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  sein 
müssen,    weil  sie  die  Pole  der  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die 
drei  Linienpaare  des  Kegelschnittbüschels  sind,  und  endlich  können 
wir  noch  zwei  Punkte  dieses  Kegelschnitts  angeben  (welche  aber 
imaginär  werden  können),    nämlich    die  Asymptotenpunkte  des- 
jenigen Punktsystems,    welches  das  Kegelschnittbüschel   auf  der 
festen  Geraden  ausschneidet,   denn   diese  Punkte  sind,   wie  wir 
vorhin  gesehen  haben,  selbst  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  das  Kegelschnittbüsche] ;  wir  haben  daher  folgendes  Ergebniss; 
Die  Pole  einer  festen  Geraden  @  in  Bezug  auf  sämmt- 
liehe    Kegelschnitte    eines    Büschels   von    vier   festen 
Mittelpunkten     liegen     im    Allgemeinen     auf     einem 
Kegelschnitt  ^,  welcher  dem  Diagonaldreieck  ;r^z  des 
von  den  vier  Mittelpunkten  gebildeten  vollständigen 
Vierecks  umschrieben  ist  und  ausserdem  diejenigen 
sechs  Punkte  enthält,  welche  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  ®    mit   den    sechs  Seiten   des    vollständigen 
Vierecks    harmonisch    zugeordnet    sind    in  Bezug  auf 
jedes  Eckenpaar;    durch    diese  neun  Punkte   ist  der  Kegel- 
schnitt ^  schon  mehr,  als  bestimmt,  woraus  also  ein  elementarer 
Satz  folgt.  Der  Kegelschnitt^ist  zugleich  der  Ortsämmt- 
licher  Punkte  Q,  welche  den  Punkten  P  der  Geraden  @ 
in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  konjugirt  sind. 
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Die  Gerade  ®  wird  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  in 
Paaren  konjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  geschnitten  (§  39) ; 
dieses  Punktsystem  auf  der  Geraden  ®  hat  zu  dem  Polarkegel- 
schnitt ^  eine  eigenthümliche  Beziehung.  Treffe  nämlich  irgend 
ein  Kegelschnitt  des  BQschels  die  Gerade  ®  in  dem  Punktenpaare 
P  und  p,  so  wird  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  P  durch 
den  konjugirten  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschei 
gehen  müssen  und  ebenso  die  Tangente  in  p  durch  den  konju- 
girten Punkt  q  und  ausserdem  schneiden  sich  die  beiden  Tan- 
genten in  einem  Punkte  s,  dem  Pol  von  ®  in  Bezug  auf  den 
angenommenen  Kegelschnitt  des  Büschels;  es  leuchtet  ein,  dass 
der  Kegelschnitt  $  durch  die  drei  Punkte  Qq  und  s  gehen  muss, 
weil  er  einmal  die  konjugirten  Punkte  aller  Punkte  von  ®  in 
Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschei  und  anderseits  die  Pole  der 
Geraden  @  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält. 
Da  nun  P  und  Q  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sind  und  ebenfalls  p  und  q,  so  müssen 
nach  einem  in  §  31  bewiesenen  Satze  auch  die  Schnittpunkte 
[Pp,  Qq\  und  {Pq,  Qp)  ein  Paar  konjugirte  Punkte  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sein;  der  erste  Punkt  {Pp,  Qq)  liegt 
aber  auf  der  Geraden  @,  folglich  muss  der  andere,  sein  konju- 
girter in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschei ,  auf  dem  Kegelschnitte 
S  liegen;  mithin  schneiden  sich  Pq  und  Qp  in  einem  Punkte  r 
des  Kegelschnitts  $.  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte  Qqsr  auf  dem 
Kegelschnitt  Ä;  die  Schnittpunkte  zweier  Seitenpaare  dieses  Vier- 
ecks sind  die  Punkte  P  und  p,  folglich  sind  P  und  p  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitte  S  und  dasselbe 
gilt  für  jedes  Schnittpunktenpaar  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
mit  der  Geraden  ®;  wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die-Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  eine  Ge- 
rade ®  in  Punktenpaaren,  welche  allemal  konjugirte 
Punkte  sind  in  Bezug  auf  denjenigen  Kegelschnitt  ^, 
welcher  die  Pole  von  @  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  enthält;  diese  Schnittpunktenpaare  bil- 
den also  auf  ®  dasjenige  Punktsystem,  welches  dem 
Kegelschnitt^  zugehört  (§  29);  ist  es  hyperbolisch,  so 
geht  noth wendig  ^  durch  die  beiden  Asymptotenpunkte 
desselben.  (Hierdurch  ist  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die 
charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  gegeben.} 
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Durch  das  Kegelschnittbüschel  wird  ein  eigenthumliches  paar- 
weises Entsprechen  von  Punkten  in  der  Ebene  vermittelt:  Jedem 
Punkt  P  in  der  Ebene  des  Kegeischnittbüschels  entspricht  ein  be- 
stinamter  konjugirter  Punkt  Q,  welcher  wiederum  die  Eigenschaft 
hat,  dass  sein  konjugirter  Punkt  P  ist;  bewegt  sich  P  auf  einer 
Geraden  @,  so  durchläuft  der  koujugirte  Punkt  Q  einen  Kegel- 
schnitt ^,  welcher  durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  des 
Kegeischnittbüschels  hindurchgeht;  dreht  sich  @  um  einen  festen 
Punkt  P,  so  beschreibt  der  Kegelschnitt  $  ein  Kegelschnittbuschel 
von  vier  festen  Punkten  xyz  und  Q,  dem  konjugirten  zu  dem 
festen  Punkte  P  der  Geraden  @.  Allen  Geraden  @  in  der  Ebene 
entsprechen  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar-Schaar  (von 
doppelter  Unendlichkeit),  welche  durch  die  drei  Punkte  xyz  geben. 
Es  kommt  im  Allgemeinen  in  der  Ebene  nur  vier  Mal  vor,  dass 
zwei  konjugirte  Punkte  P  und  Q  zusammenfallen,  und  dies  ge- 
schieht in  den  vier  Mittelpunkten  des  Kegeischnittbüschels.  Nimmt 
insbesondere  P  die  Lage  eines  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  x 
ein,  so  wird  sein  konjugirter  Punkt  Q  unbestimmt,  indem  es  jeder 
Punkt  der  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkte 
yz  sein  kann.  Jeder  Geraden  ®  in  der  Ebene  entspricht  im 
Allgemeinen  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ^;  dieser  zerfallt  in  ein 
Linienpaar»  sobald  @  durch  einen  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  x 
geht,  und  von  diesem  Linienpaar  ist  allemal  der  eine  Theil  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkte  yz,  der  andere 
Theil  der  vierte  harmonische,  der  ®  zugeordnete  Strahl  durch  o:, 
indem  das  durch  x  gehende  Seitenpaar  das  andere  Paar  har- 
monisch -  zugeordneter  Strahlen  ist. 

Die  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Polar -Eigenschaften 
des  Kegeischnittbüschels  sind  nur  bewiesen  für  den  Fall  eines 
Büschels  mit  vier  reellen  Mittelpunkten;  dass  sie  auch  besteben 
bleiben,  wenn  zwei  oder  alle  vier  Mittelpunkte  imaginär  werden, 
können  wir  nachweisen,  indem  wir  zu  der  in  §41  angegebenen 
Entstehungsart  des  Kegeischnittbüschels  zurückgehen;  wir  sahen 
dort,  dass,  wenn  zwei  Punktsysteme  (6,  ß)  und  (c,  y)  auf  den 
Trägern  93  und  6  willkührlich  gegeben  sind,  unendlich  viele  Kegel- 
schnitte sich  auf  reelle  Weise  konstruiren  lassen,  für  welche  die 
gegebenen  beiden  Punktsysteme  die  den  Geraden  93  und  6  in 
Bezug  auf  jeden  solchen  Kegelschnitt  zugehörigen  sind,  und  dass 
diese  sämmtlichen  Kegelschnitte  ein  Büschel  konstituiren ,  welches 
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durch  dieselben  vier  reellen  Punkte  geht,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch  sind,  nämlich  durch  die 
Asymptotenpunkte  derselben,  dagegen  durch  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  nur  eines  der  beiden 
gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch ,  das  andere  elliptisch,  oder 
endlich  durch  vier  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  die 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  elliptisch  sind;  dieselbe  in  §41 
auseinandergesetzte  Konstruktion  liefert  alle  drei  Arten  von  Kegel- 
schnittbüscheln und  lässt  auch  ebenso  unmittelbar  die  vorhin  be- 
wiesenen Polareigenschaften  derselben  erkennen. .  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen 
ein  und  nur  ein  einziges  Strahlenpaar,  welches  gleichzeitig  sowohl 
durch  ein  Paar  konjugirte  Punkte  {b,  ß)  des  ersten  Punktsystems, 
als  auch  durch  ein  Paar  konjugirte  Punkte  (c,  y)  des  andern 
Punktsystems  hindurchgeht;  denn  denken  wir  uns  in  P  zwei  auf 
einander  liegende  Strahlsysteme,  welche  beziehlich  mit  den  beiden 
gegebenen  Punktsystemen  perspektivisch  liegen,  so  haben  diese 
beiden  concentrischen  Strahlsysteme  ein  gemeinsames  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  (§  16)  und  zwar  ist  dies  Paar  immer  reell  vor- 
handen, sobald  beide  oder  nur  eines  der  beiden  Strahlsysteme 
elliptisch  sind;  nur  in  dem  Falle,  dass  beide  hyperbolisch  sind, 
braucht  das  gemeinschaftliche  Paar  nicht  reell  zu  sein;  dies  ist 
abqr  gerade  der  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten  des  Büschels, 
wenn  (b,  ß)  und  {c,  y)  beide  hyperbolisch  sind,  und  in  dem  Obigen 
erledigt,  während  die  beiden  übrigen  Fälle,  wenn  eines  hyper- 
bolisch und  das  andere  elliptisch  oder  beide  elliptisch  sind,  die 
Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder^ 
mit  vier  imaginären  Mittelpunkten  liefern.  Hier  giebt  es  also 
immer  durch  P  ein  Strahlenpaar,  welches  durch  zwei  konjugirte 
Punkte  b,  ß  und  zugleich  durch  zwei  konjugirte  Punkte  c,  y  geht; 
mögen  die  beiden  Strahlen  bc  und  ßy  sich  in  P  schneiden,  so 
haben  wir  ein  Paar  konjugirte  Punkte  6,  ß  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  (§  41)  und  ein  zweites  Paar  c,  y  eben- 
falls konjugirte  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Buscheis;  folglich 
sind  die  Schnittpunkte  (6c,  ßy)  =  P  und  (fty,  cß)  =  Q  auch  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büscheis  (§  31),  oder 
die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  laufen  durch  denselben  festen  Punkt  »0,  w.  z.  b.  w. 
Das   Weitere  ergiebt   sich   jetzt  leicht  in   folgender  Weise: 
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Lassen  wir  einen  Punkt  P  auf  einer  Geraden  ®  sich  bewegen, 
so  wird  der  konjugirte  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Büschel  schon 
dadurch  hestimmt,  dass  wir  von  P  die  Polaren  in  Bezug  auf 
zwei  hestimmte  Regelschnitte  des  Büschels  91  ^^^  und  S3<*J  er- 
mitteln und  ihren  Schnittpunkt  Q  aufsuchen.  Die  Polaren  von 
sämmtlichen  Punkten  P  der  Geraden  @  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt 91^^^  laufen  aber  durch  einen  Punkt  und  bilden  ein  Strahl- 
hüschel,  welches  projektivisch  ist  mit  der  von  P  beschriebenen 
Punktreihe  (§  30) ;  dasselbe  gilt  von  den  Polaren  des  veränder- 
lichen Punktes  P  in  Bezug  auf  93  ^^\  folglich  sind  auch  die  beiden 
von  den  Polaren  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  projek- 
tivisch, mithin  der  Ort  des  Punktes  Q  im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
schnitt; bewegt  sich  also  der  Punkt  P  auf  einer  Geraden  @,  so 
durchläuft  sein  konjugirter  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Kegel- 
schnittbüschel einen  bestimmten  Kegelschnitt  ß,  welcher  zugleich 
die  Pole  der  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  %^^^  und  ^^^\ 
als  Mittelpunkte  der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  enthält;  da 
aber  die  beiden  Kegelschnitte  31  ^^^  und  93^^^  ganz  willkührlich  aus 
dem  Kegelschnittbüschel  herausgenommen  sind  und  für  jede  zwei 
anderen  derselbe  Kegelschnitt  ^  als  Ort  der  konjugirten  Punkte  Q 
resultiren  muss,  so  enthält  der  Kegelschnitt  S  gleichzeitig  die 
Pole  der  Geraden  @  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels.  Hieraus  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  wir  zu  zwei  be- 
liebigen Punkten  in  der  Ebene  P  und  P^  die  Polaren  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  konstruiren,  dieselben  zwei 
Strahlbüschel  (i^)  und  (i^^)  bilden,  welche  allemal  projektivisch 
sind,  indem  entsprechende  Strahlen  die  Polaren  von  P  und  P* 
in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  sind,  denn  jene 
beiden  Strahlbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  $.  Verändern 
wir  P^  beliebig  in  der  Ebene,  so  bleibt  das  Strahlbüschel  (ö') 
seiner  Polaren  beständig  projektivisch  mit  dem  Strahlbüschel  (Q) 
oder  irgend  einem  andern  Polaren- Strahl büschel.  Der  Beweis 
der  übrigen  Polareigenschaften  bleibt  unverändert  bestehen,  oh 
die  Mittelpunkte  des  Büschels  reell  oder  imaginär  sind. 

§  47.    neber  den  Mittelpunktskegelsohnitt  eines  BüscheLs« 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Fälle  der  gewonnenen  allge- 
meinen Besultate  hervorheben;   wird  nämHch  zuvorderst  die  Ge- 
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rade  ®  in  die  Unendlichkeit  verlegt  {G^),  so  enthält  der  ihr 
entsprechende  Kegelschnitt  S  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte des  Buscheis;  wir  nennen  ihn  daher  den  Mittelpunkts- 
kegelschnitt Wl^^^i  das  der  Geraden  ®^  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  Wl^^^  zugehörige  Punktsystem  ist  dasjenige,  welches 
von  den  Richtungen  des  konjugirten  Durchmesser  Systems  des  Mittel- 
punktskegelschnitts Wl^^^  fixirt  wird,  und  dieses  muss  nach  dem 
ohen  bewiesenen  Satze  identisch  sein  mit  demjenigen  Punktsystem, 
welches  die  Kegelschnitte  des  Buscheis  auf  ®^  ausschneiden; 
also  die  Asymptoten  jeder  Hyperbel  in  dem  Büschel 
sind  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser  des  Mittel- 
punktskegelschnitts äJl^^^  parallel.  Hieraus  folgt  weiter, 
wenn  wir  annehmen,  SDt^^)  sei  Hyperbel,  (mithin  seine  Asymptoten 
s  und  /  mit  jedem  Paar  konjugirter  Durchmesser  x,  |  harmo- 
nisch gelegen),  da  x^  den  Asymptoten  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts des  Büschels  parallel  sind,  dass  auch  st  einem  bestimm- 
ten Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  parallel 
laufen;  also: 

Die  Asymptoten  des  MittelpunktskegelschnittsäR^^^ 
haben  die  Richtungen  eines  Paares  konjugirter  Durch- 
messer für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels.  Wir  haben 
nun  früher  das  von  einem  Kegelscfanittbüschel  auf  ®„  ausgeschnit- 
tene Punktsystem  in  allen  drei  Fällen  (§  42)  des  Kegelschnitt- 
büschels ermittelt  und  die  Kriterien  gefunden,  unter  welchen  das- 
selbe elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  da  das  Strahlsystem  der 
konjugirten  Durchmesser  für  den  Mittelpunktskegelschnitt  Wt^^^  mit 
jenem  Punktsystem  auf  ®«  perspektivisch  liegt,  nach  dem  oben 
bewiesenen  allgemeinen  Satze,  so  können  wir  mit  Berücksich-' 
tigung  der  angeführten  Kriterien  folgende  Beziehungen  für  den 
Kegelschnitt  Wl^^^  angeben: 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  eines 
Büschels  liegen  auf  einem  Kegelsjchnitt  371^^);  dieser  ist 
I)  wenn  das  Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte  h^t,  eine  Ellipse, 
sobald  diese  \ier  Punkte  so  liegen,  dass  einer  sich  innerhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  dagegen  eine 
Hyperbel,  sobald  sie  derart  liegen,  dass  jeder  sich  ausserhalb 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  endlich 
eine  Parabel,  sobald  einer  der  vier  Punkte  im  Unendlichen  liegt. 
Im   ersten  Falle   besteht  das  Büschel  aus  lauter   Hyperbeln;   im 
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zweiten  Falle  aus  einer  Gruppe  Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyper- 
beln, welche  durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden; 
die  Asymptoten  der  Mittelpunk tsbyperbel  DJi^^)  haben  die  Rich- 
tungen der  Axen  dieser  beiden  Parabeln,  oder  die  beiden  un- 
endlich-entfernten Punkte  von  ÜR^^)  sind  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Parabeln ;  da  sie  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  trennen, 
so  enthält  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  ÜJl^^^  die  Mittelpunkte 
aller  Ellipsen  und  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln 
des  Büschels.  Im  dritten  Falle  besteht  das  Büschel  wieder  aus 
lauter  Hyperbeln  und  einer  einzigen  Parabel.  Der  Kegelschnitt  5K^*^ 
geht  durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks, 
welches  von  den  Büschel  -  Mittelpunkten  gebildet  wird,  und  durch 
die  drei  Diagonalpunkte  desselben,  das  gemeinschaftliche  Tripel 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels.  Jedes  Paar  konjugirter  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  3K^^)  ist  parallel  einem  Asymptotenpaar 
eines  Kegelschnittes  des  Büschels  und  die  Axen  des  Kegelschnitts 9K<^^ 
sind  parallel  den  Asymptoten  der  einzigen  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  in  dem  Kegelschnittbüschel  vorkommt.  Ausser  den  neun 
Punkten,  durch  welche  der  Mittelpunktskegelschnilt  9K^^^  schon 
mehr,  als  bestimmt  ist,  können  wir  noch  andere  Elemente  zu 
seiner  Konstruktion  angeben;  es  lässt  sich  nämlich  leicht  der 
Mittelpunkt  von  SÖl^^^  bestimmen.  Gehen  wir  von  der  allgemein- 
sten Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  aus  (§  41)  und  seien, 
entsprechend  der  früheren  Bezeichnung,  93  und  ß  die  Träger 
zweier  Punktsysteme,  die  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  die  zugehörigen  sind ;  sei  der  unendlich  -  entfernte 
Punkt  auf  33:  b^  und  auf  6:  c^  und  die  ihnen  konjugirlen, 
d.  h.  die  Mittelpunkte  beider  Punktsysteme  auf  33  und  6  mögen 
ntb  und  nie  heissen,  dann  sind  mj  und  b^  ein  Paar  konjugirte 
Punkte  für  das  ganze  Büschel,  ebenso  m^  und  c^,  folglich  (nach 
§31)  auch  die  Schnittpunkte  (mbnic,  b^c^)  und  (m^c^,  mebj, 
also:  wenn  wir  durch  nii,  und  m^  Parallele  zu  6  und  33  ziehen, 
die  sich  in  s  treffen  mögen,  so  ist  s  der  konjugirte  Punkt  zu 
dem  unendlich -entfernten  auf  der  Verbindungslinie  mtnic;  folglich 
muss  s  auf  dem  Mittelpunktskegelschnitt  SK^^^  liegen,  denn  er  ist 
der  konjugirte  zu  einem  unendlich  -  entfernten  Punkte  in  Bezug  auf 
das  Büschel.  Mithin  bilden  der  Schnittpunkt  o  der  Träger  8,  6, 
die  Punkte  m^  und  nie  und  endlich  s  ein  dem  Kegelschnitt  9K^^^ 
einbeschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Mittelpunkt  zugleich  der 
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Mittelpunkt  von  SOt^^)  sein  muss;  hieraus  folgt,  dass  die  Mitte 
(i  zwischen  den  beiden  Punkten  m^  und  m^  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  9R(^>  ist;  dieser  lässt  sich  immer  reell  konstruiren, 
ob  die  Büschel -Mittelpunkte  reell  sind  oder  nicht.  Hat  das  Kegel- 
schnittbüschel vier  reelle  Mittelpunkte,  so  folgt  hieraus  zugleich  der 
bekannte  elementare  Satz:  Wenn  man  in  einem  vollständi- 
gen Viereck  die  Mitten  jedes  der  drei  Paare  Gegen* 
Seiten  mit  einander  verbindet,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Linien  in  einem  Punkte  und  halbiren  sich  in 
demselben;  er  ist  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kegel- 
schnitts, welcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  dem 
vollständigen  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte 
enthält  und  sowohl  durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten, 
als  auch  durch  die  drei  Diagonalpunkte  des  voll- 
ständigen Vierecks  hindurchgeht  2)  Wenn  [das  Büschel 
zwei  reelle  Mittelpunkte  hat  und  zwei  imaginäre,  welche  auf  der 
zweiten  (ideellen)  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen,  so  ist  der 
Kegelschnitt  3)1^^)  Ellipse,  sobald  die  ideelle  gemeinschaftliche 
Sekante  zwischen  den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurchgeht, 
dagegen  HyperbeJ,  sobald  dieselbe  die  beiden  reellen  Mittel- 
punkte nicht  trennt,  endlich  Parabel,  wenn  einer  der  beiden 
reellen  Mittelpunkte  im  Unendlichen  liegt;  im  ersten  Falle  besteht 
wiederum  das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle 
aus  einer  Gruppe  Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei 
Parabeln,  im  dritten  Falle  aus  lauter  Hyperbeln  und  einer  ein- 
zigen Parabel.  Denken  wir  uns  dies  Kegelschnittbüschel  nach  §  41 
durch  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  einzig  reellen  Linien- 
paar (S3,  (S),  welche  allen  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehören, 
erzeugt,  so  geht  der  Kegelschnitt  3Sl^^^  durch  den  Schnittpunkt 
dieses  Linienpaares  (den  einzig  reellen  Punkt  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels)  und  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Punkt- 
systeme auf  33  und  (S;  durch  diese  drei  Punkte  ist  er  aber  noch 
nicht  völlig  bestimmt;  nehmen  wir  die  Gerade  %  die  einzig  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  und  das  Punktsystem  (a,  a) 
auf  ihr,  welches  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausge- 
schnitten wird  und  in  diesem  Falle  nothwendig  elliptisch  ist,  so 
ist  der  Kegelschnitt  3)1  ^^^  vollständig  bestimmt  durch  die  drei  ge- 
nannten Punkte  und  dadurch,  dass  das  bekannte  Punktsystem  (a,  a) 
das  ihm    zugehörige    sei.     (Siehe  §  31.)    3)  Wenn  das  Kegel- 
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schnittbüschel  vier  imaginäre  Mittelpunkte  hat,  so  ist  der  Mittel- 
punktskegelschnitt ÜR^^)   allemal  Hyperbel  und  völlig  bestimmt 
durch  den  Schnittpunkt  des  einzig  reellen  Linienpaares,  die  Mittel- 
punkte der  beiden  (elliptischen)  Punktsysteme  auf  diesen  Trägern, 
welche  gleichzeitig  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  zugehören, 
und  durch  die  beiden  übrigen  reellen  Tripelpunkte  des  gemein- 
schaftlichen Tripels,   nämlich   die  Asymptotenpunkte  des  auf  der* 
Polare  (91)  des  Schnittpunktes  von  dem  genannten  Linienpaar  be- 
findlichen hyperbolischen  Punktsystems,  welches  auf  dieser  Geraden 
von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausgeschnitten  wird.  Das  Kegel- 
schnittbüschel besteht  also  in  diesem  Falle  immer  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln;  die  Mittel- 
punkte der  letzteren   sind  die  unendlich  -  entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  äR^^)  und  trennen  die   beiden  Zweige  derselben,  deren 
einer  die  Mittelpunkte  der  Ellipsengruppe,   der   andere  die  der 
Hyperbelgruppe  enthält;  das  Büschel  enthält  nur  ein  reelles  Linien- 
paar und    zwei    imaginäre  Linienpaare  (Nuilkegelschnitte) ,  deren 
jedes  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht;   dies  sind  die  beiden 
Asymptotenpunkte  des  hyperbolischen  Punktsystems  auf  ^  oder 
zwei  Tripelpunkte  des  allemal  reellen  gemeinschaftlichen  Tripels. 
Der  Mittelpunktskegelschnitt  ilR(^)  kann  in  den  Fällen  1)  und  2) 
insbesondere  ein  Kreis  werden,  wo  dann  das  Kegelschnittbüschel 
aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht  (§  38) ;  in  dem  Falle  1), 
wo  die  vier  Büschelmittelpunkte  reell  sind,  also  drei  Linienpaare 
in  dem  Büschel  existiren.   deren  jedes  ein  Paar  rechtwinkliger 
Linien  sein'muss,    folgt   die  schon  oben  gefundene   Bedingung: 
die  vier  Mittelpunkte  müssen  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der 
Höhenpunkt   des  von    den   drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist. 
Diese  Bedingung  lässt  sich  aber  etwas  anders  fassen,  so  dass  »ie 
auch  in  dem  Falle  2)  von  nur  zwei  reellen  Mittelpunkten  bestehen 
bleibt;   seien  nämlich  AB  CD  die  vier  Mittelpunkte  und  x  der 
Schnittpunkt  [AB,  CD)  zwischen  A  und  B  gelegen,    was  noth- ' 
wendig  wenigstens  einmal  unter  den  drei  Linienpaaren  vorkommen 
muss,  sobald  9R^^)  Ellipse  ist,  dann  kommt  die  vorige  Bedingung 
darauf  hinaus,  dass  CD  auf  AB  senkrecht  stehe  und 
xA  ,  xB  +  xC  .  xD=^0     sei  (§  38). 
Anstatt  der  Punkte  C  und  D,  welche  die  Asymptotenpunkte 
des  allen  Kegelschnitten  des  Buscheis  gemeinschaftlich  zugeböri* 
gen  Punktsystems  auf  CD  sind ,  können   wir  zwei  andere  Punkte 
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einführen,  die  Mitte  zwischen  CD,  d;  h.  den  Mittelpunkt  dieses 
gemeinschaftlichen  Punktsystems  und  den  dem  Punkte  x  konju- 
girten  Punkt  g  desselben»  d.  h.  den  vierten  harmonischen  zu 
X,  C,  D,  der  dem  x  zugeordnet  ist,  denn  nach  §  8,  V  haben  wir: 

xC  .  xD  ==  xm  .  x^,     also  auch 
xA  .  xB  +  xm  .  a;|  =  0, 

d.  h.  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist. 
Soll  nun  in  dem  Falle  2)  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen 
und  zwei  imaginären  Mittelpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  werden  (oder  ÜR^*^  ein  Kreis)  und  denken  wir  uns 
dasselbe  durch  die  beiden  gemeinschaftlichen  Punktsysteme  auf 
dem  einzig  reellen  Linienpaar  erzeugt  (§41),  so  ist  zunächst 
erforderlich,  dass  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  AB  hindurchgehe  und  dieselbe 
in  ac  rechtwinklig  schneide;  ist  $  der  konjugirte  Punkt  zu  x  in 
dem  auf  dieser  ideellen  Sekante  gegebenen  (^elliptischen)  Punkt- 
system, welches  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich 
zugehört,  und  m  der  Mittelpunkt  desselben,  so  muss: 

xA  .  xB  +  xm  .  x^  =  0 

sein  oder  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder 
der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist; 
natürlich  wird,  während  im  Falle  1)  m  ausserhalb  ar|  lag,  im 
Falle  2)  m  zwischen  a;|  liegen.  Dass  in  der  That  zwei  so  ge^ 
legte  Punktsysteme  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  erzeugen, 
lässt  sich  auch  a  posteriori  leicht  nachweisen,  indem  wir  zeigen, 
dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Punktsysteme,  den  Schnittpunkt  x  ihrer  Träger  geht  und  das 
(elliptische)  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Polare  von  x 
zu  dem  ihm  zugehörigen  hat,  ein  Kreis  sein  muss. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wann  der  Mit- 
teipunktskegelschnitt  9)1  (^)  in  ein  Linienpaar  zerfällt.  Sind 
die  vier  Büschelmittelpunkte  reell,  so  sind  auch  die  sechs  Mitten 
der  Seiten  dieses  vollständigen  Vierecks  reell;  der  Kegelschnitt  äß^^) 
enthält  aber  dieselben,  und  damit  er  in  ein  Linienpaar  zerfalle, 
müssen  wenigstens  drei  jener  Mitten  in  einer  Geraden  liegen; 
dies  ist  nur  auf  zwei  Arten  möglich:  entweder  haben  drei  in  euier 
Ecke  zusammenstossende  Seiten   ihre  Mitten   in  einer  Geraden, 

21* 
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dann  müssten  die  drei  übrigen  Ecken  des  Vierecks  selbst  in  einer 
Geraden  liegen,   also  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  zerfielen  in 
Linienpaare  und  das  Kegelschnittbüschel  löste  sich  in  eine  feste 
Gerade  und  ein  gewöhnliches  Strahlbüschel  auf;  dieser  Fall  kann 
uns  weiter  nicht  interessiren,    weil  wir  es  mit  «keinem   Kegel- 
schnittbüschel im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zu  thun  haben; 
oder  zweitens:  drei  nicht  zusammenstossende  Seiten  des  vollstän-. 
digen  Vierecks  haben  ihre  Mitten  in  einer  Geraden;  bilden  diese 
ein  Dreieck,  so  haben  wir  wieder  den  vorigen  Fall;  sind  es  aber 
z.  B.  folgende  AB^  BC,  CD,  so  folgt  daraus,  dass  das  Seiten- 
paar AC,  BD  parallel  sein  muss,   also  einer  der  drei  gemein- 
schaftlichen Tripelpunkte  im  Unendlichen  liegt     Der  Kegelschnitt 
90*1^^^  zerfällt  dann  in  der  That  in  ein  Linienpaar ,   dessen  einer 
Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  im  Endlichen  blei- 
benden Tripelpunkte  und  dessen  anderer  Theil  diejenige  Gerade 
ist,   welche  zwischen  den  beiden  parallelen  Seiten  des  Vierecks 
in  gleichem  Abstände  von  beiden   selbst  mit  ihnen  parallel  läuft« 
Diese    gerade  Linie  enthält  aber  eigenthümlicher  Weise  keinen 
einzigen  Mittelpunkt  eines  eigentlichen  Kegelschnitts  dieses  Bü- 
scheis;  vielmehr  muss  jeder  Punkt  von  ihr  als  der  Mittelpunkt 
desjenigen  Kegelschnitts  angesehen  werden,  der  aus  dem  paral- 
lelen Seitenpaar  besteht,  für  welches  eben  der  Mittelpunkt  un- 
bestimmt  wird.     Alle   übrigen    (eigentlichen)  Kegelschnitte  des 
Büschels  haben  ihre  Mittelpunkte  allein  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  die  beiden  im  Endlichen  liegenden  Eckpunkte  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  verbindet,  und  jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist 
der  Mittelpunkt    eines  bestimmten  Kegelschnitts  dieses  Büschels. 
Wird  noch  ein  zweites  Seitenpaar  parallel,    also  das  Viereck  ein 
Parallelogramm,  so   tritt  aufs  Neue  der  eigenthümliche  Umstand 
ein,  dass  für  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  die  beiden  paral- 
lelen Seitenpaare,  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird ,  indem  er  jeder 
Punkt  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  einem 
Seitenpaare  parallel  gezogenen  Geraden  sein  kann,   während  alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte   des  Büschels   den   einzigen 
Mittelpunkt   des    Parallelogramms   zu   ihrem   Mittelpunkt  haben. 
Der  Kegelschnitt  Wl^^^  löst  sich  in  dasjenige  Linienpaar  auf,  wel- 
ches von  den  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  den 
Seiten  gezogenen  Parallelen  gebildet  wird,  aber  dieses  Liuienpaar 
ist  illusorisch  als  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des 
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Büschels,  weil  diese  sich  allcwaiif  einen  Punkt  concentriren.  Auch 
für  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zw;ei  imaginären  gemein- 
schaftlichen Punkten  oder  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen 
Punkten  kann  der  Mittelpunktskegelschnitt  Wt^^^  nur  zerfallen, 
wenn  das  einzig  reelle  Linienpaar,  welches  in  dem  Büschel  vor- 
kommt, zu  einem  Paar  Parallellinien  wird,  also  ihr  Schnittpunkt, 
'd.  h.  ein  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripels  in  die  Unendlich- 
keit geht;  der  Mittelpunktskegelschnitt  ilR(^)  zerfällt  dann  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden 
übrigen  Tripelpunkte  ist,  während  der  andere  Theil  wieder  illu- 
sorisch wird,  weil  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts,  welcher 
aus  einem  Paar  Parallellinien  besteht,  unbestimmt  ist.  Noch  mehr 
specialisirt  sich  das  Kegelschnittbüschel,  wenn  ein  Theil  des  Linien- 
paares, welches  in  demselben  vorkommt,  in  die  Unendlichkeit 
geht  (zu  ®^  wird);  alsdann  müssen,  weil  das  auf  dieser  Geraden 
befindliche  Punktsystem  allen  Kegelschnitten  des  Buscheis  gleich- 
zeitig zugehört,  sämmtliche  Kegelschnitte  in  dem  Büschel  ähnlich 
sein,  denn  die  Systeme  der  konjugirten  Durchmesser;  welche  init 
dem  auf  @^  befindlichen,  den  Kegelschnitten  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch  liegen,  werden  alle  gleich;  ist  das  Punkt- 
system auf  ®^  hyperbolisch,  so  sind  es  ähnliche  Hyperbeln,  ist 
es  elliptisch,  so  sind  sie  ähnliche  Ellipsen.  Hierher  gehören  die 
beiden  Kreisschaaren  mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher 
Sekante,  deren  zweite  (ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  ®^  ist; 
das  auf  ihr  befindliche  Punktsystem  ist  ein  solches,  dass  je  zwei 
konjugirte  Punkte  unter  rechtwinkligen  Bichtungen  erscheinen, 
oder  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  ®^  die  imaginären 
Asymptotenpunkte  dieses  (elliptischen)  Punktsystems  sind.  Der 
Mittelpunktskegelschnitt  9Jt<^)  zerfällt  natürlich  ebenfalls  in  eine 
gerade  Linie,  die  Verbindungslinie  der  übrigen  beiden  (reellen 
oder  imaginären)  Punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  welche 
sämmtliche  Mittelpunkte  der  (eigentlichen)  Kegelschnitte,  des  Bü- 
schels enthält,  und  einen  illusorischen  Theil,  welcher  mit  ®^ 
zusammenfällt. 

Schliesslich  möge  noch  der  besondere  Fall  in  Betracht  ge- 
zogen werden,  wenn  der  Mittelpunktskegelschnitt  3Jl^^)  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  wird;  das  Punktsystem  anf  ®^,  welches  von 
dem  Kegelschnittbüschel  ausgeschnitten  wird,  muss  in  diesem 
Fall  hyperbolisch  sein  und  seine  beiden  Asymptotenpunkte  in  zwei 
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ZU  einander  rechtwinkligen  Richtungen  haben ;   aus  der  in  §  42 
angestellten  BetrachtuBg    folgt,   dass    die  Gerade   S    durch    den 
Mittelpunkt    des    Hülfskreises   $   gehen    muss;    und    da    jeder 
Punkt   in    der  Geraden  S  ein  Strahlsystem  in  dem  Peripherie- 
punkte B  des  Kreises  %  hervorruft,  welches  dem  System  der  kon- 
jugirten   Durchmesser    eines  Kegelschnitts    des  Büschels  parallel 
läuft,  so  muss  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis 
vorkommen,  weil  unter  jenen  Strahlsystemen  ein  Kreissystem  vor- 
kommt;  wir  schliessen  daher:    Der  Mittelpunktskegelschnitt  äR^^^ 
wird  gleichseitige  Hyperbel,    sobald    in  dem  Büschel    ein  Kreis 
vorkommt  oder  diejenige  Ellipse  des  Büschels,  welche  unter  allen 
dem  Kreise  am  nächsten  kommt,  selbst  ein  Kreis  wird.     Da  wir 
aus  dem  Obigen  wissen,   dass  die  Asymptoten  des  Mittelpunkt^- 
kegelsshnitts  9Jl(^>  allemal  die  Richtungen  zweier  konjugirter  Durch- 
messer für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels  haben,  so  folgt,  weil 
diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
dass  sie  den  Richtungen  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte  des 
Büschels  parallel  laufen.    Wir  haben  daher  folgenden  Satz:  Wenn 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  ent- 
halten   ist,    so    sind    die    Axen    sämmtlicher    Kegel- 
schnitte des  Büschels   zwei    bestimmten  zu.  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  parallel,  welche  zugleich 
mit    den   Richtungen    der   Axen    der    beiden    in    dem 
Büschel   enthaltenen  Parabeln   zusammenfallen  oder 
auch  mit  den  Richtungen  der  Asymptoten  derjenigen 
gleichseitigen  Hyperbel  9R<^>,  welche  die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält.     Nehmen  w 
insbesondere  die  vier  Büschelmittelpunkte  reell  an  und  beröck-h 
sichtigen   die   drei   Linienpaare    des  Büschels,    deren   Axen  die 
Halbirungslinien  ihres  Winkels  und  Nebenwinkels  sind,  so  resul- 
tirt  der  bekannte  elementare   Satz:    Halbirt   man   in   einem 
Kreisviereck  die  Winkel  und  Nebenwinkel  jedes  der 
drei  Seitenpaare,    die    sich   in   den    Diagonalpunkten 
schneiden,  so  sind  von  diesen  sechs  Halbirungslinien 
drei  und  drei  parallel  und  die  drei  ersten  stehen  auf 
den  drei  letzten  senkrecht.  (Steiner,  Crelle's  Journal  für 
Mathematik  Bd.  U  S.  97).   Diese  beiden  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  sind  zugleich  die  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte, 
welche  durch  die  vier  Ecken  des  Kreisvierecks  gehen.    Hiervon 
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lässt  sich  beiläufig  eine  nützliche  Anwendung  machen:  Sei  ein 
Kegelschnitt  in  der  Ebene  gezeichnet,  dann  findet  man  leicht  die 
Richtungen  seiner  Axen,  indem  man  einen  beliebigen  Kreis  hin- 
durchlegt und  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  durch  Linienpaare 
verbindet;  die  Halbirungslinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel  eines 
solchen  Linienpaares  sind  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnitts 
parallel.  Halten  wir  den  Kegelschnitt  fest  und  zwei  von  den 
Schnittpunkten  mit  dem  Kreise,  verändern  aber  den  Kreis  selbst, 
so  dass  er  eine  Kreisschaar  von  zwei  reellen  Punkten  durchläuft, 
dann  wird,  weil  von  einem  Linienpaar  der  eine  Theil  und  die 
Halbirungslinie  unveränderte  Richtung  behalten,  auch  der  andere 
Theil  beständig  sich  parallel  bleiben;  also:  Legt  man  durch  zwei 
feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  beliebig  viele  Kreise,  so  hat 
jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante,  deren  Richtung  immer 
dieselbe  bleibt.  Dies  ist  ein  specieller  Fall  eines  in  §  39  be- 
wiesenen allgemeinen  Satzes.  Lassen  wir  die  beiden  Punkte 
des  Kegelschnitts,  durch  welche  die  Kreisschaar  gelegt  wurde, 
zusammenfallen,  so  dass  die  gemeinschaftliche  Sekante  eine  Tan- 
gente in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  wird  und  die  Kreise  in 
demselbem  Punkte  diese  Gerade  berühren,  also  ihre  Mittel- 
punkte auf  der  Normale  des  Kegelschnitts  in  dem  angenommenen 
Punkte  haben,  so  folgt:  Zieht  man  in  einem  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts Tangente  und  Normale  und  beschreibt  eine  Reibe  von 
Kreisen,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  der  Normale  haben  und  durch 
den  angenommenen  Punkt  des  Kegelschnitts  gehen,  so  hat  jeder 
solcher  Kreis  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  imaginäre]  gemeinschaftliche  Sekante,  welche  beständig  sich 
parallel  bleibt  und  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  dieselben 
Winkel  bildet,  wie  die  Tangente  in  dem  angenommenen  Punkte  P 
des  Kegelschnitts  (ohne  mit  ihr  parallel  zu  sein).  Fasst  man  nur 
diejenigen  Kreise  dieser  besonderen  Schaar  auf,  welche  den 
Kegelschnitt  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie die  konstante  Richtung  hat,  so  wird  man  einen  sol- 
chen besonderen  Kreis  auffinden  können,  für  welchen  von  den 
beiden  noch  übrigen  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  einer  P 
selbst  wird,  und  dies  muss  der  Krümmungskreis  für  den  Punkt  P 
des  Kegelschnitts  sein,  weil  er  durch  drei  unendlich-nahe  Punkte 
desselben  geht  (§  37);  man  findet  also  folgende  einfache  Kon- 
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struktion  des  Krümmungskreises,  welche  von  der  in  §  37  ange- 
gebenen wesentlich  verschieden  ist;  Um  für  einen  Punkte  eines 
gegebenen  Kegelschnitts  den  Krümmungskreis  zu  erhalten,  ziehe 
man  die  Tangente  in  P  und  eine  zweite  Gerade  durch  P,  welche 
zu  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts  dieselbe  Neigung  hat,  wie 
die  Tangente;  trifTt  diese  zweite  Gerade  den  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  in  P\  so  lege  man  durch  P  und  JP'  einen  Kreis, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Normale  für  P  hat;  dies  isl 
der  gesuchte  Krümmungskreis  an  dem  Punkte  P  des  Kegelschnitts. 
Hieran  knüpft  sich  der  elegante  Beweis  eines  auf  die  Krümmungs- 
kreise eines  Kegelschnitts  bezüglichen  Theorems  von  Steiner, 
welches  Joachimsthal  im  XXXVI.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  für  Mathematik,  S.  95  bewiesen  hat. 

§  48.    Folar-Eigenschaften  der  Eegelschnittschaar. 

Den  in  §  46  bewiesenen  allgemeinen  Polar -Eigenschaften 
des  Kegelschnittbüschels  stehen  gleichlaufende  der  Kegelschnitt- 
schaar  zur  Seite,  deren  Beweis  dem  dort  geführten  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgebildet  werden  kann.  Um  indessen  die  deoa  §  41 
zu  Grunde  liegende  Betrachtung  noch  klarer  hervortreten  zu  las- 
sen, reproduciren  wir  die  polare  Nebenbetrachtung  in  etwas  an- 
derer Form  und  leiten  daraus  die  Polar -Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnittschaar  mit  zum  Theil  anderen.  Beweisen  direkt  ab. 
Sind  A  und  B  die  Mittelpunkte  zweier,  beliebigen 
Strahlsysteme  in  der  Ebene  und  (a,  a)  irgend  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  des  ersten,  (ö,  ß)  ein  Strahlen- 
paar des  zweiten  Strahlsystems,  so  bilden  sämmtlicbe 
Kegelschnitte  in  der  Ebene,  für  welche  diese  beiden 
Strahlsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (§  29),  d.b. 
je  zwei  konjugirte  Strahlen  der  Strahlsysteme  au  und 
hß  zwei  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt sind,  eine  Kegelschnittschaar. 

Die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  haben  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten,  sobald  die  beiden  gegebenen  Strablsysteme 
hyperbolisch  sind,  nämlich  die  Asymptoten  g^  h  des  einen  und 
y^,  h^  des  andern  Strahlsystems,  und  es  können  beliebig  viele 
Kegelschnitte  der  Schaar  vermittelst  dieser  vier  reellen  gemein- 
schaftlichen Tangenten  auf  bekannte  Weise  konstruirt  werden. 
Wenn  dagegen  nur  eines  der  beiden  Strahlsysteme  hyperboliscb, 
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das  andere  elliptisch  ist»  so  haben  die  Kegelschnitte  n«r  zwei 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  die  Asymptoten  des  hyperbo« 
lischen  Strahlsystems,  und    man  sagt   der  Analogie  wegen,  sie 
haben  ausserdem  zwei   imagin&re    gemeinschaftliche   Tangenten; 
endlich  wenn  beide  gegebenen  Strahisysteme  elliptisch  sind,  so 
sagt  man,  die  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  vier  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten;  in  diesen  beiden  letzten  Fällen  lassen 
sich   sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  folgendem  reellen 
Wege  konstruiren:    Die  Verbindungslinie  ^^  &  ist  ein  Strahl,  der 
sowohl  dem  einen,  als  dem  andern  Strahlsystem  angehört;  im 
ersten  Strahlsystem  möge  er  durch  l  und  sein  konjugirter  durch 
l,  im  zweiten  Strahlsystem  durch  (i  und  sein  konjugirter  durch 
m  bezeichnet  werden;  die  Strahlen  k  und  m  treffen  sich  in  einem 
Punkte  C,  welcher  zum  Mittelpunkte   eines    dritten,   vollständig 
bestimmten,  von  den  beiden  gegebenen  Strahlsystemen  abhängigen 
Strahlsystems  wird;   treffen  sich  nämlich  irgend  zwei  Strahlen  a 
und  b  der  beiden  ersten  Strahlsysteme  in  dem  Punkt  {a,  b)  und 
die  konjugirten  in  dem  Schnittpunkt  (a,  ß),  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien dieser  beiden  Punkte  mit  C  zwei  Strahlen  c  und  y 
des  dritten   Strahlsystems  (c,  y),  welches  wir  in  seiner  Totalität 
erhalten,  wenn  wir  die  Paare  (a,  cc)  und  {b,  ß)  beliebig  verän- 
dern.    In  der  That,  halten  wir  zuerst  a  und  a  fest  und  verän- 
dern  b  und  ß,   so  beschreiben  die  Strahlen  c  und  y  zwei  auf 
einander   liegende    projektivische    Strahlbüschel,    bei   denen    die 
Schenkel  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen ;  denn  die  vier  Strahlen  aacy  bilden  allemal  ein  vollstän- 
diges Vierseit,   dessen  drei  Paar  Gegenecken  mit  B   verbunden 
drei  Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  sind;   von  diesen  ist  das 
eine  b,  ß,   das  andere  ftm,    also    auch  das  dritte   ein  solches, 
welches  dem  gegebenen  Strahlsystem  {B)  angehört;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  ein  Strahl  y^  auf  c  fallt,   nothwendig  c^  auf  y  fallen 
muss,  folglich  bilden  cy  ein  Strahlsystem  (§  17).   Dasselbe  Strahl- 
system  resultirt  aber,  wenn  wir  b,  ß  fest  halten  und  a,  cc  ver- 
ändern; denn  die  Strahlen  CA,  CB  sind  in  dem  einen  und  dem 
andern   Falle  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  und  ein  zweites  ge- 
meinschaftliches Paar  ist  selbstverständlich  dasjenige »  welches  nach 
den  Schnittpunkten  der  festgehaltenen  Strahlen  {a,  b)  und  (er,  ß) 
hingeht;    folglich    colncidiren    die    in    beiden  Fällen  erhaltenen 
Strahisysteme  {c,  y).  Da  CA  und  CB  ein  Paar  konjugirte  Strahlen 
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dieses  dritten  Strahlsystems  sind,  so  wollen  wir  sie  mit  n  und  v 
bezeichnen,  so  dass  also  CA  =  n  =  k;  CB  =  m  =  v  und 
^^  =  ;  CZ3  ju.  ist,  und  [l,  l)  (m,  i»)  [n,  v)  drei  Paar  konjugirte 
Strahlen  beziehlich  in  den  drei  Strahlsystemen  [Ä\  [B)  (C)  sind. 
Diese  drei  Strahlsysteme  stehen  daher  in  dem  eigenthumlicheo 
Zusammenhange  mit  einander,  dass,  wenn  irgend  drei  Strahlen 
derselben  ahc^  durch  einen  Punkt  gehen,  die  konjugirteo 
Strahlen  ct^  y  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Hieraus  folgt  ein  weiterer  bemerkenswerther  Zusammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  [A)  (B)  [C).  Denken  wir  uns  um  das 
Dreieck  ABC  einen  beliebigen  Kegelschnitt  ß  gelegt,  so  schnei- 
det bekanntlich  jedes  Strahlsystem  Sehnen  in  dem  Kegelschnitt 
aus,  die  durch  einen  Punkt  laufen  (§  31);  nennen  wir  diesen 
der  Kürze  wegen  den  „Sehnenpol"  des  Strahlsystems,  dann  müs- 
sen die  drei  Sehnenpole  a,  6,  c  der  resp.  Strahlsysteme  [A)  (B)  [C\ 
in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt 
P  des  Kegelschnitts  St  und  ziehen  AP^  BP,  CP,  so  müssen  die 
konjugirten  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  11  treffen;  möge 
An,  BII,  Cn  dem  Kegelschnitte  ß  resp.  in  abc  begegnen, 
dann  werden  AP,  Aa  ein  Paar,  AB,  AC  ein  zwdtes  Paar  konju* 
girter  Strahlen  des  Strahlsystems  [A),  also  Pa  und  BC  zwei  Durch- 
bohrungssehnen, der  Schnittpunkt  [P a,  BC)  =  a  der  Sehneopol 
des  Strahlsystems  [A)  sein;  ebenso  (Pb,  CA)  =  i>  der  Sehnenpol 
des  Strahlsystems  (B),  und  endlich  (Pc,  AB)=  c,  der  Sehnenpol 
des  Strahlsystems  (C).   Wir  haben  nun  das  Pascal 'sehe  Sechseck: 

aPb    BGA, 

m 

also  die  Schnittpunkte: 

(Pa,  BC)     [Pb,  CA)     [Aa,  Bb)         oder 

a  b  JI 

in  gerader  Linie;  anderseits  das  PascaTsche  Sechseck: 

bPc    CAB, 
also  die  Schnittpunkte: 

(Pb,  CA)     (Pc,  AB)     (Bb,  Cc)         d.  h. 

b  c  n 

in  gerader  Linie;  da  nun  beide  Geraden  die  Punkte  b  und  U 
gemein  haben ,-  so  fallen  sie  zusammen ,  folglich  liegen  a  b  c  io 
einer  Geraden  w.  z.  b.  w.,  also  gilt  der  Satz: 

Die   drei   in   Betracht   kommenden  Strahlsy.steme 
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{A)  (B)  (C),  haben  den  eigentbumlichen  Znsammenhang, 
dass,  wenn  man  einen  beliebigen  Kegelschnitt  um  ABC 
legt  und  die  Sehnenpole  (d.  h.  Durchscbnittspunkte  der 
Durchbohrungssehnen)  der  drei  Strahlsysteme  für  den 
Regelschnitt  bestimmt,  dieselben  allemal  in  einer  Ge« 
raden  liegen. 

Mit  Berücksichtigung  der  oben  (§  41)  bemerkten  Eigenschaft, 
dass  irgend  drei  Paar  Strahlen  aus  solchen  drei  Strahlsystemen 
(A)  (B)  [C)  allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind, 
können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Haben  wir  ein  Dreieck  ABC  im  Kegelschnitt  und 
eine  beliebige  Transversale,  welche  die  Dreieckssei- 
ten BC,  CA,  AB  resp.  in  abc  trifft,  ziehen  durch  abc 
drei  beliebige  Strahlen,  deren  erster  in  «und  a^  der 
zweite  in  ß  und  ß^,  der  dritte  in  y  und  y^  dem  KegeN 
schnitte  begegnet,  so  berühren  die  sechs  Strahlen 
Aa,  Aa\  Bß,  Bß^,  Cy,  Cy^,  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  nun  irgend  zwei  konjugirte  Strahlen  c,  y  des 
Strablsystems  (C)  als  die  Träger  zweier  projektivischer  Punkt- 
reihen auffassen,  welche  von  zwei  veränderlichen  konjugirten 
Strahlen  it,  §  des*  ersten  Strahlsystems  (A)  fixirt  werden  (oder 
auch  von  einem  Strahlenpaar  y,  rj  des  zweiten  Strahlsystems  (B)); 
so  erzeugen  diese  beiden  projektivischen  Punktreihen  einen  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Träger  c  und  y  berührt  und  die  Strahlen  x^ 
zu  einem  Paar  konjugirter  Strahlen  hat;  denn  es  sind  die  Schnitt- 
punkte [c,  x),  [y,  D'ein  Paar  entsprechende  Punkte  der  beiden 
projektivischen  Punktreihen,  aber  auch  gleichzeitig  (c,  £),  (y,  x) 
sind  entsprechende  Punkte;  die  beiden  Projektionsstrahlen  und 
Cy  y  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Viersei t>  dessen 
zwei  Diagonalen  x  und  |  sind;  folglich  sind  x  und  ^  konjugirte 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  da  dasselbe  von  Jedem 
Paar  xl^  gilt ,  so  ist  das  ganze  Strahlsystem  [J]  dasjenige,  welches 
dem  konstruirten  Kegelschnitte  zugehört,  und  da  dieselben  beiden 
erzeugenden  Punktreihen  auf  c  und  y  auch  durch  y^  17  fixirt 
werden,  so  gilt  die  genannte  Eigenschaft  auch  für  das  zweite 
gegebene  Strahlsystem  [B).  Der  Kegelschnitt  hat  also  die'  beiden 
gegebenen  Strahlsysteme  zu  den  ihm  zugehörigen  und  gehört  da- 
her nach  unserer  Definition  der  Schaar  an.  Verändern  wir  nun 
das  willkührlich  gewählte  Paar  c,  y  des  dritten  Strablsystems,  so 
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erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  durch  reelle 
Konstruktion.  Die  Strahlenpaare  z^  t  des  dritten  Strablsystems 
sind  die  Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  C  an  die  Kegelschnitle 
der  Schaar;  die  Verbindungslinie  ^j?  ist  die  Polare  des  Punktes 
C  für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  das  Punktenpaar 
Aj  B  ein  specieller  Kegelschnitt  derselben.  Die  drei  Strahlsysteme 
[J)  [B)  {p)  stehen  hinsichtlich  ihrer  Natur  in  folgendem  Zasam- 
menhange: 


Strahlsystem 


Strahlsystem 


Strahlsystem 


Kegelschnittschaar 


I.  elliptisch 

II.  elliptisch 

III.  hyperb. 

IV.  hyperb. 


elliptisch 
hyperbolisch 
elliptisch 
hyperbolisch 


vier  Imag.  gem.  Tang, 
zwei  reelle,  zwei  imag.  T. 
zwei  imag.,  zwei  reelle  T. 
vier  reelle  gem.  Tang. 


hyperbolisch 
elliptisch 
elliptisch 
hyperbolisch 

Sind  nun  x,  £  und  y,  ri  zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  aus 
den  beiden  Strahlsystemen  (A)  und  (B)  und,  \ne  wir  wissen,  zu- 
gleich zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  so  erhalten  wir  aus  ihnen  nach  dem  in  §  31 
bewiesenen  Satze  ein  drittes  Paar  (xy,  ^ri)  und  {xti,  ^y), 
welches  ebenfalls  konjugirte  Strahlen  sein  müssen  für  sämmtliche 
Kegelschnitte  der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  von  einer  dieser  beiden 
Geraden  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf  der  andern, 
und  solcher  Paare  konjugirter  Geraden  können  wir  durch  Verän- 
derung der  Paare  oc,  ^  und  y,  17  unendlich  viele  herstellen.  Ir- 
gend zwei  Paare  von  diosen  gefundenen  lassen  sich  wieder  zur 
Herstellung  eines  neuen  dritten  Paares  verwenden  und  dies  bat 
einen  netzartigen  Fortgang  bis  ins  Unendliche.  Es  entsteht 
die  Frage,  ob  jede  beliebig  gegebene  Gerade  ein  Mai  mit  dem 
einen  Theil  eines  solchen  Linienpaares  zusammenfällt?  Diese 
Frage  wollen  wir  indirekt  beantworten:  Wir  wissen,  dass,  wenn 
wir  irgend  einen  Punkt  p  in  der  Ebene  mit  ABC  durch  drei 
Strahlen  abc  verbinden,  die  drei  konjugirten  Strahlen  aßym^ 
in  einem  korrespondirenden  Punkte  n  treffen ;  wir  verändern  jelzl 
p  auf  einer  Geraden  ®  und  suchen  dea  Ort  des  Punktes  it  auf; 
derselbe  ist  offenbar  ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreieck  ABC 
umschrieben  ist;  denn  da  a  und  b  zwei  perspektivische  Strabl- 
büschel  beschreiben  und  a  ein  mit  a,  ß  ein  mit  b  projektivisches 
Strablbüschel  beschreibt  (wegen  der  Strahlsysteme),  so  sind  auch 
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die  Strahlbüschel , -welche  <x  und  ß  beschreiben,  projektivisch;  ihr 
Erzeugniss  oder  der  Ort  des  Punktes  ut  ist  also  ein  Kegelschnitt 
$,  der  durch  A  und  B  und  ebenso  auch  durch  C  geht  und  des- 
sen Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht  zu  ermitteln  sind.  Wenn 
nun  der  Kegdschnitt  $  die  Gerade  @  in  zwei  Punkten  s  und  t 
schneidet,  so  muss  für  einen  derselben,  2.  B,  s,  wenn  wir  uns 
p  in  denselben  hineinfallend  denken,  der  korrespondirende  tc 
sowohl  im  Kegelschnitt  $  liegen,  als  auch  in  der  Geraden  ®, 
weil  s  sowohl  in  der  Geraden,  als  auch  im  Kegelschnitt  liegt; 
der  korrespondirende  Punkt  zu  s  muss  also  t  sein  und  umgekehrt, 
d.  h.  es  ist  sowohl  As  und  At,  als  auch  Bs  und  Bt  je  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme  (A)  und 
(B).  Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze:  die  Gerade  ®  als 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [(As,Bs),  (At,Bi)']  und  die 
Gerade  $  als  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [{As,  Bt),  {At,  Bs)'] 
sind  ein  neues  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  sämmtMche 
Kegelschnitte  der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  der  Geraden  ®  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf 
der  Geraden  $.  Wenn  dagegen  der  Kegelschnitt  ft  die  Ge- 
rade ®  nicht  trifft,  so  hören  die  Punkte  $  und  t  zu  existiren 
auf,  wohl  aber  bleibt  die  Gerade  ^  bestehen,  denn  sie  ist  nach 
der  vorigen  Konstruktion  nichts  anderes,  als  die  Polare  desjeni- 
gen Punktes,  in  welchem  die  Ver-  (Fig.  67.) 
bindungslinie  AB  die  Gerade  @ 
trifft  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
^.  Es  ist  also  zu  vermuthen,  dass 
die  geometrische  Eigenschaft  der 
gefundenen  Geraden  ^  fortbe- 
stehen wird,  aber  der  oben  gege- 
bene Beweis  ist  nicht  mehr  zulässig 
und  wir  werden  uns  für  diesen  Fall 
nach  einem  anderen  Beweise  um- 
sehen müssen.  Um  zunächst  die 
Gerade  ^  unabhängig  von  der 
Realität  der  Punkte  s  und  /  zu 
konstruiren,  bezeichnen  wir  (Fig. 
67)  den  Schnittpunkt  von  AB  mit. 
®  durch  c,  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den  dreien  c,  A,  B, 
wobei  A  und  B  als  zugeordnete  aufgefasst  werden,  durch  c^  und 


334  DrHter  Abschnitt. 

endlid)  denjemgen  Punkt  auf  der  Geraden  ®^  welcher  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  S  dem  c  konjugirt  ist,  durch  Cj,  dann  geht  $ 
durch  q  und  Cj  und  ist  durch  diese  beiden  immer  reellen  Punkte 
bestimmt;  bezeichnen  wir  noch  die  Schnittpunkte  von  ^Cund  ÄC 
mit  ®  durch  a  und  i,  so  wird,  weil  das  in  B  befindliche  Strahlsystem 
BC  und  BA  zu  konjugirten  Strahlen  hat,  der  zu  Aa  konjogirte 
Strahl  des  Strahlsystems  (A)  die  Tangente  in  A  am  Kegelschnitt  St 
sein  und  eben^  d^*  zu  Bh  konjugirte  Strahl  des  Strahlsystems  [B) 
die  Tangente  in  B  am*  Kegelschnitt  ft.  Wir  haben  also  in  A  und  in  B 
zwei  StrahJeppaare  der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme;  da  nun 
sämmtliche  Strahlenpaare  in  dem  Kegelschnitt  S  Durchbohrungsseh- 
nen  ausschneiden,  welche  für  das  ganze  Strahlsystem  durch  einen 
festem  Punkt  laufen  (§  31),  so  erkennen  wir,  dass  das  in  A  gegebene 
Strahlsystem  als  solchen  Durchschnittspunkt  der  Durchbohrungs- 
sehnen mit  $  den  Punkt  a  liefert  und  ebenso  das  in  B  gegebene 
Strahlsystem  den  Punkt  b,  und  umgekehrt:  jede  durch  a  gehende 
Sehne  trifft  ^  in  zwei  solchen  Punkten,  welche  mit  A  verbunden 
ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  (A)  liefern  und 
ebenso  für  b.  Liegt  also  a  ausserhalb  des  Kegelschnitts  ft,  so 
geben  die  ßerührungspunkte  des  aus  a  an  $  gelegten  Tangenten- 
paares mit  A  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems  (A), 
welches  in  diesem  Falle  hyperbohsch  sein  muss,  und  ebenso  fürb. 
Die  Beruhrungssehne  des  aus  a  an  $  gelegten  Tangentenpaars 
geht  aber  durch  den  Pol  von  ®  in  Bezug  auf  $,  folglich  treffen 
die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (A)  die  Gerade  @  io 
zwei  solchen  Punkten,  welche  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des- 
jenigen Punktsystems  auf  ®  sind,  welches  dem  Kegelschnilt  $ 
zugehört;  ebenso  treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems 
(B)  die  Gerade  @  in  zwei  konjugirten  Punkten  des  dem  Kegel* 
schnitt  ^  zugehörigen  Punktsystems  und  dieses  Punktsystem  ist 
durch  die  beiden  Punktenpaare  vollständig  bestimmt. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  die 
oben  mit  s  und  t  bezeichneten  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  S 
mit  der  Geraden  ®  reell  oder  imaginär  werden;  da  die  von  A 
und  B  nach  ihnen  hingehenden  Strahlenpaare  für.  beide  Strahl- 
Systeme  {A)  und  (B)  je  eui  Paar  konjugirte  Strahlen  sind,  so 
sehen  wir,  dass  s  und  t  das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter 
Punkte  zweier  auf  ®  zusammenliegender  Punktsysteme  sind,  welche 
durch  die  gegebenen  Strahlsysteme   (A)  und  (B)  ausgeschoitteD 
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werden;  nach  §  16  existirt  nun  immer  ein  reelles  gemeinschaft- 
liches Paar»    sobald  wenigstens  eins   der   beiden   Punktsysteme^ 
also  auch  eins  der  beiden  Strahlsysteme   {Ä)  oder  (B)  elliptisch 
ist,  oder  was  dasselbe  bewirkt,  sobald  wenigstens  einer  der  beiden 
Punkte  a  oder  6  innerhalb  des  Kegelschnitts  $  liegt;  d.  h.  in 
den  oben  mit  (I),  (II),  (III)  bezeichneten  Fällen  ist  das  Punkten- 
paar st  reell,  also  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  imaginä- 
ren oder  zwei  imaginären  und  zwei  reellen    gemeinschaftlichen 
Tangenten;  nui*  in  dem  Falle  IV,  also  für  eine  Kegelschnittschaar 
mit  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  können  die  Punkte 
s  und  /  imaginär  werden.   Für  diesen  Fall  lässt  sich  aber  ander- 
seits aus  den  Eigenschaften  des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Vierseits  (§  27)  -direkt  nachweisen,  dass  die  Pole  einer  Geraden 
®  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  einem 
Vierseit  einbeschrieben  ist,  auf  einer  zweiten  Geraden  liegen  und 
dann,   was  noch   erforderlich  ist,  zeigen,  dass  diese  Gerade  mit 
der  oben  konstruirten  Geraden  $  identisch  ist.     Das  Erstere  ge- 
schieht auf  analoge  Weise,   wie  in  §  46:    Ist  nämlich  das  voll- 
ständige Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  AB,  ÄB\  Ä'  ff' 
und  dessen  drei  Diagonalpunkte. o^^z  sind,  (Fig.  68)  gegeben,  so 
liegen  die  Berührungspunkte  irgend  eines  demselben  einbeschrie- 
benen Kegelschnitts  (§  27)  paarweise  mit  den  Diagonalpunkten  in 
gerader  Linie  und  bilden  also  ein  vollständiges  Viereck,  dessen 
Diagonaldreieck   ebenfalls  xyz  ist.     Wenn  nun  irgend  eine  Ge- 
rade ®  in  der  Ebene  gegeben  ist,  so  konslruiren  wir  den  Pol 
derselben  in  Bezug  auf  einen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Ke- 
gelschnitt, indem  wir  die  Berührungssehue  des  durch  A'  gehen- 
den Tangentenpaars  die  Gerade  ®  in  m  und  die  Berührungssehne 
des  durch  ff  gehenden  Tangentenpaares  die  Gerade  @  in  n  tref- 
fen  lassen,   sodann  zu  dem  Tangentenpaar  in  A'  und  A'xa  den 
vierten  harmonischen  Strahl,    ebenso  zu  dem  Tangentenpaar  in 
B'  und  ff  IX  den  vierten  harmonischen  Strahl  hersteilen  und  den 
Schnittpunkt  ^  dieser  beiden  vierten  harmonischen  Strahlen  auf- 
suchen; dann  ist  ^  der  Pol  von  ®  in  Bezug  auf  denjenigen  dem 
Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt,   dessen  Berührungssehnen 
für  die  Konstruktion  verwendet  sind.     Diese  beiden  Berührungs- 
sehnen schneiden  sich  nun  in  dem  Diagonalpunkte  y  und  sind  zu 
yoc  und  yz  harmonisch;   bei  der  Veränderung  des  Kegelschnitts 
beschreiben  also  m  und  n  ein  Punktsystem,  d.  h.  zwei  auf  ein- 
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ander  liegende  projektmsche  Punktreihen,  folglich  A'm  und  B'n 
zwei   projeklivische    Strahibüschel.     Ferner    sind  A'm  und  A'^ 

(Fig.  68.) 


zugeordnet  harmonisch  mit  dem  Tangentenpaar  durch  A\  also 
beschreiben  bei  der  Veränderung  des  Kegelschnitts  die  Strahlen 
A'xn  und  A'p  zwei  projektivische  Strahibüschel,  ebenso  auch 
B'n  und  ^p,  folglich  auch  ^'^)  und  B'p,  deren  Schnittpunkt  der 
gesuchte  Pol  )>  ist.  Diese  beiden  von  A'p  und  J?')}  beschriebenen 
projektivischen  Strahlbüschel  liegen  aber  perspektivisch,  weil  auf 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strah- 
len zusammenfallen;  dies  tritt  nämlich  in  dem  besonderen  Fall 
ein,  wenn  die  eine  Berührungssehne  durch  A'  selbst  geht,  also 
A'y  wird,  die  andere  B'y,  der  Kegelschnitt  der  Schaar  aber  in 
das  Punktenpaar  A' B'  ausartet.  Der  Ort  des  Pols  p  ist  also  der 
Durchschnitt  zweier  perspektivischen  Strahlbüschel  oder  eine  Ge- 
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rade.     Diese  geht  durch  diejenigen   drei  Punkte  der  Diagonalen 
AB,  A'B',  A"B",  welche  den  Schnittpunkten  mit  ®  harmonisch 
zugeordnet  sind;  insbesondere  also  auch  durch  den  oben  mit  c^ 
bezeichneten  Punkt  auf  AB\  den  Punkt,    in    welchem    sie    die 
Gerade    ®    trifft,    können    wir    ebenfalls    angeben.      Unter    den 
Kegelschnitten   der  Schaar  giebt  es  nämlich  einen/  welcher  zu- 
gleich  die  Gerade    ®  berührt;   der   Pol    von   ®    in    Bezug   auf 
ihn   ist    der   Berührungspunkt,    und    da    dieser    in    der    gefun- 
denen Ortsgeraden  von    ))    liegen   muss,    so  ist  er  der  Schnitt- 
punkt derselben  mit  ®.     Diesen  Punkt  C2  können  wir  mit  Hülfe 
des  besonderen  Kegelschnitts,  welcher  dem  Vierseit  einbeschrie- 
ben ist  und  zugleich  @  berührt,  noch  anders  definiren.   Bekannt- 
h'ch  (§  31)  bestimmen  die  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  einer 
Geraden  an  einen  Kegelschnitt  gelegt  auf  einer  festen  Tangente 
desselben  ein  Punktsystem ;  betrachten  wir  den  dem  Vierseit  ein- 
beschriebenen Kegelschnitt,  welcher  gleichzeitig  ®  berührt,   so 
bestimmt  das  Tangentenpaar  aus  A  und  das  aus  B  zwei  Punkten- 
paare auf  ®,  welche  dies  Punktsystem  konstituiren.   Alle  Punkte 
der  Geraden  AB  geben  also  Tangentenpaare,  die  @  immer  in  je 
zwei  koDJugirten  Punkten  dieses  Punktsystems  treffen,  insbeson- 
dere auch  der  Schnittpunkt  c  von  AB  mit  ®;  von  seinem  Tan- 
gentenpaar ist  aber  ein  Theil  ®  selbst,   also  der  eine  Schnitt- 
punkt der  Berührungspunkt  Cj  und  der  andere  c;  hiernach  bestim- 
men die  Schnittpunkte  des  Seitenpaares  durch  A  und  des  Seiten- 
paares durch  B  auf  @  ein  Punktsystem,  von  welchem  c  und  Cj 
ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind.     Nach  dem  Früheren  sind  nun 
die  Punkte  q  und  C2  dieselben,  welche  dort  zur  Bestimmung  der 
Geraden  $  dienten;  folglich  coincidirt  die  früher  konstruirte  Ge- 
rade §  auch  für  den  Fall  einer  Kegelschnittschaar  von  vier  reel- 
len gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  der  jetzt  gefundenen  Orts- 
geraden   der   Pole   von  ®  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar   und   somit    ist    denn    für    alle   Fälle   die    Gültigkeit  des 
Satzes    erwiesen:     Die    Pole    einer    Geraden    ®   in    Bezug    auf 
sämmtliche   Kegelschnitte    einer   Schaar   liegen  auf  einer  neuen 
Geraden  §,   und  also  auch  die  Pole  von  §  auf  der  Geraden  ®, 
oder:    Die  Geraden  ®  und  §  sind  ein  Paar  konjugirte  Strahlen 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  heissen 
daher    „konjugirte    Gerade    in    Bezug   auf   die    Kegel- 
schnittschaar''.  Zu  jeder  Geraden  @  in  der  Ebene  einer  Ke- 
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gelschnittschaar  gehört  immer  eine  bestimmte  konjugirte  Gerade, 
insbesondere  zu  der  unendlich-entfernten  Geraden  ®^  die  Mittel- 
punktslinie  Wl,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte der  Schaar  liegen.     Die  Paare  von  konjugirten  Geraden 
erfüllen  also  auf  doppelte  Art  die  ganze  Ebene.   Fassen  wir  irgend 
ein  solches  Paar  von  konjugirten  Geraden  @  und  JQ  ins  Auge  und 
nennen  P  ihren  Schnittpunkt,  so  wird  die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  mit  @  und  $  zusammen 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt 
bilden;  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  ausserdem  das  Tripel 
konjugirter  Strahlen  gemeinschaftlich,  welches  von  den  Seilen  des 
Diagonaldreiecks  xyz  gebildet  wird,  und  da  zwei  Tripel  konju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  allemal  einen  neuen 
Kegelschnitt  berühren  (§31),   so  berührt  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  einen  gewissen  neuen 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  fünf  Tangentgn:    Die  Seiten  des 
Diagonaldreiecks  xyz  und  die  Geraden  @  und  Q  vollständig  be- 
stimmt   ist;    also:    Die   Polaren    des    Punktes   P  in   Bezug   auf 
sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  umhüllen  einen  Kegeischniti, 
welcher   dem   Diagonaldreieck    einbeschrieben  ist     Diese  Eigen- 
schaft gilt  nun  wiederum  allgemein  für  jeden  Punkt  P  der  Ebene, 
auch  wenn  das  Diagonaldreieck  nicht  vollständig  reell  ist  und  der 
Punkt  P  nicht  als  Schnittpunkt  eines  reellen  Paares  konjugirter 
Gerader  ®,  JQ  aufgefasst  werden   kann,   denn  die   Schnittpunkte 
sämmtlicher  Paare  von  konjugirten  Geraden  @,  Q  erfüllen  nicht 
die  ganze  Ebene.   Um  nun  die  Allgemeingültigkeit  der  genannten 
Eigenschaft  darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  wenn  wir  zu  einem 
gegebenen  Punkte  P  die  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegel- 
schnitt  der  Schaar  konstruiren  und  zu  ihr  wiederum  die  konju- 
girte Gerade  in   Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar ,    die   letztere 
Gerade  nothwendig  durch  P  gehen  muss;  verändern  wir  also  den 
Kegelschnitt  der  Schaar,  so  laufen  diese  letzteren  Geraden  sämmt- 
lieh  durch  P,  und  auch  umgekehrt,  wenn  wir  irgend  eine  Gerade 
®  durch  P  ziehen,  so  muss  die  ihr  konjugirte  Gerade  Q  in  Be- 
zug auf  die  Kegelschnittschaar    nothwendig  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar  sein;  denn 
konstruiren   wir  von  dem  Schnittpunkte   (®,  $)  die  Polaren  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  umhüllen  die- 
selben nach  dem  Obigen   einen  gewissen  Kegelschnitt,    welcher 
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@  und  ^  berührt,  und  die  Schnittpunkte  sämmtlicher- Tangenten 
dieses  Kegelschnitts  mit  ®  sind  die  Pole  von  Q  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar;  diese  erfüllen  aber  die  Gerade  ® 
ganz  und  unter  ihnen  kommt  also  auch  P  vor ;  es  sind  also  auch 
P  und  Q  Pol  und  Polare  für  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der 
Schaar.  Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Ort  der  Polaren  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  identisch 
ist  mit  dem  Ort  derjenigen  Geraden  $,  welche  sämmtlichen  durch 
P  gehenden  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar  kon- 
jugirt  sind.  Wir  werden  also,  um  jenen  Ort  zu  bestimmen,  eine 
veränderliche  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P  drehen  und  den 
Ort  der  konjugirten  Geraden  §  aufsuchen.  Nach  dem  Früheren 
erschien  die  Gerade  ^  als  die  Polare  desjenigen  Punktes  c,  in 
welchem  ®  von  AB  getroffen  wird  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
K  (Fig.  67).  Dieser  Kegelschnitt  verändert  sich  nun  mit  ®; 
läuft  nämlich  @  beständig  durch  einen  festen  Punkt  P  und  haben 
die  Strahlen  AP,  BP  zu  ihren  konjugirten  in  den  beiden  erzeu- 
genden Strahlsystemen  (A)  und  (^J  die  Strahlen  Au,  BII,  welche 
sich  in  II  treffen,  so  geht  der  veränderliche  Kegelschnitt  &  durch 
den  festen  Punkt  17  und  ausserdem  durch  ABC,  beschreibt  also 
ein  Büschel  mit  vier  reellen  Mittelpunkten.  Die  beiden  Tangen- 
ten in  A  und  B  an  dem  Kegelschnitt  S  treffen  sich  in  einem 
Punkte  S,  dessen  Ort  eine  feste  Gerade  sein  wird,  eine  Diago- 
nale des  vollstäi^digen  Vierecks  ^^C IT,  nämlich  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  {AH,  BC)  und  (J9JT,  AC).  Die  Polare 
von  c  in  Bezug  auf  $  geht  aber  durch  S  und  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  q  zu  c,A,B,  während  A  und  B  zugeordnete  Punkte 
sind ;  durch  die  beiden  Punkte  S  und  q  ist  Q  bestimmt  und  wir 
erkennen  jetzt  leicht,  dass  bei  der  Bewegung  von  ®  die  Punkte 
S  und  Cj  zwei  projektivische  Punktreihen  auf  ihren  Trägern  durch- 
laufen; zu  der  Tangente  ^5  ist  nämlich  im  Strahlsystem  (A)  der 
Strahl  AcL  konjugirt  und  a  der  Schnittpunkt  von  ®  mit  BC.  Wenn 
sich  also  ®  um  den  festen  Punkt  P  dreht,  so  beschreiben  c  und 
a  perspektivische  gerade  Punktreihen  auf  BC  und  AB,  folglich  der 
vierte  harmonische  Punkt  C|  eine  mit  c  projektivische  Punktreihe, 
weil  c  und  c^  ein  hyperbolisches  Punktsystem  auf  AB  konstituiren; 
ferner  beschreibt  Aa  ein  Strahibüschel,  welches  projektivisch  ist 
mit  der  Punktreihe  c  und  AS  ein  mit  Aa  projektivisches  Strahi- 
büschel,  weil  AS  und  Aa  immer  zwei  konjugirte  Strahlen  des 
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Strahlsystems  {A)  sind;  also  werden  endlich  die  von  S  und  c^ 
durchlaufenen  geraden  Punktreihen  projektivisch  sein  und  der  Ort 
der  Verbindungslinie  5q  =  §  wird  ein  Kegelschnitt,  welcher  ins- 
besondere auch  ABy  sowie  ^17  und  BIl  berührt.  Dieser  Kegelschnitt 
heisst  der  Polarkegelschnitt  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnittschaar  und  besitzt  folgende  Eigenschaft: 
Die  Polaren  eines  PunktesP  in  Bezug  auf  alleKc- 
gelschnitte  einer  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt, 
welcher  zugleich  der  Ort  aller  Geraden  §  ist,  die  zu 
sämmtlichen  durch  P  gehenden  Gerfiden  ®  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnittschaar  konjugirt  sind.  Hat  die  Ke- 
gelschnittschaar vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  be- 
rührt dieser  Polarkegelschnitt  von  P  allemal  die  drei  Diagonalen 
des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebildeten  voll- 
ständigen Vlerseits  und  ausserdem  diejenigen  sechs  Strahlen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  durch  jede  der  sechs  Ecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstruirt  zu  dem 
Seitenpaar  und  dem  Verbindungsstrahl  der  Ecke  mit  P,  diesem 
letzteren  zugeordnet.  Liegt  P  ausserhalb  des  Poiarkegelschnitls, 
so  ist  das  aus  ihm  an  denselben  gelegte  Tangentenpaar  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Schaar  und  es  glebt  zwei 
reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  welche  durch  P  gehen  und  deren 
Tangenten  in  P  eben  diese  beiden  Strahlen  sind.  Aus  der  Eigen- 
schaft des  Polarkegelschnitts  folgt  zugleich  eine  nützliche  Bemer- 
kung: Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden  ^  und  bilden  eine  gerade 
Punktreihe;  die  Pole  einer  zweiten  Geraden  ©'  bilden  eine  zweite 
gerade  Punktreihe  auf  §'.  Betrachten  wir  in  diesen  beiden  Punkt- 
reihen  als  entsprechende  Punkte  die  Pole  von  ®  und  ®'  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt,  der  Schaar,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen  auf  $  und  ip'  allemal  projektivisch,  wie  auch  ®  iind 
@'  angenommen  werden  mögen;  denn  die  Verbindungslinie  je 
zweier  entsprechender  Punkte  umhüllt  den  Polarkegelschniti  des 
Schnittpunktes  (®,  ®')  in  Bezug  auf  die  Schaar,  welcher  zugleich 
$  und  $'  zu  Tangenten  hat,  folglich  schneiden  alle  übrigen  Tan- 
genten ^  und  Q'  in  zwei  projektivischen  Punktreihen.  Ferner 
lässt  der  Polarkegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Kegelschnittschaar  in  bestimmterer  Weise  hervortreten;  der  Potar- 
kegelschnitt  eines   beliebigen  Punktes  P  heisse  C(^);  nehmen  wir 
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zuerst  an,   dass  P-  ausserhalb   C^^^  liegt,    so  gebt  durch  P  ein 
Tangentenpaar  an  C<^),  welches  zugleich  ein  Paar  konjugirter  Ge- 
rader   in  ßezug  auf  die  Schaar  ist,  also  für  jeden  Kegelschnitt 
der  Schaar  zu  dem  Tangentenpaar  aus  P  an  letzteren  harmonisch 
gelegen  ist.     Die  sämmtlichen  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Ke- 
gelschnitte der  Schaar  bilden  also  ein  hyperbolisches  Strahlsystem, 
welches   zusammenfallt    mit   demjenigen  Strahlsystem,    das  dem 
Punkt  P  in  Bezug  auf  den   Polarkegelschnitt  C<^)  zugehört  und 
dessen  Asymptoten   eben  aus  dem  Tangentenpaar  von  P  an  C^^^ 
bestehen.     Wenn  dagegen  P  innerhalb  des  Polarkegelschnitts  C^^) 
liegt,  so  existirt  kein  reelles  Tangentenpaar  an  C^^K  aber  trotz- 
dem bilden  die  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  def 
Schaar  ein  elliptisches  Strablsystem,  welches  mit  demjenigen  zu- 
sammenfällt,  das  dem  Punkt  P  in  Bezug  aiif  C^^^  zugehört.    Um 
dies  zu  erkennen,   denkea  wir  uns  ein  Tangentenpaar  aus  P  an 
einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  es  sei  ®  und  ®\  die  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  denselben  sei  S,  welche  die  beiden  Berührungs- 
punkte auf  ®  und  ®'  verbindet;  sei  ferner  die  konjugirte  Gerade 
von  @  in  Bezug  auf  die  Schaar  $:  und  von  ®':   Q\   so  geht  $ 
durch  den  Berührungspunkt  von  @,  und  Q'  durch  den  Berührungs- 
punkt von  ®',  d.  h.  die  Verbindungslinie  (®§,  ®'$')  ist  iden- 
tisch mit  2.     Der  Polarkegelschnitt  C^^^  muss  aber  die  drei  Ge- 
raden  §  §'  und   2  berühren,    weil  2  die  Polare  von  P  ist  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  und  Q  und  Q'  konju- 
girte Gerade  von  ®  und  ®'  sind,  welche  sich  in  P  treffen.    Da 
nun  ®,  §  und  ®',  $'  zwei  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  die  Schaar  sind,  so  werden  auch  (§  31):  (®®',  §$')  und 
(@$',  $®')   ein  drittes  Paar  konjugirter  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Schaar  sein,  und  weil  von  diesen  die  erstere  durch  P  geht, 
so  ^Ird  die  Letztere  C^^^  berühren;  wir  haben  also  jetzt  vier  Tan- 
genten von  C^^\  nämlich: 

§    $'     (®$.  ®'$')     (®$',  ®'$). 

Von  diesen  dem  Kegelschnitt  C^^^  umschriebenen  Vierseit  sind 
offenbar  die  Geraden  ®  und  ®'  zwei  Diagonalen,  wie  aus  dem 
Anblick  der  Buchstaben  hervorgeht,  folglich  sind  ®  und  ®'  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  C^^\ 
und  da  alle  durch  P  gehende  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Be- 
zug auf  denselben  ein  Strahlsystem  bilden,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Tangenten  paare  aus  einem  beliebigen  Punkte  P 
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an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  bilden  ein  Strabl- 
system,  welches  identisch  ist  mit  demjenigen,  das  dem 
Punkte  P  in  Bezug  auf  seinen  Polarkegelschnitt  C^^^ 
zugehört;  also  je  zwei  Tangenten  aus  P  an  einen  Ke- 
gelschnitt der  Schaar  sind  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Polarkegelscbnitt  C^^\ 

Der  Polarkegelschnitt  C^^J  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnittschaar  ist  insbesondere,  wie  wir  gesehen  haben,  dem 
gemeinschaftlichen  Tripel  konjugirter  Strahlen  für  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar  einbeschrieben;  dieses  Tripel  ist  aber  nur 
reell,  wenn  das  Strahlsystem  [C)  hyperbolisch  ist,  und  besteht 
Slsdann  aus  den  Asymptoten  desselben  und  der  Verbindungslinie 
AB,  welche  die  drei  Diagonalen  sind.  Ist  dagegen  das  Strahl- 
system {C)  elliptisch,  so  tritt  an  die  Stelle  der  genannten  Eigen- 
schaft die  mit  ihr  gleichbedeutende,  dass  das  Strahlsystem 
[C)  allemal  dasjenige  ist,  welches  dem  Punkte  C  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Polarkegelschnitt  C^^)  zugehört. 
Um  diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  denken  wir  uns  den  Po- 
larkegelscbnitt C<^>  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  etwas  andere 
Weise  hergestellt.  Konstruiren  wir  die  den  Strahlen  AP,  BP,  CP 
konjugirten  Strahlen  in  den  drei  Strahlsystemen  {A)  {B)  (C),  so 
schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte  U,  und  ziehen  wir  durch 
P  irgend   eine  Gerade  @,   welche  AB  In   c  trifft  (Fig.  69),  so 

wird  17  c  die  feste  Gerade 


(Fig.  69.) 


CP  in  einem  Punkte  X 
treffen,  so  dass  durch  die 
fünf  Punkte  AB  CHX  der 
oben  mit  ^  bezeichnete 
Kegelschnitt  bestimmt  wird, 
denn  da  CP  und  CII  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  {€)  ist,  so 
muss  die  Durchbohruags- 
sehne  TL  X  mit  dem  Kegel- 
schnitt $  durch  den  Punkt 
c  gehen,  wie  es  schon 
oben  für  die  Punkte  a  und 
i  nachgewiesen  ist  und  in 
gleicher    Weise    für     den 
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Punkt  c  gilt;   wir  sehen  also  umgekehrt,   dass  CP  und  17  c  sich 
in  einem  Punkte  X  des  Kegelschnitts  ^  trelTen  müssen,  und  kön- 
nen jetzt  von  diesem  Kegelschnitte  ganz  abstrahiren,   indem  wir 
den  zu  seiner  Bestimmung  dienenden  Punkt  X  allein  ins  Auge 
fassen;  verbinden  wir  die   Schnittpunkte:   [ÄX,  IIB)  :=^  et  und 
(BX,  IIA)  =3  ß,  so  ist  die  Verbindungslinie  aß  =  Q   die  kon- 
jugirte  Gerade  zu  ®  in  Bezug  auf  die  Schaar,   und  indem  wir 
die  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P  drehen,  umhüllt  die  in  der 
angegebenen  Weise  konstruirte   Gerade  §   den  Polarkegelschnitt 
C^^l   Diese  Konstruktion  gestattet  leicht,  die  Veränderung  zu  über- 
blicken, welche  die  Figur  durch  die  Drehung  von  ®  erfahrt;  es 
beschreibt  nämlich  c  eine  gerade  Punktreihe  auf  ^P,  X  eine  mit 
ihr  projektivische  gerade  Punktreihe  auf  CP^  cc  und  ß  projektivi- 
sche  Punktreihen  mit  X,  also  auch  mit  einander  auf  ÜB  und  IIA, 
folglich  umhüllt  §  einen  Kegelschnitt  C^^\  welcher  IIA  und  IIB 
berührt;  auch  ist  leicht  zu  erkennen,   dass  er  AB  zur  Tangente 
hat,   was  daraus  hervorgeht,   dass,   wenn  ®  mit  PC  zusammen- 
fällt, ^  auf  ^P  zu  liegen  kommt.   Auf  den  beiden  Trägern  IIA 
und  IIB  sind  mithin  einmal  A  und  B  und  dann  ß  und  a  je  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  projektivischen  Punktrei- 
hen, folglich  liegt  der  Schnittpunkt  {Aa,  Bß)=^X  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  der  beiden  Träger  (§  21), 
oder,  da  X  die  Gerade  PC  durchläuft,  so  ist  PC  die  Polare  von 
II  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  C^^^\   ferner  bilden  IIA, 
ÜB,  AB,  aß  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Vierseit,  des- 
sen zwei  Diagonalen  XA,  XB  sind;  XA  und  XB  sind  also  stets 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt 
C^^);  insbesondere  also  auch  CA  und  CB,  und  auch  CP  und  Ci7, 
weil  n  der  Pol  von  CP  isi;  folglich  bestimmen  diese  beiden  Paare 
konjugirter  Strahlen  das  dem  Kegelschnitt  C^^^  zugehörige  Strahl- 
system in  C  und  dieses  coincidirt  mit  dem  Strahlsystem  (C),  wei- 
ches, wie  früher  angegeben  ist,  von  den  beiden  als  gegeben  an- 
gesehenen Strahlsystemen  (A)  und  [B)  abhängt,  indem  CA  und  CB 
ein  Paar  und  CP  und  CII  ehi  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen 
desselben  ist.     Die  oben  ausgesprochene  Behauptung  ist  also  er- 
wiesen und   der  Polarkegelschnitt  C^^^  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  die  Schaar  nunmehr   dadurch  bestimmt,   dass  er  dem  Drei- 
eck ABU  einbeschrieben  ist    und  HA  und  ÜB  in  denjenigen 
beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  sie  von  P (7  getrolfen  werden. 
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§  49.    Nachtrag  zu  §  45. 

Die  in  §  45  geführte  Untersuchung,  weiche  üher  die  beson- 
dere Natur  der  in  einer  Kegelschnittschaar  enthaltenen  Kegel- 
schnitte Aufsciiiuss  gab,  berulite  wesentlich  darauf,  dass  die  Kegel- 
schnittschaar ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  xyz  besitzt, 
behält  also  nur  ihre  Gültigkeit,  wenn  die  Kegelschnittschaar  ent- 
weder vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  hat  oder  vier  ima- 
ginäre; es  bleibt  daher  eine  Lücke  für  den  Fall,  wenn  die  Schaar 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  be- 
sitzt, und  diese  Lücke  auszufüllen  ist  der  gegenwärtige  Paragraph 
bestimmt,  in  welchem  die  dort  gewonnenen  Resultate  von  einem 
neuen  Gesichtspunkte  aus  den  allgemeinen  Polareigenschaften  der 
Kegelschnittschaar  nochmals  abgeleitet  werden  sollen,  unabhängig 
davon,  ob  das  gemeinsame  Tripel  xyz  ganz  oder  nur  zum  Theil 
reell  ist. 

Gehen  wir  von  der  allgemeinsten  Erzeugung  der  Kegelschnili- 
schaar  aus  vermittelst  der  beiden  Strahlsysteme  [Ä)  und  [B)»  von 
welchen  das  Strahlsystem  (C)  in  bestimmter  Weise  abhängt  (§  48), 
und  nehmen  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^ ,  so 
wird  deren  konjugirte  Gerade  3)i  in  Bezug  auf  die  Schaar  die 
Mittelpunkte  m  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthalten. 
Der  unendlich  -  entfernte  Punkt  m^  dieser  Geraden  äR  ist  der 
Mittelpunkt  der  einzigen  in  der  Schaar  vorkommenden  Parabel; 
von  diesem  Punkte  m^^,  wollen  wir  den  Polarkegelschnitt  5ß^^^ 
in  Bezug  auf  die  Schaar  bestimmen;  derselbe  muss  eine  Parabel 
sein,  weil  die  Polare  von  m^  in  Bezug  auf  die  einzige  in  der 
Schaar  vorkommende  Parabel  ®^  selbst  ist  und  mitbin  @^  eine 
Tangente  von  ^(^^  ist;  folglich  ist  $^2)  eine  Parabel;  sie  berührt 
ajl,  weil  Wt  die  konjugirte  Gerade  zu  ®^  ist  und  ©^  durch  m^ 
geht;  sie  berührt  ebenfalls  AB  und  das  Strahlsystem  [C]  ist  das 
ihr  zugehörige,  wie  bei  jedem  Polarkegelschnitt  C^^^  (§  48).  Jede 
Tangente  der  Parabel  ^<^)  trifft  äR  in  einem  Punkte  m,  welcher 
Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  der  Schaar  ist,  und 
bildet  mit  Wi  zusammen  ein  Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses 
Kegelschnitts,  weil  diese  beiden  Strahlen  und  ®^  ein  Tripel  kon- 
jugirter Strahlen  für  einen  solchen  Kegelschnitt  sind.  Ziehen  wir 
ferner  mC  und  eine  Parallele  durch  m  zu  ÄB^  so  haben  wir 
ein  zweites  immer  reelles  Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses 
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Kegelschnitts  der  Scbaar,  weil  C  und  die  Verbindungslinie  AB 
Pol  und  Polare  für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  sind. 
Durch  diese  beiden  Paare  konjugirter  Durchmesser  ist  nun  das 
ganze  Strablsystem  der  konjugirten  Durchmesser  für  den  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  vollständig  bestimmt, 
und  die  Natur  dieses  Strahlsystems  giebt  Aüfschluss  über  die 
Natur  des  Kegelschnitts,  ob  er  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Wir 
können  hiernach,  indem* wir  eine  veränderliche  Tangente  an  der 
Parabel  $<^)  herumbewegen,  den  Verlauf  jenes  Strahlsystems,  also 
die  Natur  der  Kegelschnitte  der  Schaar  verfolgen  und  gelangen 
unabhängig  von  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripels,  von  weN 
chem  C  und  Ä  B  immer  reell  sind ,  zu  den  Resultaten  des  §  45, 
die  aber  für  den  Fall  nur  zweier- reeller  gemeinschaftlicher  Tan- 
genten der  Schaar  eine  Modifikation  erleiden.  Zuvörderst  ist  es 
nun  nöthig,  die  Konstruktion  der  Geraden  SSSl  und  der  Parabel 
$(*),  wovon  Alles  abhängt,  genauer  anzugeben.  Die  Gerade-  SM 
wird  nach  §  48  so  gefunden:  Ein  durch  Ä  zm  BC  gezogener 
Parallelstrahl  hat  zu  seinem  konjugirten  in  dem  Strahlsystem  [A) 
den  Strahl  AS  und  ein  durch  B  zu  ^(7  gezogener  Parallelstrahl 
hat  zu  seinem  konjugirten  in  dem  Strahlsystem  [B]  den  Strahl 
BS;  bezeichnet  S  den  Schnittpunkt  der  beiden  so  gefundenen 
Strahlen  und  o  die  Mitte  von  AB,  so  ist  oS  die  gesuchte  Mittel- 
punktslinie SR.  Ziehen  wir  sodann  durch  A  und  B  Parallele  zu 
OK  und  die  zu  ihnen  konjugirten  Strahlen  in  den  Strahlsystemen 
{A)  und  [B),  welche  sich  in  Hq  treffen,  endlich  durch  C  eine 
Parallele  zu  9Jl,  welche  J7o  A  und  UoB  in  a  und  ß  trifft,  so  ist 
derjenige  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreiseit  IIoAB  einbescbrie- 
ben  ist  und  die  Seiten  IIoA,  TIoB  in  den  Punkten  a  und  ß  be- 
rührt, die  gesuchte  Parabel  $(^);  sie  berührt  auch  äR  und  zwar, 
wie  leicht  zu  erkennen  ist,  in  demjenigen  Punkte  niA»  welcher 
die  Mitte  des  Abschnittes  ist,  den  IhA  und  TloB  auf  9Jl  aus- 
schneiden; dieser  Punkt  xtih  ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  der  Schaar  angehört  und  die  Gerade  Wi  zu  einer 
Asymptote  hat,  also  durch  den  Punkt  m^  geht,  denn  iha  ist  der 
Schnittpunkt  zweier  zusammenfallender  Tangenten  der  Parabel 
^^^\  also  zweier  zusammenfallender  konjugirter  Durchmesser  eines 
Kegelschnitts  der  Schaar.  Die  Verbindungslinie  IZq  ntA  geht  daher 
nach  dem  unendlich- entfernten  Punkte  der  Parabel  $(^)  oder  ist 
parallel  mit   der  Axe   derselben.     Hierdurch  ist  nun  die  Parabel 
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$^^)  mehr,  als  bestimmt  und  es  lässt  sich  der  vorhin  angedeutete 
Vorgang  deutlich  verfolgen,  wenn  man  aus  den  sämmtlichen 
Punkten  m  der  Geraden  9iR  die  noch  übrige  zweite  Tangente  an 
die  Parabel  $^^^  legt.  Bezeichnen  wir  mit  p^  den  jedesmaligen 
unendlich  -  entfernten  Punkt  derselben,  so  beschreiben  m  auf  SK 
und  p^  auf  ®^  zVvei  projektivische  Punktreiheu,  weil  3R  und 
®^  selbst  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  Parabel  ^ß^^))  sind 
und  daher  von  allen  übrigen  Tangenten  desselben  projektivisch 
geschnitten  werden;  bezeichnen  wir  noch  den  unendlich-entfern- 
ten Punkt  von  AB  durch  c^,  so  sind  «ach  dem  Obigen  mC  und 
mc^  ein  Paar,  mm^  und  mp^  ein  zweites  Paar  konjugirter 
Durchmesser  desjenigen  Kegelschnitts  der  Schaar,  dessen  Mittel- 
punkt m  ist,  und  durch  diese  beiden  Paare  ist  das  ganze  Durch- 
messersystem bestimmt.  Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Strahlsystem 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  haben  wir  nachzusehen,  ob  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  durch  ein  zweites  und  dieses  durch 
jenes  getrennt  wird  oder  nicht;  dies  lässt  sich  leicht  bei  der 
obigen  Figur  verfolgen;  wir  können  uns  aber  auch  des  in  §  45 
angewendeten  Hülfsmittels  bedienen,  indem  wir  das  Strahlsystem 
parallel  mit  sich  nach  irgend  einem  Punkte  0  eines  Hulfskegel- 
Schnitts  6  verlegen;  die  Durchbohrungssehne  je  zweier  konjugir- 
ter Strahlen  mit  dem  Kegelschnitt  (S>  läuft  dann  durch  einen 
festen  Punkt  P,  und  je  nachdem  dieser  Punkt  ausserhalb,  inner- 
halb oder  auf  dem  Kegelschnitte  6  liegt,  ist  das  Strahlsystem 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch.  Verschieben  wir  nun, 
wie  in  §  45,  sämmtliche  Durchmessersysteme  der  Schaar  ohne 
Drehung  nach  einem  beliebigen  Punkte  0  eines  Hulfskegelschnitts  6, 
so  bestimmt  jedes  derselben  einen  Punkt  P  und  den  Ort  sämmt- 
lieber  Punkte  P  für  die  ganze  Schaar  ermitteln  wir  folgender- 
maassen:  Die  durch  0  zu  mm^  und  mc^  gezogenen  Parallelen 
treffen  6  in  den  festen  Punkten  S  und  y;  die  zu  mp^  durch  0 
gezogene  Parallele  beschreibt  ein  Strahlbüschel,  welches  perspek- 
tivisch ist  mit  der  Punktreihe  p^,  und  die  zu  mC  gezogene  Pa- 
rallele durch  0  beschreibt  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der 
Punktreihe  m  projektivisch  ist;  da  nun  die  Punktreihen  m  und 
P«  projektivisch  sind,  weil  mp^  die  veränderliche  Tangente  der 
Parabel  ^^S^^)  jg^^  g^  durchbohren  die  beiden  letzten  Strabibuschel 
den  Kegelschnitt  6  in  Punkten,  welche  resp.  mit  deu  festen 
Punkten  6  und  y  auf  ß  verbunden    zwei  projektivische  Strahl- 
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buschel  Hefern  müssen;  der  Schnittpunkt  je  zweier  entsprechen- 
der Strahlen  derselben  ist  aber  P,  folglich  ist  der  Ort  der  Punkte 
P  ein  neuer  Kegelschnitt  6^  welcher  mit  (S  die  beiden  Punkte 
y  und  6  gemein  hat.  Die  Punkte  P  dieses  Kegelschnitts  6^  be- 
stimmen nun  Sehnen  auf  @,  deren  Schnittpunkte  mit  0  verbun- 
den Strahlsysteme  in  0  bewirken,  welche  den  Durchmessersyste- 
men der  Kegelschnittschaar  parallel  laufen;  denjenigen  Punkten 
von  6|,  welche  ausserhalb  6  liegen,  entsprechen  also  Hyperbeln 
in  der  Kegelschnittschaar,  denjenigen  Punkten  innerhalb  6  Ellip- 
sen und  den  beiden  Punkten  y  und  ö  Parabeln,  und  zwar  ist 
nur  die  dem  Punkte  d  entsprechende  eine  eigentliche  Parabel, 
während  die  dem  Punkte  y  entsprechende  ein  Punktenpaar  Ä,  B 
ist,  deren  Verbindungslinie,  doppelt  gedacht,  als  Parabel  aufgefasst 
werden  kann.  Zur  weiteren  Untersuchung  müssen  nun  zwei  Fälle 
unterschieden  werden,  nämlich  ob  der  Punkt  C  1)  innerhalb  oder 
2)  ausserhalb  der  Parabel  $^^)  liegt.  Da  das  dem  Punkte  C  in 
Bezug  auf  die  Parabel  $^^)  zugehörige  Strahlsystem  dasjenige  ist, 
welches  von  den  beiden  als  gegeben  angenommenen  Strahlsyste- 
men [A)  und  [B)  abhängt  (§  48),  und  es  im  Falle  1)  elliptisch, 
im  Falle  2)  hyperbolisch  ist,  so  hat  die  Kegelschnittschaar  im 
ersten  Falle  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche 
Tangenten  (II  und  III] ,  im  zweiten  Falle  entweder  vier  imaginäre 
oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  (I  und  IV).  Im  er- 
sten Falle  können  nun  die  Kegelschnitte  6  und  6|  ausser  den 
Punkten  y  und  d  keinen  Punkt  weiter  gemeinschaftlich  haben 
oder  es  kann  weiter  keins  von  den  Durchmessersystemen  para- 
bolisch werden;  denn  damit  ein  Strahlsystem  parabolisch  sei, 
müssen  zwei  beliebige  Strahlen  desselben  ein  und  denselben  kon- 
jugirten  Strahl  haben,  welcher  dann  zu  allen  Strahlen  der  kon- 
jugirte  ist;  es  müssten  also  auch  mm^  und  mc^  denselben  kon- 
jugirten  Strahl  haben  oder  eine  durch  m  gehende  Tangente  der 
Parabel  müsste  mit  m  C  zusammenfallen;  da  nun  C  innerhalb  der 
Parabel  ^(^)  liegt,  so  geht  keine  Tangente  durch  ihn,  also 
schliessen  wir:  Eine  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen 
und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zerfällt  nur  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe 
Hyperbeln,  welche  von  einander  getrennt  werden 
einmal  durch  die  einzige  in  derSchaar  vorkommende 
Parabel  und  das  andere  Mal  durch   das  einzige  in  ihr 
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vorkommende  Punktenpaar.  Im  zweiten  Falle  dagegen  haben 
die  beiden  Kegelschnitte  (S  und  (S,^  ausser  den  Punkten  y  und  d 
noch  zwei  andere  Punkte  gemein  ^  welche  parabolischen  Strahl- 
systemen entsprechen;  die  beiden  aus  C  an  die  Parabel  $^^J  ge- 
legten Tangenten  sind  nämlich  selbst,  jede  doppelt  gedacht,  als 
zwei  besondere  Parabeln  der  Schaar  aufzufassen  und  bilden  mit 
AB  zusammen  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  oder  sind  die 
drei  Diagonalen  des  entweder  ganz  reellen  oder  ganz  imaginären 
vollständigen  Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  einbe- 
schrieben  ist.  In  diesem  Falle  bleiben  die  im  §  45  gefundenen 
Resultate  bestehen :  Die  Kegelschnittschaar  besteht  aus  zwei  Grup- 
pen Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln,  welche  durch  vier 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden  u.  s.  f.  Auch  die  inter- 
essanten Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Untersuchung  des 
Kegelschnitts  ß^i  in  §  45  ergaben ,  bleiben  bestehen  mit  der  Mo- 
dißkation ,  welche  aus  der  abweichenden  Beschaffenheit  der  Kegel- 
schnittschaar von  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  sich  von  selbst  ergiebt. 

Es  ist  der  Vollständigkeit  wegen  noch  der  Uebergangsfall  zu 
untersuchen,  wenn  der  Punkt  C  auf  der  Parabel  ^^^)  selbst  liegt; 
in  diesem  Fall  ist  das  Strahlsystem  (C)  parabolisch,  die  beiden 
Asymptoten  fallen  zusammen  in  eine  Gerade,  die  Tangente  in  C 
an  der  Parabel  ^^^J;  diese  Asymptoten  sind  aber  zwei  Diagonalen 
des  vollständigen  Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  ein- 
bescbrieben  ist,  und  da  sie  zugeordnete  harmonische  Strahlen  mit 
CA  und  CB  sind,  so  muss  der  Strahl,  in  welchem  sie  zusammen- 
fallen, entweder  durch  A  oder  durch  B  gehen;  nehmen  wir  an, 
er  gehe  durch  B,  so  zeigt  sich,  dass  das  durch  B  gehende  Sei- 
tenpaar des  vollständigen  Vierseits  zusammenfallt,  also  das  Strahl- 
System  {B)  ebenfalls  parabolisch  wird ,  oder  die  Kegelschnittschaar 
den  speciellen  Charakter  annimmt,  in  einem  festen  Punkte  B 
beständig  dieselbe  feste  Tangente  BC  und  ausserdem  zwei  reelle 
oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  zu  haben,  die  durch 
A  gehen,  zu  besitzen,  je  nachdem  das  gegebene  Strahlsystem  (^) 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.  Die  Kegelschnittschaar  specialis 
sirt  sich  also  in  diesem  Uebergangsfalle  dahin,  dass  zwei  von  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  zusammenfallen. 
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§  50.     Konjugirte  Kegelschnittbuschel. 

-Die  in  §  41  angegebene  Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels 
aus  zwei  beliebig  in  der  Ebene  angenommenen  geraden  Punkt- 
systemen, welche  gleichzeitig  sämmtlichen  Kegelschnitten  des 
Büschels  zugehören,  führt  unmittelbar  zu  einer  eigenthümlichen 
Verbindung  von  drei  Kegelschnittbüscheln,  welche  konjugirt  ge- 
nannt werden  und  ganz  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie 
zwei  konjugirte  Kreisschaaren  (Steiner:  ,, Einige  geometrische 
Betrachtungen",  Cr  eile's  Journal  d.  Math.  Bd.  I,  S.  168)  und 
ein  von  ihnen  abhängiges  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln.  In- 
dem wir  bei  der  folgenden  Untersuchung  dieser  Eigenschaften  nur 
einen  Fall  ins  Auge  fassen  und  zwar  der  Einfachheit  wegen  den- 
jenigen, für  welchen  die  wesentlichsten  Theile  der  Figur  reell 
werden,  wird  es  nach  Anleitung  der  vorigen  Auseinandersetzun- 
gen keine  Schwierigkeit  mehr  haben,  die  übrigen  Fälle,  in  wel- 
chen gewisse  TJieile  der  Figur  imaginär  werden,  gleicherweise 
auszuführen  und  die  dabei  eintretenden  Modifikationen  zu  er- 
mittehi. 

Wir  gehen  von  zwei  hyperbolischen  Punktsystemen  {oc,  ^) 
und  (y,  rj)  auf  den  Trägern  91  und  93  aus,  mit  den  Asymptoten- 
punkten g,  h  und  g' h'  (Fig.  70),   also   von  einem  Kegelschnitt- 

(Fig.  70.) 
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buschel  mit  vier  reellen  Punkten  gh,  g  h\  Von  diesen  beiden 
als  gegeben  angenommenen  Punktsystemen  hängt  nun  ein  drittes 
in  gewisser  Weise  ab;  dem  Schnittpunkt  (91,  S)  entspricht  näm- 
lich als  p  im  ersten  Punktsystem  aufgefasst  der  konjugirte  Punkt 
7t  und  als  cof  im  zweiten  Punktsystem  der  konjugirte  Punkt  o;  die 
Verbindungslinie  «o,  welche  6  heisse,  ist  der  Träger  eines  be- 


350  '  Dritter  Abschnitt. 

Stimmten  dritten  Punktsystems  {z,  f),  welches  dadurch  entsteht, 
dass  wir  die  Schnittpunkte  von  (5  mit  den  Verbindungslinien  xy 
und  ^rj  oder  auch  xi]  und  y|  als  je  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
z  und  f  auffassen.  Es  ist  in  §  41  bewiesen,  dass,  wie  auch  die 
beiden  Paare  x^  und  yrj  aus  den  ersten  beiden  Punktsystemen 
gewählt  werden  mögen,  z,  ?  immer  ein  und  demselben  dritten 
Punktsystem  angehören  und  dass  dieses  insbesondere  hyperbolisch 
ist  in  dem  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Falle,  wenn 
{x,  ^)  und  {y,  tj)  hyperbolische  Punktsysteme  sind;  seine  Asymp- 
totenpunkte ö^'ä"  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  gg'  und  gh' 
oder  auch  hh'  und  kg'  die  Gerade  6  treffen,  so  dass  also: 

igg'f  hh')  =  g'  [gh\  hg')  =  h" 
und  die  sechs  Asymptotenpunkte  ghg  K  g' K'  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sein  müssen,  als  dessen  drei  Diagonalen  die 
Träger  5133  K  auftreten.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  31  und  S 
erzeugen  ein  Kegelschnittbuschel,  welches  die  vier  Mittelpunkte 
ghg  K  hat;  die  Kegelschnitte  dieses  Büschels  treffen  6  in  je 
zwei  Punkten  z  ?  ihres  Punktsystems  oder  haben  g'W  zu  konju- 
girten  Punkten;  nehmen  wir  irgend  ein  Paar  z^  als  Mittelpunkte 
zweier  Strahlbüschel,  die  nach  den  Punkten  x\  eines  veränder- 
lichen Punktenpaares  auf  51  (oder  auch  nach  t/,  %  einem  verän- 
derlichen Paare  auf  33)  hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  pro- 
jektivischen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  ighgJi) 
und  pg"  h"  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  dieses  Büschels.  Die 
Schnittpunkte  von  (5  mit  51  und  33,  welch«  wir  n  und  o  genannt 
haben,  sind  aber  auch  gleichzeitig  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  Systems  (z,  f)  und  in  diesem  Sinne  bezeichnen  wir  sie  mit 
r  und  q. 

Es  liegt  jetzt  nahe,  ebenso  wie  das  durch  die  beiden  Punkt- 
systeme [x,  I)  und  (y,  ri)  hervorgerufene  Kegelschnittbüschel  ein 
zweites  Kegelschnittbüschel  aus  den  beiden  Punktsystemen  [x,  $) 
und  {z,  t)  und  ein  drittes  aus  den  Systemen  (y,  ti)  und  (z,  i] 
hervorgehen  zu  lassen;  diese  drei  Kegelschnittbüschel  wollen 
wir  durch: 

[6]  mit  den  Mittelpunkten  ghg'h' 

[SB]    -      -  -  ghg"f{' 

[3t]    -      -  -  gh'g'li' 

bezeichnen  und    konjugirte    Kegelschnittbüschel  nennen. 

Solche  drei  Kegelschnittbüschel  hängen  in  eigenthumlicher  Weise 
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mit  einander  zusammen  und  Jüelen  eine  Reihe  von  merkwürdigen 
Eigenschaften  dar,  welche  im  Folgenden  abgeleitet  werden  sollen. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  s  in  der  Ebene  gehen  drei 
Kegelschnitte  ABC,  deren  jeder  beziehungsweise  einem  der  drei 
konjugirten  Büschel  angehört;  von  diesen  drei  Kegelschnitten 
schneiden  sich  je  zwei  ausser  in  den  drei  ersichtlichen  Punkten 
noch  in  einem  jedesmaligen  vierten,  nämlich: 

A  und  JB  in  den  Punkten  g" h" s  und  <y" 
B     '     C    -      -  -        g    h  s     -     iS 

C     '     A    -      '  -        g'  h'  s     -     6\ 

Die  drei  Punkte  6  <?'  <y"  liegen  in  gerader  Linie ;  durch  den 
Punkt  s  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen  zwei  Strahlen,  die  so- 
wohl 91  wie  35  in  je  einem  Paar  konjugirter  Punkte  der  auf  ihnen 
befindlichen  Punktsysteme,  folglich  auch  ß  in  einem  Paar  seines 
Punktsystems  treffen;  nun  können,  da  die  beiden  Punktsysteme 
{x,  S)  und  {y,  rfi  hyperbolisch  angenommen  sind,  jene  beiden 
Strahlen  durch  s  auch  imaginär  werden,  welchen  Fall  wir  nach- 
her untersuchen  wollen;  seien  zuerst  die  beiden  Strahlen  durch 
s  reell  und  so  beschaffen,  dass,  wenn  der  eine  die  Träger  91336 
in  ab  c  trifft,  der  andere  ihnen  in  den  konjugirten  Punkten  a^y 
begegnet;  dann  sind  die  Schnittpunkte 

(aß,  ha)  =  <y"     [ay,  ca)  =  0'     [by,  cß)  =  a 

und  liegen  nach  §  21  in  gerader  Linie.  Da  nämlich  a,  a  und  b,  ß 
zwei  Paare  konjugirter  Punkte  sind  für  das  Büschel  [6],  so  sind 
auch  (nach  §  31)  (ab,  aß)  z=z  s  und  (aß,  ba)  =  0"  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  fpr  das  ganze  Büschel  [6] ;  ebenso  ist  6 
der  konjugirte  Punkt  zu  s  für  das  Bäschel  [91]  und  a  für  das 
Büschel  [83].  Die  Tangenten  in  s  an  den  drei  Kegelschnitten 
ABC  gehen  also  resp.  durch  aa'a";  nun  trifft  aber  der  Kegel- 
schnitt A  die  Gerade  91  in  den  obigen  Punkten  a  und  of,  denn 
die  beiden  Strahlbüschel  in  a  und  a  als  Mittelpunkte,  welche 
nach  den  Paaren  konjugirter  Punkte  (y,  rj)  oder  (z,  ?)  hingehen, 
erzeugen  den  Kegelschnitt  A,  weil  ab  und  aß  sich  in  $  treffen 
und  durch  diesen  einen  Punkt  der  Kegelschnitt  des  Büschels  [91] 
schon  bestimmt  ist;  hieraus  folgt,  dass  auch  (aß,  ba)  =:  a" 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts  A  sein  muss;  anderseits  trifft  der 
Kegelschnitt  B  die  Gerade  93  in  den  Punkten  b  und  ß,  folglich 
ist  auch  (ba,  ßa)  =  a''  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  B,  und  da 
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die  Kegelschnitte  A  und  ß  bereits  die  drei  Punkte  sg"K'  ge- 
mein haben,  so  ist  g''  ihr  vierter  gemeinschaftlicher  Punkt;  in 
gleicher  Weise  folgt,  dass  {by^  cß)  =  c  der  vierte  Schnittpunkt 
der  Kegelschnitte  B  und  C  und  endlich,,  dass  (cct,  ay)  =  <s'  der 
vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  A  und  C  ist.  Wir  haben 
also  folgendes  Ergebniss: 

Hat  man  drei  konjugirte  Kegelschnittbüschel,  so 
geht  durch  einen  beliebigen  Punkt  s  in  der  Ebene  aus 
jedem  Büschel  je  ein  Kegelschnitt;  diese  drei  Kegel- 
schnitte ABC  haben   zu  je  zweien  noch   einen  vierten 
gemeinschaftlichen  Punkt,  und  zwar  B  und  C  den  Punkt 
ö,  C  und  A  den  Punkt  <y',   A  und  B  den  Punkt  <>";  die 
drei  Punkte  a  a'  <s"  liegen  in  einer  Geraden  2  und  die 
drei  Strahlen  s6,  s6\  sc''  sind  die  Tangenten  der  drei 
Kegelschnitte  ABC  im  Punkte  s\  die  Punkte  ce' 6''  sind 
ferner  die  konjugirten  Punkte  von  s  in  Bezug  auf  die 
drei  konjugirten  Büschel.   Die  drei  Kegelschnitte  u^J?C 
treffen  endlich  im  Allgemeinen  die  Träger  9193€  der 
drei  erzeugenden    Punktsysteme    in    drei  konjugirten 
Punktenpaaren  aa,  hß,  cy  und  von  diesen  sechs  Punk- 
ten liegen  zwei  Mal  drei  in  je  einer  Geraden:  ahc  und 
ußy,    welche    beide    Gerade     selbst    durch    s    gehen; 
diese  drei  Punktenpaare  sind  entweder  alle  drei  reell 
oder  alle   drei  imaginär.     Die  sechs  Mittelpunkte  der 
drei  konjugirten  Kegelschnittbüschel  bilden  ein  voll- 
ständiges   Vierseit    und    es   giebt   eine  Kegelschnitt- 
schaar,   welche  dem  letzteren  einbeschrieben  ist;  von 
den  beiden   möglichen  Kegelschnitten  dieser  Schaar, 
welche  durch  s  gehen,  sind  die  beiden  Tangenten  in  s 
die  vorigen  Geraden  a^^c  und  ctßy  und  daher  die  Asymp- 
toten desjenigen  Strahlsystems,  welches  von  den  Tan- 
gentenpaaren aus  s  an  die  Kegelschnittschaar  konsti- 
tuirt  wird.     Der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf 
diese  Kegelschnittschaar  berührt  die  Geraden  afr^und 
aßy  und  ist  ausserdem   dem  Diagonaldreieck   opr  des 
vollständigen    Vierseits    einbeschrieben;    die    Punkte 
<>a'<y"  sind  die  Pole  der  drei  Strahlen  so,  sr,  sp  in  Be- 
zug auf  den  genannten  Polarkegelschnitt  und  dieGe- 
rade  S  ist  also  die  Polare  von  s  in  Bezug  auf  denselben. 
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Das  Letztere  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  aabß  ein  diesem 
Polarkegelschnitt  umschriebenes  Viereck  ist,  dessen  Diagonaidrei- 
eck  sa''  p  ein  Tripel  in  Bezug  auf  denselben  bildet. 

Wir  müssen  jetzt  dieselben  Resultate  auch  für  den  andern 
möglichen  Fall  nachweisen,  wenn  nämlich  die  beiden  durch  den 
angenommenen  Punkt  s  gehenden  Strahlen,  welche  die  Träger 
der  drei  Punktsysteme  {x,  §)  (y,  iy)  {z,  f)  gleichzeitig  in  drei 
Paaren  konjugirter  Punkte  treffen,  nicht  reell  sind.  Hierzu 
konstruiren  wir  uns  den  dem  s  konjugirten  Punkt  in  Bezug  auf 
das  Büschel  [51],  dessen  Mittelpunkte  g'  h'  g"  h''  sind  und  dessen 
gemeinschaftliches  Tripel  gho  ist;  wenn  wir  also  sg,  sh,  so  zie- 
hen und  die  vierten  harmonischen,  diesen  zugeordneten  Strahlen 
bestimmen,  indem  jedes  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks 
g  ii  g"  h''  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist,  so  sind 
diese  drei  vierten  Harmonischen  die  Polaren  von  s  in  Bezug 
auf  die  drei  Linienpaare  des  Buscheis  [51]  und  schneiden  sich 
in  dem  zu  s  konjugirten  Punkte  a;  also  sind  die  vier  Strahlen 
g  [g'  h!  s6)  vier  harmonische  Strahlen,  ebenso  auch  h  [g'h'sa) 
und  in  gleicher  Weise  g  (g'' fi' s  a)  und  k  [g'^li' sc)\  aus  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

gig'h'sa)  =  h(g'h'sa) 

folgt  aber,  dass  die  sechs  Punkte  ghg' h' sc  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g[g''H'sa)  =  h(g''h"sa), 

dass  die  sechs  Punkte  gkg''h''s6  auf  einem  Kegelschnitt  liegen; 
diese  beiden  Kegelschnitte  B  und  C,  welche  den  Büscheln  [S] 
und  [@]  angehören  und  durch  s  gehen,  schneiden  sich  also  in 
dem  vierten  Punkte  6,  welcher  der  konjugirte  ist  zu  s  in  Bezug 
auf  das  Büschel  [51]  und  also  in  der  Tangente  eines  durch  die 
fünf  Punkte  g' h' g'' h"  s  gelegten  Kegelschnitts  A  an  dem  Punkte 
s  sich  befindet.  Die  in  gleicher  Weise  für  die  Kegelschnitte  Ä 
und  B,  A  und  C  ersichtliche  Eigenschaft  bestätigt  also  den  ersten 
Tlieil  des  obigen  Satzes.  Da  nun  die  fünf  Punkte  g  H  g' H'  s  ^kMl 
einem  Kegelschnitte  A  liegen,  dessen  Tangente  sc  ist,  so  wer- 
den, wenn  wir  die  Strahlen  sg\  sK  als  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen,  sg'\  sK'  als  ein  zweites  Paar  eines  neuen  Strahlsystems 
auffassen,  deren  Durchbohrungssehnen  g' h'  und  g" H'  mit  A 
sich   in    o    treffen,    so  und   sc  ein   drittes  Paar  dieses  Strahl- 
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Systems  {s)  sein  (§  31).  Dieses  Strablsystem  (s),  welches  durch 
die  beiden  Strablenpaare  sg\  sh'- und  sg'\  sH'  bestimmt  wd, 
hat  nun  auch  s g  und  sh  m  einem  Paar  konjugirter  Strahlen  und 
ist  dasjenige,  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  s  an  die 
Kegelscbnittschaar  gebildet  wird,  welche  dem  vollständigen  Vier- 
seit  ghgJig'h!'  einbeschrieben  ist,  oder  (nach  §48)  dasjenige 
Strahlsystem,  welches  dem  Polarkegelscbnitt  des  Punktes  $  in 
Bezug  auf  diese  Kegelscbnittschaar  zugehört;  folglich  sind  so  und 
sG  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  für  den  genannten  Polarkegel- 
schnitt; anderseits  berührt  dieser  Polarkegelscbnitt  die  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  orp  und  oQ  ist,  wie  wir  gesehen  haben, 
der  vierte  harmonische  Strahl  zu  o«,  or^  op,  dem  os  zugeord- 
net, also  sind  auch  os  und  o(>  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Polarkegelscbnitt  und  daher  c  der  Pol  von  ^  o  in  Bezug  auf 
denselben;  in  gleicher  Weise  folgt,  weil  .der  Polarkegelscbnitt 
von  s  in  Bezug  auf  die  dem  vollständigen  Vierseit  einbeschriebene 
Schaar  unverändert  bleibt,  dass  der  Pol  von  rs  der  Punkt  c' 
und  von  ps  der  Punkt  a'  ist,  und  da  die  drei  Strahlen  os,  rs,p$ 
durch  einen  Punkt  s  gehen,  so  müssen  die  drei  Pole  aa'a"  in 
einer  Geraden  £  liegen,  welche  die  Polare  von  s  ist.  Hierdurch 
ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Satzes  erwiesen  und  damit  zu- 
gleich ein  elementarer  Satz  gewonnen: 

Wenn  man  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits^rA,  ^'ä',  gf"Ä"  mit  einem  beliebigen 
Punkte  s  der  Ebene  verbindet  und  zu  }edem  dieser 
Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstruirt, 
z.  B.  zu  gs  und  den  beiden  sich  in  g  kreuzenden  Seiten 
des  Vierseits  den  vierten  harmonischen,  welcher  gs 
zugeordnet  ist,  ebenso  zu  hs  u.  s.  f.,  so  schneiden  sich 
solche  Strahlen,  die  durch  je  zwei  Gegenecken,  z.  B. 
g  und  h  gehen,  in  einem  Punkte  ß,  die  vierten  har- 
monischen Strahlen^  durch  g'  und  h'  in  0'  und  die  durch 
g''  und  h''  in  a''  der  Art,  dass  die  drei  Schnittpunkte 
<y<y'<j"  in  einer  Geraden  liegen. 

Ein  besonderer  Fall  des  polaren  Nebensatzes  ist  sehr  be- 
kannt, nämlich:  „ Die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  drei  Sei- 
tenpaare eines  vollständigen  Vierecks  laufen  durch  einen  Punkt" 
(Schwerpunkt). 

Die  drei  konjugirten  Kegelschnittbüschel  [^]  [93]  [6]  haben 
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weitere  bemerkenswerthe  Eigenscbaften :  Legt  man  aus  irgend 
einem  Punkte  a  der  Geraden  %  das  Tangentenpaar  an  einen 
Kegelschnitt  B  des  Büschels  [35],  dessen  Mittelpunkte  ghg''  h" 
sind,  und  mögen  die  Berührungspunkte  it'  heissen ,  so  geht  die 
Polare  n'  von  a  in  Bezug  auf  i^  durch  den  konjugirten  Punkt  o 
des  Punktsystems  [x,  ^),  weil  a  der  vierte  harmonische,  dem  a 
zugeordnete  Punkt  zu  agh  ist.  Die  vier  Punkte  ghtt'  auf  dem 
Kegelschnitt  B  besitzen  aber  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  irgend 
einem  andern  Punkte  dieses  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern  (§  27),  folglich  sind  ebensowohl 
g"[ghtt')  als  auch  ä"  [ghtt')  je  vier  harmonische  Strahlen 
und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g''  [ghti')  =  h''  [hgti')  ....  (S  8) 
ergiebt  sich,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen ,  also 
die  vier  Punkte  g'h'ti  mit  g''h''  auf  einem  Kegelschnitt  A  liegen 
und  dass  die  Punkte  g'h'tf  vier  harmonische  Punkte  dieses  Kegel- 
schnitts ^  sind  (§  27),  folglich  t{  durch  den  Pol  von  g'h'  gehen 
muss;  der  Pol  von  gh'  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ä  muss 
aber  auf  gh  liegen,  weil  ogh  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  ist,  also  ist  der  Schnittpunkt  von  tt'  mit  gh,  d.  h.  der 
Punkt  a  der  Pol  von  g'K  oder  ccg'  und  aH  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts A  in  den  Punkten  g\  h'.  Da  ferner  ogh  das  Diagonal- 
dreieck des  vollständigen  Vierecks  gUg'h"  ist  und  die  Tan- 
genten des  dem  letzteren  umschriebenen  Kegelschnitts  A  in  g'li 
sich  auf  der  Diagonale  ^^  im  Punkte  a  treffen,  so  müssen  auch 
die  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in  g"}i'  sich  auf  der  Diagonale 
gh  schneiden  in  dem  zu  ghu  harmonisch  liegenden,  dem  a  zu- 
geordneten Punkte,  also  in  a  (§  27).  Der  Kegelschnitt  A  hat 
also  ag''  und  ali'  zu  Tangenten  in  den  Punkten  g"  und  ä". 
Fassen  wir  das  Gefundene  zusammen,  so  erhalten  wir:  Legt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  %  das  Tangenten- 
paar an  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  [93],  so  liegen  die  Be- 
rührungspunkte auf  einem  Kegelschnitt  A,  welcher  durch  die  vier 
Punkte  gh'g'W  geht  und  ag'\  ah"  zu  Tangenten  hat;  verän- 
dern wir  daher  den  Kegelschnitt  B  des  Büschels  \ß\  halten  aber 
den  Punkt  a  fest,  so  verändern  sich  die  Berührungspunkte  ii', 
während  der  Kegelschnitt  ^,  auf  welchem  sie  liegen  müssen,  der- 
selbe bleibt,  also: 

Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden. 

23* 
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^  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  [93]  die 
Tangentenpaare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte ein  bestimmter  Kegelschnitt  A  des  Büschels  [%], 
welcher  ag"  ah''  zu  Tangenten  hat.  Weil  dieser  Kegelschnitt  A 
aber  auch  ag'  und  ah'  zu  Tangenten  hat,  so  folgt:  Legt  man 
aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  9(  an  sämmt- 
liche Kegelschnitte  des  Qü'schels  [6]  die  Tangenten- 
paare, so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  A  des  Büschels  [^],  welcher 
ag\  ah'  ZU  Tangenten  hat,  und  zwar  entsteht,  wenn 
a  und  a  harmonisch  liegen  zu  g,  h,  für  den  Punkt  a 
und  das  Büschel  [93]  derselbe  Kegelschnitt  A,  wie  für 
den  Punkt  a  und  das  Büschel  [(S],  ebenso  auch  für 
den  Punkt  a  und  das  Büschel  [(S]  derselbe  Kegel- 
schnitt A,  wie  für  den  Punkt  a  und  das  Büschel  [8]; 
die  Kegelschnitte  A  und  A  sind  aber  verschieden;  sie 
gehören  beide  dem  Büschel  [91]  an,  aber  der  ersterc 
hat  ag",  ah"  zu  Tangenten,  der  andere  ag',  ah'  und  zu- 
gleich der  erstere  ag',  ah',  der  andere  ag",  ah". 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  a  (und  a)  auf  91,  so  durch- 
läuft der  Kegelschnitt  A  (und  A)  das  ganze  Büschel  [91]  und  die 
Kegelschnitte  A  und  A  erfüllen  dasselbe  auf  doppelte  Weise.  Wir 
sehen  hieraus,  wie  das  Büschel  [91]  aus  dem  konjugirten  Büschel 
[93]  oder  [6]  hervorgeht;  in  gleicher  Weise  entsteht  das  Büschel 
[93]  auf  doppelte  Art  aus  den  Büscheln  [91]  und  [6]  und  endlich 
das  Büschel  [6]  aus  den  Büscheln  [91]  und  [93].  Geht  man 
anderseits  von  einem  beliebigen  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Mittel- 
punkten aus,  so  kann  man  die  beiden  andern  zu  ihm  konjugirten 
Büschel  dadurch  ableiten,  dass  man  ein  Linienpaar  des  ersten 
Kegelschnittbüschels  auffasst;  nimmt  man  in  der  einen  gemein- 
schaftlichen Sekante  dieses  Linienpaars  einen  Punkt  a  an  und  legt 
aus  a  die  Tangentenpaare  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels, so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  mit  der  Veränderung  von  a  das  eine  konjugirte  Büschel 
erzeugt;  in  gleicher  Art  liefert  die  andet'e  gemeinschaftliche  Se- 
kante das  dritte  konjugirte  Büschel.  Kommen  in  dem  anfaoglirb 
angenommenen  Büschel  drei  reelle  Linienpaare  vor,  so  giebt  es 
drei  Mal  solche  je  drei  konjugirte  Büschel,  im  Ganzen  also  sieben 
Kegeischnittbüschel,  da  das  ursprüngliche  drei  Mal  zählt. 
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Die  beiden  oben  betracbteten  Kegelscbnitte  Ä  und  A  sieben 
mit  den  beiden  Punkten  a  und  u,  welchen  sie  entsprechen,  in 
einem  eigenthümlichen  Zusammenbange:  Da  der  Ort  der  Berüh- 
rungspunkte aller  an  die  Kegelschnitte  des  ßuschels  [93]  aus  dem 
Punkte  a  gelegten  Tangentenpaare  der  Kegelschnitt  A  ist,  so  wird 
es,  wenn  irgend  eine  durch  a  gelegte  Transversale  den  Kegel- 
schnitt A  in  den  Punkten  t  und  r  trißt,  zwei  Kegelschnitte  des 
Büschels  [95]  geben,  welche  die  Transversale  in  den  Punkten 
/  und  r  berühren  und  es  werden  daher  i  und  x  die  Asymptoten- 
punkte desjenigen  Punktsystems  sein,  welches  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  [93]  auf  der  Transversale  ausgeschnitten 
wird.  Betrachten  wir  nun  den  Kegelschnitt  A,  der  durch  g'h' g"k" 
geht  und  dessen  Tangenten  ag\  ah'  sind;  möge  die  vorige  durch 
a  gezogene  Transversale  ihn  in  r  und  q  treffen,  so  sind  g'h'rq 
vier  harmonisch  gelegene  Punkte  dieses  Kegelschnitts  (§  27),  folglich 

g'ig'h'ro)     und     h"(g'h'rQ) 
je  vier  harmonische  Strahlen;  aus  der  Gleichheit  der  Doppelver- 

hältnlsse : 

g^'ig'h'rQ)  =  h"[h:grQ) 

folgt  nun,  dass  die  sechs  Punkte  ghrQg^h"  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  welcher  natürlich  dem  Büschel  [93]  angehört;  es 
sind  daher  r,  q  ein  Paar  konjugirter  Punkte  jenes  Punktsystems 
auf  der  Transversale,  welches  t  und  t  zu  Asymptotenpunkten  bat; 
r,  Q  liegen  also  zu  t,  x  harmonisch  und  diese  vier  Punkte  sind 
in  der  Art  paarweise  zugeordnet,  dass  je  zwei  Schnittpunkte  mit 
einem  der  Kegelschnitte  A  und  A  zugeordnete  Punkte  sind ;  jede 
durch  den  Punkt  a  gezogene  Transversale  trifft  daher  die  beiden 
Kegelscbnitte  A  und  A  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten ,  von 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  mit  demselben  Kegelschnitt  zuge- 
ordnete sind;  dasselbe  gilt  offenbar  für  den  Punkt  a.  Das  Ver- 
halten der  beiden  Kegelscbnitte  A  und  A  zu  den  Punkten  a  und  a 
ist  daher  genau  dasselbe,  wie  es  in  der  Kreistheorie  bei  zwei 
sich  rechtwinklig  schneidenden  Kreisen  und  ihren  Mittelpunkten 
sich  darbietet;  hat  man  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kreise, 
so  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  dass  jede  durch  einen  der 
beiden  Kreismittelpunkte  gehende  Transversale  die  Kreise  in  vier 
harmonisch  gelegenen  Punkten  trifft,  von  denen  die  Schnittpunkte 
mit  je  einem  Kreise  zugeordnete  sind.  Die  Verallgemeinerung 
dieser  Eigenschaft  besteht  mithin  in  folgendem  Satze: 
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Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a  einer  ge- 
meinschaftlichen Sekante  eines  Regelschnittbüscheis 
die  Tangentenpaare  an  dasselbe,  so  liegen  die  Be- 
rührungspunkte auf  einem  Kegelschnitt  A\  legt  man 
aus  dem  konjugirten  Punkte  a  zu  a  in  Bezug  auf  das 
Büschel  ebenfalls  die  Tangentenpaare  an  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  so  liegen  die  Berührungs- 
punkte auf  einem  andern  Kegelschnitt  A;  die  beiden 
Kegelschnitte  Ä  und  A  haben  zu  den  Punkten  a  und  a 
die  eigenthümliche  Lage,  dass  jede  durch  a  oder  a 
gehende  Transversale  von  den  beiden  Kegelschnitten 
in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  wird,  von 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  desselben  Kegelschnitts 
zugeordnete  sind. 

Weitere  Eigenschaften,  welche  konjugirte  Kegelschnittbüschel 
darbieten  (wenn  z.  B.  aus  einenl  beliebigen  Punkte  der  Ebene  die 
Tangenlenpaare  an  die  Kegelschnitte  der  Büschel  gelegt  werden, 
'wobei  die  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  dritten  Grades  liegen 
und  diese  drei  Kurven  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  drei  kon- 
jugirten Kegelschnittbüschel  in  eigenthümliche  Verbindung  treten], 
müssen  Mir  hier  übergehen,  um  nicht  die  Grenzen,  welche 
diesem  Buche  gesteckt  sind,  zu  überschreiten.  Es  bleibt  noch 
übrig,  den  im  Eingange  dieses  Paragraphen  berührten  besonderen 
Fall  von  drei  konjugirten  KegelschniUbüscheln,  welcher  schon  in 
den  Elementen  auftritt,  mit  dem  hier  behandelten  allgemeinen 
Falle  in  Verbindung  zu  setzen.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass 
von  den  drei  erzeugenden  Punktsystemen  [x,  Q  (y,  rj)  und  [z,  tj 
eines  den  besonderen  Charakter  hat,  dass  sein  Träger  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  ®^  ist  und  dasselbe  aus  allen  Paaren 
unendlich  -  entfernter  Punkte  besteht,  welche  in  je  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  also  dasjenige  Ponkt- 
System  auf  @^,  dessen  Asymptotenpunkle  die  beiden  imaginären 
Kreispunkte  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden  sind  (§  35)  und 
ist  {x,  ^)  dieses  besondere  Punktsystem,  dessen  Träger  %  also  ®^ 
ist,  dagegen  {y,  17)  ein  beliebiges,  etwa  hyperbolisches  Punktsystem 
mit  den  Asymptotenpunkten  g'  h'  auf  dem  Träger  S3>  so  wird  der 
Träger  (S  des  dritten  Punktsystems  diejenige  Gerade  sein ,  welche 
in  dem  Mittelpunkte  0  des  Punktsystems  (y,  rj),  der  dem  unendlich- 
entfernten  konjugirt  ist,  d.  h.  in  der  Mitte  0  zwischen  g'fi  senk- 
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recht  steht  auf  23,  und  das  dritte  Punktsystem  {z,  f)  auf  6,  wel- 
ches nothwendig  ein  elliptisches  sein  muss  (§  41) ,  wird  erhalten, 

• 

indem  wir  durch  y  einen  heliebigen  Strahl  yz  und  durch  rj  einen 
darauf  senkrechten  rit  ziehen,  welche  Q,  in  z  und  ^  treffen; 
o  wird  ebenfalls  der  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems  sein  und 
zS  liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  o  so,  dass 

oy  ,  ofj  +  oz  .  ot  =  0, 

ist,  also  die  Potenzen  der  beiden  Punktsysteme  auf  23  und  @  gleich 
aber  entgegengesetzt  werden.  Die  von  solchen  drei  Punktsystemen 
erzeugten  konjugirten  Kegeischnittbüschel  nehmen  einen  besonders 
einfachen  Charakter  an,  indem  zwei  von  ihnen  konjugirte 
Kreisschaaren  werden  und  das  dritte  ein  ßüschel  gleichseitiger 
Hyperbeln,  welches  in  den  Elementen  unerwähnt  zu  bleiben  pflegt. 
In  der  That  das.  ßüschel  [(S]  wird  eine  gewöhnliche  Kreisschaar,  < 
welche  durch  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  g'k'^ 
geht,  weil  die  imaginären  Kreispunkte  auf  ®^  allen  Kegelschnitten 
dieses  Büschels  gemeinschaftlich  sind,  also  alle  Kreise  werden; 
diese  Kreise  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  (S.  und  treffen  dasselbe 
in  je  zwei  konjugirten  Punkten  seines  Punktsystems.  Das  Büschel 
[23]  wird  ebenfalls  eine  Kreisschaar  mit  der  ideellen  gemeinschaft- 
lichen Sekante  6;  sie  hat  nämlich  ihre  Mittelpunkte  auf  23  und. 
jeder  Kreis  derselben  trifft  in  je  zwei  konjugirten  Punkten  y,  7} 
des  gegebenen  Punktsystems;  die  Kreise  dieser  Schaar  haben  also 
die  Strecke  zwischen  je  zwei  konjugirten  Punkten  yri  zu  Durch- 
messern. Die  Asymptotenpunkte  g'k'  repräsentiren  insbesondere 
die  Nullkreise  dieser  Schaar.  Die  beiden  genannten  Kreisschaaren 
heissen  bekanntlich  konjugirte  Kreisschaaren,  indem  jeder  Kreis 
der  einen  jeden  der  andern  rechtwinklig  schneidet.  Das  dritte 
Büschel  [31]  besteht  endlich  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  reellen  Punkte  g' h'  zu  Büschelmittelpunkteu  haben 
und  das  Punktsystem  {z,  ^)  auf  dem  Träger  S  zu  demjenigen, 
welches  allen  Kegelschnitten  dieses  Büschels  zugehört;  dadurch 
ist  es  schon  bestimmt  und  besteht  offenbar  aus  lauter  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  da  es  den  in  §  47  aufgestellten  Bedingungen 
dafür  genügt,  dass  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  ima- 
giiiäJ*en  Mittelpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  sei; 
je  zwei  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  sind  also  die  unendlich -entfernten  Punkte 
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einer  Hyperbel  dieses  Buscheis;  der  Punkt  o  ist  der  Mittelpunkl 
aller  dieser  Hyperbeln;  der  Mittelpunktskreis  reducirt  sich  daher 
auf  einen  Punkt  o  und  je  zwei  durch  o  gehende  rechtwinklige 
Strahlen  sind  die  Asymptoten  einer  HyperbeP  dieses  Büschels; 
da  die  Hyperbeln  ausserdem  durch  die  reellen  Punkte  g'K  gehen, 
so  sind  sie  leicht  zu  konstruiren  (§  26).    (Vergl.  §  60.) 

Wir  erwähnen  noch  im  Allgemeinen,  dass  bei  drei  konju- 
girten  Kegelschnittbuscheln  hinsichtlich  ihrer  besonderen  Beschaf- 
fenheit überhaupt  nur  zwei  Fälle  eintreten  können:  entweder 
1)  hat  jedes  der  drei  konjugirten  Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte, 
was  der  von  uns  behandelte  Fall  ist,  oder  2)  eines  der  drei  kon- 
jugirten Büschel  hat  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Mittelpunkte, 
das  andere  ebenfalls  und  das  dritte  vier  imaginäre  Mittelpunkte, 
wovon  die  beiden  Kreisschaaren  und  das  Büschel  gleichseitiger 
•Hyperbeln  ein  besonderer  Fall  ist;  denn  nach  §  41  hängen  die 
drei  erzeugenden  Punktsysteme  [x»  |)  (y,  rj)  (2,  ?)  immer  so  mit 
einander  zusammen,  dass  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder 
eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 

Der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht 
die  gleichlaufende  polare  Nebenbetrachtung  zur  Seite,  welche  von 
zwei  beliebig  angenommenen  Strahlsystemen  ausgeht  (wie  in  §  48j,  I 
.von  denen  ein  drittes  in  bestimmter  Weise  abhängt;  diese  drei  ' 
Strahlsysteme  bestimmen  zu  je  zweien  in  Verbindung  gebracht 
drei  konjugirte  Kegelschnittschaaren,  deren  Eigenschaf- 
ten in  ganz  gleicher  Weise,  wie  die  obigen  der  konjugirten  Bü- 
schel, abgeleitet  werden  können.  Da  diese  Uebertragung  ohne 
alle  Schwierigkeit  ausgeführt  werden  kann,  so  übergehen  wir 
dieselbe,  sowie  die  Wiederholung  der  gewonnenen  Resultate,  welche 
mit  denselben  Worten  ausgesprochen  werden  können  unter  der 
bekannten  Veränderung  in  der  Bedeutung  der  angewendeten  Be- 
zeichnung. 

§  51.     Besondere  Fälle    von  Kegelschnitt  -  Büscheln  und 
-Schaaren:  Kegelschnitte,  die  sich  doppelt  berühren, 

confokale  Kegelschnitte. 

Kegelschnittbüschel  und  Schaaren  bieten  eine  Anzahl  von  be- 
sonderen Fällen  dar,  welche  hervorgehen  aus  der  besonderen 
BeschalTenheit  und  Lage  der  sie  erzeugenden  Gebilde  oder  be- 
stimmenden Elemente  und  welche  von  grösserem  oder  geringerem 
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loteresse  sind.  Wir  haben  bereits  als  besondere  Schaar  die  einem 
Dreiseit  einbeschriebene  Parabelschaar  gefunden,  weiche  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente 
hat;  ferner  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  dessen  vier 
Mittelpunkte  in  eigenthümlicher  Verbindung  stehen,  endlich  die 
Kreisschaar  (Kreisbuschel) ,  welche  aus  den  Elementen  bekannt 
ist,  aber  auch  aus  der  aligemeinen  Erzeugung  durch  zwei  Punkt- 
systeme hervorgeht,  wenn  das  eine  derselben  dasjenige  ist,  welches 
auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden  durch  je  zwei  in  recht- 
winkligen Richtungen  liegende  Punkte  bestimmt  wird  und  dessen 
Asymptotenpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind.  In  diesem 
Paragraphen  sollen  noch  einige  besondere  Fälle  von  Interesse 
untersucht  werden. 

Wfenn  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  (x,  J) 
und  (t/,  ri)  auf  den  Trägern  %  und  93,  welche  sämmtlichen  Kegel- 
schnitten des  Büschels  gleichzeitig  zugehören,  eines  parabolisch 
ist,  d.  h.  seine  beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen  (es 
seien  g  und  k  auf  91),  so  hat  dieser  Punkt  zu  seinem  konjugirten 
jeden  beliebigen  andern  des  Trägers  und  jeder  beliebige  Punkt  des 
Trägers  wiederum  g  zu  seinem  konjugirten  (§  16) ;  die  Gerade  6, 
welche  die  konjugirten  Punkte  des  Schnittpunktes  {%  93)  in  beiden 
Punktsystemen  verbindet,  geht  also  durch  g  und  das  dritte  Punkt- 
system (z,  t)  auf  @  wird  folglich  auch  parabolisch  und  hat  eben- 
falls seine  zusammenfallenden  Asymptotenpunkte  in  g.  Alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  berühren  daher  die  Gerade  ^  in  dem 
Punkte  g  und  gehen  ausserdem  durch  die  reellen  oder  imaginären 
Asymptotenpunkte  des  andern  gegebenen  Punktsystems  (y,  ri).  Das 
gemeinschaftliche  Tripel  des  Büschels  reducirt  sich  in  diesem  Falle 
auf  den  Schnittpunkt  p  der  Geraden  %  fß  und  den  doppelt  zu 
zählenden  Punkt  g,  in  welchem  sich  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Buscheis  berühren;  von  den  drei  unter  den  Kegelschnitten  des 
Buscheis  vorkommenden  Linienpaaren  ist  das  eine  %  93;  die 
beiden  andern  coincidiren  und  gehen  von  g  nach  den  beiden 
Asymptotenpunkteu  des  Punktsystems  auf  93.  Der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt des  Büschels  geht  durch  den  Schnittpunkt  p  der 
beiden  Träger  31  und  93,  durch  den  Mittelpunkt  mi,  des  Punkt- 
systems auf  93,  durch  den  Punkt  g,  in  welchem  er  die  Gerade  ^ 
zur  Tangente  hat  und,  falls  das  Punktsystem  auf  93  hyperbolisch 
ist  und  zu  Asymptotenpunkten  g'h'  hat,   auch  durch  die  Mitten 
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der  beiden  Strecken  gg'  und  gh'\  wenn  es  dagegen  elliptisch  ist, 
so  ist  er  durch  die  vorigen  Bedingungen  nocli  nicht  vollständig 
bestimmt;  erinnern  wir  uns,  dass  die  Mitte  von  gmb  der  Mittel- 
punkt des  gesuchten  Kegelschnitts  sein  muss,  so  wird  also  die 
Tangente  in  mt  parallel  laufen  mit  @  und  hierdurch  ist  der  Mittel- 
punktskegelschnitt  unzweideutig  bestimmt;  zugleich  erkennen  wir, 
dass  er  Hyperbel  sein  muss-,  das  Büschel  also  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln  besteht,  welche  durch  zwei 
Parabeln  von  einander  geschieden  werden. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Kegelschnittschaar,  bei 
welcher  eines  der  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch 
angenommen  wird  und  deren  Kegelschnitte  ein  und  dieselbe  Gerade 
in  einem  festen  Punkte  berühren,  während  sie  ausserdem  zwei 
reelle  oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  haben;  wir 
unterlassen  hier  die  nähere  Ausfuhrung,  weil  sowohl  jenes  specielle 
Büschel,  als  auch  diese  besondere  Schaar  von  untergeordneterem 
Interesse  ist,  als  eine  noch  speciellere,  zu  der  wir  gelangen,  wenn 
wir  beide  erzeugenden  Punktsysteme  oder  beide  erzeugenden 
Strahlsysteme  parabolisch  annehmen;  hier  tritt  nämlich  in  beiden 
Fällen  dasselbe  Gebilde  auf,  welches  gleichzeitig  als  Kegel- 
schnitt-Büschel und  -Schaar  angesehen  werden  muss  und  daher 
auch  die  Eigenschaften  beider  Gebilde  mit  einigen  ModiOkationen 
in  sich  vereinigt.  Sind  nämlich  zwei  parabolische  Punktsysteme 
auf  den  Trägern  ^  und  93  gegeben  und  die  zusammenfallen- 
den Asymptotenpunkte  des  ersten  in  g,  die  des  zweiten  in  g' 
vereinigt,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  sämmtlicben 
Kegelschnitten,  welche  in  g  und  g'  dieselben  Tangenten  % 
und  iB  haben,  also  sich  selbst  in  diesen  beiden  Punkten  (dop- 
pelt) berühren.  Wir  können  gleichzeitig  die  Punkte  g  und  g' 
als  Mittelpunkte  zweier  parabolischen  Strahlsysteme  auffassen, 
deren  zusammenfallende  Asymptoten  beziehlich  die  Strahlen  91 
und  93  sind;  die  Kegelschnitte  der  durch  diese  beiden  Strahl- 
systeme erzeugten  Schaar  berühren  sämmtlich  31  und  93  beziehlich 
in  den  Punkten  g  und  g'  und  werden  daher  mit  den  Kegel- 
schnitten jenes  Büschels  identisch.  In  dieser  Schaar  einander 
doppelt  berührender  Kegelschnitte  kommt  sowohl  das 
Punktenpaar  ^^'  vor,  dessen  Verbindungslinie  doppelt  gewählt  als 
specieller  Kegelschnitt  angesehen  werden  muss,  wie  auch  das 
Linienpaar  %  93*  dessen  Schnittpunkt  p  sei.    Aus  den  bekannten 
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Eigenschaften  des  Buscheis  und  der  Schaar  folgt  hier  insbesondere: 
Jede  Gerade  S  in  der  Ebene    eines  Büschels  sich  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte   wird   in   einem  Punktsystem  geschnitten 
von  den  Kegelschnitten  und  die  Tangentenpaare  aus  jedem  Punkte 
P  an  dieselben  bilden  ein  Strahlsystem;  das  Punktsystem  ist  stets  . 
hyperbolisch  und  hat   einen  Asymptotenpuiikt   auf   der  gemein- 
schaftlichen Beruhrungssehne ;    der    andere  Asymptotenpunkt  ist 
der  vierte  harmonische  dem   Schnittpunkt  mit  der  Beruhrungs- 
sehne zugeordnete,  während   die  Schnittpunkte  mit  den   beiden 
gemeinschaftlichen  Tangenten  das  andere  Paar  zugeordueter  Punkte 
sind ;  es  giebt  daher  nur  einen  einzigen  Kegelschnitt  dieser  Schaar, 
welcher  die  Transversale  £  berührt  und  zwar  in  dem  ebt*n  kon- 
struirten    vierten   harmonischen  Punkte;    ebenso   ist  das  Strahl- 
system in  dem  Punkte  jP  immer  hyperbolisch  und  Pp  eine  Asymptote 
desselben,  Pg  und  Pg'  ein   Paar  konjugirte   Strahlen,   so  dass 
der  vierte  harmonische  zu  Pp  zugeordnete  Strahl  Pt  die  Tan- 
gente an  dem  einzigen  Kegelschnitte  dieses  Büschels  ist,  welcher 
durch  P  geht;   die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  dieses 
Buscheis  liegen  auf  derjenigen  Geraden ,  welche  durch  p  und  die 
Mitte  der  Berührungssehne  gg'  geht.     Diese  Gerade  ist  zugleich 
der  eine  Theil  des  Mittelpunktskegelschnitts,  welchen  jedes  Büschel 
besitzt  und  der  hier  in  ein  Linienpaar  zerfällt;  der  andere  Theil  * 
ist   die  Berührungssehne  gg'  selbst;   denn  da   diese  als  ein  zu- 
sammengefallenes Linienpaar  aufzufassen  ist,  so  kann  jeder  Punkt 
von  ihr  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.    Die  Kegelschnitte  dieser 
sich  doppelt  berührenden  Schaar  zerfallen  im  Allgemeinen  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und   eine  Gruppe  Hyperbeln,   welche  von   ein- 
ander getrennt  werden   einmal  durch   das  Punktenpaar  gg'  und 
das  andere  Mal  durch  die   einzig  vorkommende  Parabel,    deren 
Mittelpunkt  der  unendlich -entfernte  Punkt  der  vorhin  konstruirten 
Mittelpunktslinie  ist.    Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  dieses  Büschels 
haben    ersichtlicher   Weise   den   Punkt  p  und   die  Verbindungs- 
linie gg'  zum  Pol  und  zur  Polare  und  das  Strahlsystem,  welches 
dem  ersteren,  das  Punktsystem,   welches  der  letzteren  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels  zugehört,  ist  für  alle  dasselbe 
und  beide  Systeme  liegen  perspektivisch.    Hiernach  lässt  sich  diese 
Kegelschnittschaar  auch  in  anderer  Weise  erzeugen:  Wenn  eiii 
Punktsystem  auf  dem  Träger  2  und  ein  mit  jenem  per- 
spektivisches Strahlsystem,  dessen  Mittelpunkt  o  ist. 
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gegeben  sind,  so  bilden  sämmtliche  Kegelschnitte, 
in  Bezug  auf  welche  diese  beiden  Gebilde  die  dem 
Punkte  0  und'  der  Geraden  S  zugehörigen  Systeme 
sind,  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  die  sich  dop- 
pelt berühren.  Isl  das  gegebene  Punktsystem  und  also  auch 
das  mit  ihm  perspektivische  StrahJsyslem  hyperbolisch,  so  be- 
rühren sich  sämmtliche  Kegelschnitte  in  den  beiden  Asymptoten- 
punkten jenes  Punktsystems  und  haben  in  dieseu  Punkten  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten;  sind 
dagegen  beide  Systeme  elliptisch,  so  isl  die  Kegelschnittschaar 
nichtsdestoweniger  vollständig  bestimmt  und  kann  reell  konstruirt 
werden;  in  diesem  Falle  sagen  wir  der  Analogie  wegen:  Die  Kegel- 
schnitte haben  eine  imaginäre  doppelte  Berührung.  Die  oben 
angegebenen  Eigenschaften  behalten  ihre  Gültigkeit;  denn  da  für 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar  o  und  S  Pol  und  Polare  sind,  so 
wird,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  s  auf  der  Geraden  S  an- 
nehmen und  den  konjugirten  Punkt  ^  zu  «  in  dem  gegebenen 
Punktsysteme  mit  o  verbinden,  oa  die  Polare  won^  s  für  sämiul- 
liehe  Kegelschnitte  der  Schaar  sein;,  wenn  also  irgend  eine  durch 
s  gezogene  Gerade  in  i  die  Polare  oa  Irifil,  so  werden  s  und  t 
harmonisch  liegen  zu  sämmßichen  Schnittpunktpaaren,  in  welchen 
die  Transversale  st  von  den  Kegelschnitten  der  Schaar  getrolTen 
wird,  und  wenn  wir  anderseits  irgend  einen  Punkt  in  der  Polare  o<s 
annehmen,  so  werden  diese  und  die  Verbindungslinie  mit  s  har- 
monisch liegen  zu  allen  Tangentenpaaren  aus  dem  angenommenen 
Punkte  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar;  jene  Punktenpaare  auf 
der  Transversale  bilden  also  ebenso  ein  Punktsystem,  wie  diese 
Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  ein  Strahlsystem,  woraus  denn 
das  Weitere  sich  von  selbst  ergiebt.  Die  reelle  Konstruktion  der 
Kegelschnitte  dieser  sich  doppelt  berührenden  Schaar  für  den 
Fall,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  und  also  auch  die  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  imaginär  sind,  lässt  sich  so  ausführen: 
Zieht  man  irgend  einen  Strahl  durch  o,  welcher  die  Berührungs- 
sehne £  in  5  treffen  mag  und  nimmt  auf  demselben  ein  Paar 
harmonisch -zugeordneter  Punkte  p  und  tt  zu  o  und  s  als  Mittel- 
punkte zweier  Strahlbüschel  an,  welche  nach  den  Paaren  kon- 
jugirter  Punkte  x,  |  des  auf  S  gegebenen  Punktsystems  hingehen, 
so  erzeugen  dieselben  einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welcher  der 
Ort  des  Schnittpunktes  (po:,  7r|)  oder  (jta:,  p^)  ist;  verändern  wir 
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das  Paar  p  und  n,  so  erhalten  wir  sämnitliche  Kegelschnitte  dieser 
Schaar.  Diese  Schaar  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte  ent- 
springt also  auch  aus  der  Annahme  zweier  Punktsysteme,  von 
denen  das  eine  hyperbolisch  ist  und  einen  Asymptotenpunkt  in 
dem  Träger  des  andern  hat.  Einige  sehr  einfache  Fälle  solcher 
Schaaren  gehen  ays  besonderer  Annahme  von  o  und  S  hervor: 
1)  liegt  0  im  Unendlichen,  so  ist  S  ein  Durchmesser  sämmtlicher 
Kegelschnitte  der  Schaar  und  diese  sind  ^  alle  concentrisch ,  da  sie 
den  Mittelpunkt  des  Punktsystems  auf  S  zu  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  m  haben;  ist  das  Punktsystem  auf  S  hyper- 
bolisch, so  berubren  sich  also  sämmtliche  Kegelschnitte  in  den 
Endpunkten  eines  allen  gemeinschaftlichen  Durchmessers;  ist  es 
elliptisch,  so  müssen  sämmtliche  Kegelschnitte  Hyperbeln  sein, 
welche  m  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  und  da  mo 
und  S  ein  Paar  konjugirte  Durchmesser  aller  dieser  Hyperbeln 
sind,  so  bilden  die  Asymptoten  dieser  Hyperbelschaar  mit  ima- 
ginärer doppelter  Berührung  selbst  ein  Strahlsystem,  welches 
S  und  mo  zu  Asymptoten  hat;  2)  geht  S  in  die  Unendlichkeit, 
so  ist  0  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  sämmtlicher  Kegelschnitte 
der  Schaar  und  das  gegebene  ' Strahlsystera  (o)  das  System  der 
konjugirten  Durchmesser;  ist  dieses  also  hyperbolisch,  so  be- 
steht die  Schaar  aus  lauter  Hyperbeln,  welche  denselben  Mittel- 
punkt und  dieselben  Asymptoten  haben,  nämlich  die  Asymptoten 
des  Strahlsystems  (o);  ist  dieses  dagegen  elliptisch,  so  besteht 
die  Kegelschnittschaar  aus  ähnlichen  und  ähnlich -liegenden  con- 
centrischen  Ellipsen;  ist  insbesondere  das  Strahlsystem  (o)  ein 
Kreissystem,  so  wird  die  Kegelschnittschaar  mit  doppelter  imagi- 
närer Berührung  im  Unendlichen  eine  Schaar  concentrischer  Kreise. 
(Poncelet,  traite  des  proprietes  projectives  des  figures  pag.  228). 
Aus  dem  Vorstehenden  geht  u.  a.  die  Lösung  der  Aufgabe 
hervor:  Durch  drei  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt 
zu  legen,  welcher  einen  gegebenen  Kegelschnitt  K 
doppelt  berührt.*)  Es  giebt  vier  Kegelschnitte,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  doch  scheint  es,  als  ob  dieselben  nur  dann 
reell  vorhanden  sind,  wenn  entweder  alle  drei  gegebenen  Punkte 
pqr  innerhalb  oder  alle  drei  ausserhalb   des  gegebenen  Kcgel- 


*)  Siehe  Steiner:  „Allgemeine  Betrachtungen  über  einander  dop- 
pelt berührende  Kegelschnitte";  Crelle's  Journal  Bd.  XLV  S.'222. 


366  Dritter  Abschnitt. 

Schnitts  liegen;  zieht  man  nämlich  die  drei  Verbindungslinien 
pq,  qr,  rp,  so  trifft  jede  derselben  den  Kegelschnitt  IC  in  zwei 
andern  Punkten,  welche  als  ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte 
eines  Punktsystems  aufgefasst  werden  können;  liegen  nun  pqr 
innerhalb  des  Kegelschnitts  IC,  so  werden  auf  den  drei  Verbio- 
dungslinien  pq,  qr,  rp  durch  je  zwei  dieser  Punkte  und  die 
beiden  Schnittpunkte  mit  £  drei  hyperbolische  Punktsysteme 
bestimmt;  diese  befinden  sich  genau  in  derselben  Lage,  w 
die  drei  zusammengehörigen  Punktsysteme  [x,  Q  (y,  fi)  (z,  t) 
auf  den  Trägern  51  35  6  in  §  41 ;  die  drei  Paar  Asyraptoten- 
punkte  gk,  g*h\  g'K'  liegen  daher  zu  je  dreien  auf  vier  ge- 
raden Linien:  gg  g'\  g^'h'\  hg'h",  hh'g'\  Jede  dieser  vier 
Geraden  trifft  nun  den  Kegelschnitt  K  in  zwei  solchen  Punkten, 
in  welchen  ihn  ein  durch  pqr  und  diese  Punkte  selbst  gelegter 
Kegelschnitt  doppelt  berührt  (reell  oder  imaginär),  denn  es  ist 
ersichtlich,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  p  gelegt  wird 
und  K  in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  dieser  vier  Geraden 
doppelt  berührt,  nothwendig  durch  q  und  r  gehen  muss;  also 
hat  die  vorgelegte  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösungen*,  sobald 
die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  sind;  dies  ist 
aber  der  Fall,  sobald  entweder  die  drei  Punkte  pqr  innerhalb 
des  Kegelschnitts  K  liegen,  oder  alle  drei  ausserhalb;  sollte  in 
dem  letzteren  Falle  die  Verbindungslinie  pq  den  Kegelschnitt  K 
nicht  treffen,  so  können  wir  doch  leicht  die  Asymptotenpunkte  ^A 
auf  ihr  bestimmen,  indem  wir  nämlich  zwei  auf  einander  liegende 
Punktsysteme:  das  erste,  welches  der  Geraden  pq  m  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  K  zugehört,  also  elliptisch  in  diesem  Fall,  das 
andere  hyperbolisch  mit  den  Asymptotenpunkten  p  und  q,  auf- 
fassen und  das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Punkte  (§§  16 
und  31)  beider  Punktsysteme  bestimmen,  welches  nothwendig 
reell  ist;  dies  ist  das  gesuchte  Punktenpaar  g^  h\  sobald  also /»^r 
alle  drei  ausserhalb  des  Kegelschnitts  K  liegen,  sind  ebenfalls 
die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  und  die  Auf- 
gabe hat  vier  reelle  Lösungen.  Sobald  aber  von  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  pqr  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  E  liegen,  oder  umgekehrt,  ist  nur 
eines  von  den  drei  Punktsystemen  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch;  von  den  sechs  Ecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  gg'g^'hfih''  ist  also   nur    ein  Paar  Gegenecken 
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reell  und   die  vier  Seiten  imaginär;   die  Aufgabe  lässt  also  keine 
reelle  Lösuug  zu. 

Fassen  wir  aus  der  Schaar  Kegelschnitte  mit  doppelter  (reeller 
oder  imaginärer)  Berührung  nur  zwei  ins  Auge,  K  und  K\  so 
erkennen  wir  interessante  Beziehungen,  welche  dieselben  dar- 
bieten. Sind  0  und  S  das  besondere  Paar  Pol  und  Polare  für 
beide  Kegelschnitte,  denen  dasselbe  Strahl-  und  Punktsystem  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  zugehören,  und  welche  wir  kurz 
die  Beruhrungssehne  und  ihren  Pol  nennen  wollen,  so  liegt  o 
innerhalb  beider  Kegelschnitte  und  S  trifft  keinen  von  beiden, 
wenn  die  doppelte  Berührung  eine  imaginäre  ist;  dagegen  liegt  o 
ausserhalb  beider  und  £  trifft  beide  in  denselben  zwei  reellen 
Punkten,  wenn  die  Kegelschnitte  eine  reelle  doppelte  Berührung 
haben.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Transversale,  welche  den 
Kegelschnitt  K  in  den  Punkten  t  und  i^,  die  Berührungssehne  S 
in  s  treffen  möge,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  t  und  iy 
an  dem  Kegelschnitt  K  in  einem  Punkte  r  und  ro  ist  die  Polare 
von  s  für  beide  Kegelschnitte;  die  vier  Strahlen  rt,  rt^,  ro  und  rs 
sind  harmonisch,  die  ersteren  beiden  und  die  letzteren  beiden 
zugeordnet;  trifft  nun  die  Tangente  in  i  den  andern  Kegelschnitt  K' 
in  zwei  Punkten  x^,  die  zweite  Tangente  für  t^  aber  in  dem 
Punklenpaar  ocy^^  und  wir  denken  uns  die  Verbindungslinie  xs 
gezogen,  so  wird  dieselbe  den  Kegelschnitt  E'  in  demjenigen 
zweiten  Punkte  treffen,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  x 
zugeordnete  ist,  während  s  und  der  Schnittpunkt  {ocs,  ro)  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist.  Dieser  vierte  harmonische 
Punkt  muss  aber  auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  rx,  ro,  rs 
liegen,  und  da  dieses  der  Strahl  rt^  ist,  welcher  den  Kegel- 
schnitt IC'  in  a^l  und  ^j  trifft,  so  muss  xs  den  Kegelschnitt  JST' 
in  Xi  oder  ^^  treffen;  gehe  nun  xx^  durch  s,  so  muss  auch  er- 
sichtlicher weise  ^§1  durch  s  gehen  und  es  schneiden  sich  x^y 
und  Xy^  in  einem  Punkte  p  der  Geraden  ro,  indem  prs  ein 
Tripel  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K'  sind.  Wir  haben  hier- 
aus folgenden  Satz:  Hat  man  zwei  sich  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  und  zieht  zwei  beliebige  Tan- 
genten an  dem  einen,  welche  den  andern  in  den  Punk- 
tenpaaren X,  ^  und  arj^i  treffen,  so  liegt  von  den  drei 
Schnittpunkten  {xxi,  IU  x^^,  x^^)  (x^,  ^^i^i)  der  eine 
auf   der  gemeinschaftlichen  Berührungssehne  S  und 
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die  beiden  andern  auf  der  Polare  des  ersteren,  welche 
durch  den  gemeinschaftlichen  Pol  o  der  Berührungs- 
sehne geht.  Der  erste  Punkt  liegt  mit  den  beiden  Berührungs- 
punkten in  gerader  Linie.  Halten  wir  jetzt  eine  der  beiden  Tan- 
genten fest  und  bewegen  die  andere  am  Kegelschnitt  K  herum, 
,so  bleibt  der  Berührungspunkt  i^  und  die  Punkte  x^^^  fest;  *  be- 
schreibt eine  gerade  Punktreihe  auf  S  und  x^s^  \^s  also  projek- 
tivische  Strahlbüschel ,  die  zugleich  mit  dem  von  i^  t  beschriebenen 
Strahlbüschel  projektivisch  sind.  Wir  schliessen  daraus  folgenden 
Satz:  Bewegt  sich  bei  zwei  einander  doppelt  berüh- 
renden Kegelschnitten  IC  und  K'  eine  veränderliche 
Tangente  um  den  einen  IC  herum  und  schneidet  jedes- 
mal den  andern  IC'  in  den  Punktenpaaren  x  und  |,  so 
beschreiben  x  und  ^  zwei  krumme  Punktreihen  auf 
diesem  Kegelschnitt,  welche  mit  irgend  zwei  Peri- 
pheriepunkten B  und  B  auf  if'  verbunden  zwei  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  liefern,  und  die  Berührungs- 
punkte der  von  dem  ersten  Kegelschnitt  bewegten 
Tangente  bilden  gleichfalls  eine  Punktreihe  auf  dem- 
selben, welche  mit  einem  seiner  Peripheriepunkle 
verbunden  ein  mit  jenen  beiden  projektivisches 
Strahlbüschei  liefert.  Solche  zwei  krumme  Punktreihen  x 
und  £,  welche  auf  demselben  Kegelschnitt  ausgeschnitten  werden 
durch  die  Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlbüschel,  die  ihre 
Mittelpunkte  in  zwei  beliebigen  Peripheriepunkten  des  Kegel- 
schnitts haben  und  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei 
entsprechende  Punkte  x,  $  auf  dem  Kegelschnitt  bestimmen,  heissen 
krumm-projektivische  Punktreihen  und  es  zeigt  sich  für 
dieselben  die  Umkehrung  des  vorigen  Satzes  als  allgemein  gültig: 
Hat  man  zwei  krumm-projektivische  Punktreihen  auf 
demselbem  Kegelschnitt,  so  umhüllt  die  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte  einen,  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  eine  doppelle 
(reelle  oder  imaginäre)  Berührung  hat.  In  der  That,  da 
drei  Paar  willkührlich  als  entsprechend  auf  dem  Kegelschnitt  an- 
genommene Punkte  a  und  a,  b  und  ß,  c  und  y  die  beiden  krumm- 
projektivischen  Gebilde  bestimmen  und  für  jedes  vierte  Paar  enl- 
sprechender  Punkte  x,  ^  die  Strahlbüschel  B(abcx)  und  B(ofj5yS 
dasselbe  Doppclverhältniss  haben,   wenn  B  und  B  zwei  beliebige 
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Peripheriepunkte  des  Kegelschnitts  bedeuten,  so  beschreiben  auch 
fl|  und  ax  zwei  projektivische  Strahlbüschel,  während  wir  aa  fest- 
halten und  a:|  verändern  (Fig.  71);  diese  liegen   aber   perspek- 

(Fig.  71.) 


tivisch,  weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  ent- 
sprechende Strahlen  hineinfallen;  der  Ort  des  Schnittpunkts  (a^,  ax) 
ist  also  .eine  gerade  Linie ;  nehmen  wir  anstatt  a  und  a  ein  anderes 
Paar  bß,  so  erhalten  ^ir  dieselbe  gerade  Linie,  weil  sowohl  (aß,  ab) 
als  auch  {ay,  ac)  und  (by,  ßc)  auf  derselben  Geraden  liegen  (wegen 
des  PascaTschen  Sechsecks  aßcaby);  es  ist  daher,  wenn  x^ 
und  yri  irgend  zwei  Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  kruram- 
projekti vischen  Gebilde  bedeuten,  der  Ort  des  Schnittpunktes 
i^V>  yl)  eine  feste  Gerade  S  und  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  Schnittpunkte  {x^,  yri)  nni [xy,  ^ri)  läuft  daher  durch  einen 
festen  Punkt  o,  den  Pol  der  Geraden  2  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. Der  Punkt  o  und  die  Gerade  S  sind  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt,  sobald  die ,  Beziehung  der  beiden  krumm- 
projektivischen  Gebilde  durch  drei  Paar  als  entsprechend  fest- 
gesetzte Punkte  des  Kegelschnitts  fixirt  ist;  Jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnitts gehört  sowohl  der  einen,  als  der  andern  krummen  Punkt- 
reihe an,  der  ihm  entsprechende  in  dem  einen  und  dem  andern 
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Sinne  ist  aber  nicht  derselbe  zweite  Punkt  des  Kegelschnitts, 
sondern  es  sind  verschiedene;  die  Punkte,  in  weichen  S  den 
Kegelschnitt  trifft,  sind  zusammenfallende  entsprechende  Punkte 
der  beiden  Gebilde  und  können  reell  oder  imaginär  sein.  Be- 
zeichnen wir  den  Schnittpunkt  (xrj,  y|)  =  5  auf  der  Geraden  2 
und  {x^,  y.rj)  =  r,  so  ist  or  der  Pol  von  s  wegen  der  Eigenschaft 
des  Vierecks  im  Kegelschnitt;  dem  Punkte  0  gehört  ein  bestimm- 
tes Strahlsystem ,  seiner  Polare  S  ein  bestimmtes  mit  jenem  per- 
spektivisches Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu ,  von 
jenem  sind  os  und  or  ein  Paar  konjugirter  Strahlen,  von  diesem 
die  Schnittpunkte  der  Linien  rs  und  ro  mit  S  ein  Paar  konju- 
girter Punkte.  Denken  wir  uns  nun  einen  Kegelschnitt,  welchem 
dasselbe  Strahlsystem  in  0  und  dasselbe  Punktsystem  auf  S  zu- 
gehört und  welcher  ausserdem  x^  berührt,  wodurch  dieser  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt  ist  (siehe  oben),  oder  mit  andern 
Worten,  welcher  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  denjenigen  beiden 
Punkten  berührt,  in  welchen  S  ihn  schneidet,  und  der  ausser- 
dem x^  zur  Tangente  hat,  so  müssen  auch  für  ihn  ro  und  rs 
konjugirte  Strahlen  sein,  also  da  rx  eine  Tangente  ist,  so  rouss 
die  andere  der  vierte  harmonische  dem  rx  zugeordnete  Strahl 
sein,  d.  h.  (wegen  des  Vierecks  x^t/rj)  die  Gerade  ry  oder  yi|; 
wir  sehen  also,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  yri  berührt,  und 
verändern  wir  yri,  so  verändern  sich  zwar  r  und  s,  aber  der 
oben  bestimmte  Kegelschnitt,  welchem  das  Strahlsyslem  in  0  und 
das  Punktsystem  auf  S  zugehört,  bleibt  derselbe;  es  berubren 
also  alle  Verbindungsstrahlen  yrj  entsprechender  Punkte  der  beiden 
krummprojektivischen  Gebilde  einen  Kegelschnitt,  welcher  den 
Träger  der  beiden  Gebilde  doppelt  berührt  w.  z.  b.  w.;  jeder 
Strahl  hat  zum  Berührungspunkte  den  vierten  harmonischen 
Punkt,  der  dem  Schnittpunkte  mit  der  Berührungssehne  £  zuge- 
ordnet ist. 

Auf  die  zahlreichen  Folgerungen,  welche  aus  dieser  Grund- 
eigenschaft einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  hervor- 
treten, gestattet  der  Raum  nicht,   näher  einzugehen.*)     Wir  bc- 


*)  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  Goe- 
pel's:  „Ueber  Projektivität  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde**. 
Grelle*»  Journal  Bd.  XXXVI  S.  317  und  die  Erweiterung  derselben: 
„Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projektivischer  Gebilde**  von  Schröter 
in  dem  Crelle-Borchardt^schen  Journal  Bd.  LIV  S.  31. 
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merken  nur,  dass  zwei  besondere  Fälle  dieser  allgemeineren 
Betrachtung  in  dem-  Laufe  unserer  Untersuchungen  von  beson- 
derer ^Wichtigkeit  geworden  sind;  erstens  nämlich,  wenn  der 
Kegelschnitt  aus  einem  Linienpaar  besteht,  wo  dann  die  beiden 
krummen  Gebilde  zwei  gewöhnliche  gerade  projektivische  Punkt- 
reihen werden  und  ihr  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  welcher 
mit  dem  Linienpaar  der  beiden  Träger  eine  doppelte  Berührung 
hat  (§21);  zweitens,  wenn  die  beiden  krummen  Gebilde  auf  dem 
Kegelschnitt  die  besondere  involutorische  Lage  haben,  dass 
einem  Punkte  des  Kegelschnitts  als  Element  beider  Gebilde  auf- 
gefasst  in  dem  jedesmaligen  andern  ein  und  derselbe  Punkt  ent- 
spricht; in  diesem  Falle  laufen  alle  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  durch  einen  festen  Punkt  und  die  entsprechenden 
Punkte  mit  einem  Peripheriepunkte  des  Kegelschnitts  verbunden 
liefern  ein  Strahlsystem  (§  31) ;  der  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitt zerfällt  in  ein  Punktenpaar.  In  gleicher  Weise,  wie  die 
Punkte  eines  Kegelschnitts  eine  krumme  Punktreihe,  bilden  die 
Tangenten  desselben  ein  krummes  Tangentenbuschel  und  die 
Punktreihe,  in  welcher  sie  eine  4)eliebige  feste  Tangente  treffen, 
lässt  sich  mit  der  Punktreihe,  in  welcher  sie  irgend  eine  zweite 
feste  Tangente  treffen,  in  projektivische  Beziehung  setzen  der  Art, 
dass  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  einander  paarweise  ent- 
sprechen und  man  an  demselben  Kegelschnitt  zwei  krumm  -  projek- 
tivische Tangentenbüschel  erhält;  der  Ort  des  Schnittpunktes  je 
zweier  entsprechender  Tangenten  wird  wieder  ein  Kegelschnitt, 
welcher  den  Träger  der  beiden  Tangentenbüschel  doppelt  be- 
rührt. Dies  tritt  in  ganz  analoger  Weise  zu  Tage ,  wie  das  oben 
bewiesene  Besultat  und  bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 
Unter  den  besonderen  Fällen  von  Kegelschnitt -Büscheln  und 
-Schaaren,  von  denen  die  eben  betrachtete  Schaar  einander  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte  eine  hervorragende  Bedeutung 
hat,  könnten  wir  noch  diejenigen  untersuchen,  bei  welchen  die 
Kegelschnille  des  Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine 
dreipunktige  Berührung  haben  und  a)  durch  einen  vierten  ge- 
meinschaftlichen Punkt  gehen,  b)  eine  vierte  gemeinschaftliche 
Tangente  haben,  endlich  wenn  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
in  einem  gegebenen  Punkte  eine  vierpunktige  Berührung  haben. 
Doch  wollen  wir  die  nähere  Untersuchung  dieser  besonderen 
Fälle  dem  Leser  überlassen  und  nur  noch  eine  specielle  Kegel- 
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schnittschaar  erwähnen,  welche  häufiger  auftritt.    Wenn  nämlich 
die    beiden   erzeugenden  Strahlsysteme    einer   Kegelschnittschaar 
(§  48)  {A)  und  {B)  zwei  Rreissysteme  sind,  so  haben  die  Kegel- 
schnitte dieser  Schaar  die  Mittelpunkte  A  und  B  zu  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkten,  .denn  es  giebt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts  nur   zwei    reelle  Punkte,    für   welche   die    zugehörigen 
Strahlsysteme  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Kreissysteme  sind, 
und   dies  sind   die  Brennpunkte    des  Kegelschnitts  (§  35) ;    also 
bilden  sämmtliche  Kegelschnitte,   welche  A  und  B  zu  ihren  ge- 
meinschaftlichen Brennpunkten  haben,  eine  besondere  Kegelschnitt- 
schaar mit  vier  imaginären  Tangenten;  die  Brennpunkte  sind  als 
das    einzig   reelle  Paar  Gegenecken  dieses  imaginären   Vierselts 
anzusehen.     Wir  nennen  diese  Kegelschnittschaar   eine   Schaar 
confokaler    Kegelschnitte    und    können    zur    reellen   Kon- 
struktion derselben  nach  den  früheren  allgemeinen  Betrachtungen 
auf  folgende   Weise    gelangen:    Das    dritte  von   den  beiden   ge- 
gebenen Kreissystemen  (A)  und  (B)  abhängige  Strahlsystem  (C) 
wird   nämlich    besonderer   Art,    indem   sein  Mittelpunkt   in   die 
Unendlichkeit  geht  und  derjenige  unendlich -entfernte  Punkt  C^ 
wird,  welcher  in  senkrechter  Richtung  zu  AB  liegt.    Das  Strahl- 
system  {C^)  wird    ein   hyperbolisch -gleichseitiges,   dessen  beide 
Asymptoten  die  in  der  Mitte  m  zwischen  AB  errichtete  Senkrechte 
und  die  unendlich -entfernte  Gerade  G^  sind;  je  zwei  konjugirte 
Strahlen  desselben  sind  zwei  solche,  die  zu  mC^  parallel  laufen 
und  gleich  weit  von  ihr  abstehen.     Die  beiden  Asymptoten   des 
Strafalsystems  (C^)   und  die  Gerade  AB  sind  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  konjugirter  Strahlen  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar. 
folglich  ist  m  der  Mittelpunkt  und  die  beiden  Senkrechten  mC^ 
und   AmB  die    Axen   für    sämmtliche    Kegelschnitte,    was   auch 
a  priori  klar  ist.     Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  des  Strahlsystems  {C^),  d.  h.  zwei  von  m  gleich  weit  ab- 
stehende parallele  Gerade,  welche  senkrecht  auf  AB  stehen,  und 
drehen  um  A  (oder  B)  einen  rechten  Winkel,   dessen   Schenkel 
jene  beiden  Parallelen  in  den  Punkten  zt  (und  z't')  durchbohren, 
so  umhüllt  die  Verbindungslinie  zt  einen  Kegelschnitt  der  Schaar. 
dessen  Tangenten  in  zwei  gegenüberliegenden   Scheiteln  das  an- 
genommene Paar  Paralleler  ist  (Fig.  72).     Verändern   wir  dieses 
Paar,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  der  konfokalen 
Schaar;  diese  zerfällt  demnach  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine 
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Gruppe  Hyperbeln,  je  nachdem  jenes  Paar  Paralleler  ausserhalb 
der  Strecke  AB  liegt  oder  zwischen  A  und  B  hindurchgebt.  Die 
beiden  Gruppen  werden  von  ein-  (Pig  72.) 

ander  getrennt  einmal  durch  das 
Punktenpaar  AB,  oder  deren  dop- 
pelt gedachte  Verbindungslinie, 
welche  als  Parabel  aufgefasst  wer- 
den kann,  und  anderseits  durch 
die  doppelt  gedachte  unendlich- 
entfernte Gerade  G^,  in  welche 
diejenige  Parabel,  die  in  der  Schaar 
vorkommen  muss,  übergeht;  die 
doppelt  gedachte  Gerade  mC^  ist 
zwar  auch  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt  der  Schaar  aufzufas- 
sen; er  steht  aber  isolirt  da  in 
der  Hyperbelgruppe.  Die  Mittel- 
punktslinie der  Schaar  wird  unbe- 
stimmt, was  denn  auch  damit  übereinstimmt,  dass  m^der  Mittelpunkt 
sämmtlicher  Kegelschnitte  der  confokalen  Schaar  ist.  Die  Polar- 
Eigenschaften  dieser  besonderen  Kegelschnittschaar  zeigen  einige 
Eigenthümlichkeiten,  welche  sich  sowohl  aus  der  allgemeinen  Be- 
trachtung (§  48),  als  auch  aus  den  Fokaleigenschaften  des  Kegel- 
schnitts (§  36)  ergeben.  Die  Winkel  zwischen  dem  Tangentenpaar  aus 
einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  haben  nämlich 
dieselben  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbirungsstrahlen, 
wie  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PA  und  PB;  folglich  bilden 
sämmtliche  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  kon- 
fokalen Schaar  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  Strahl-^ 
System,  dessen  Asymptoten  die  beiden  zu  einander  senkrechten 
Halbirungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  dem  Strahlenpaar  PA,  PB 
sind.  Es  giebt  also  durch  den  behebig  angenommenen  Punkt  P 
immer  zwei  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  von  denen  einer 
Ellipse,  der  andere  Hyperbel  ist;  sie  schneiden  sich  rechtwinklig 
in  diesem  Punkte;  wir  erkennen  hieraus,  dass  in  der  konfokalen 
Kegelschnittschaar  weder  zwei  Ellipsen,  noch  zwei  Hyperbeln  einen 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können,  dass  aber  jede 
Ellipse  jede  Hyperbel  in  vier  reellen  (zu  m  symmetrisch  liegenden) 
Punkten  trifil  und  dass  sie  sich  überall  rechtwinklig  durchschneiden. 
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Dies    lässt   sich    auch   so    aussprechen:    Je   zwei    konjugirte 
Gerade    in   Bezug    auf   die    Schaar    confokaler   Kegel- 
schnitte stehen  auf  einander  senkrecht.     Ermitteln  wir 
von  irgend  einem  Punkte  P  den  Polarkegelschpitt  in  Bezug  auf 
die  Schaar,   so  erkennen  wir,   dass  derselbe  eine  Parabel  sein 
muss,   weil  er  allemal  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  konjugirter 
Strahlen  für  die  Schaar  eingeschrieben  ist  und  dasselbe  hier  aus 
den  drei   Geraden  AB,  mC^  und  @^  besteht;  ein  Kegelschnitt, 
der  ®^  zur  Tangente  hat,  ist  aber  Parabel  (§  26).    Diese  Parabel 
hat   die  Verbindungslinie  Pm  zur  Leitlinie,    weil   die    durch  m 
gehenden  Axen  jedes  Kegelschnitts  der  Schaar  und  die  durch  P 
gehenden  Halbirungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  PA  und  PB 
zwei  Paar  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten    dieser  Parabel 
sind;  der  Brennpunkt  derselben  findet  sich  also  auch  leicht,  indem 
man  von  diesem  der  Parabel  umschriebenen  vollständigen  Vierseit 
denjenigen  Diagonalpunkt  aufsucht,  welcher  nicht  in  der  Diagonale 
mP  liegt.     Die  beiden  konjugirten  Kegelschnittschaaren   (§  50j, 
welche  zu  der  confokalen  Kegelschnittschaar  gehören  und  durch  die 
drei  Strahlsysteme  {A)  (B)  {C^)  erzeugt  werden,  bestehen,  wie 
leicht  zu  sehen  ist,   aus  Parabeln,   weil  ®^  eine  Asymptote  von 
{C^)  ist,  und  zwar  wird  die  eine  Schaar  gebildet  von  sämmtlichen 
Parabeln,  welche  A  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  B  gehende 
Gerade  zur  Leitlinie  haben,   die  andere  Schaar  von  sämmtlichen 
Parabeln,  welche  B  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  A  gehende 
Gerade  zur  Leitlinie   haben;    diese  Parabeln    heruhren    gemein- 
schaftlich die  in  der  Mitte  m  auf  AB  senkrecht  stehende  zweite 
Asymptote  des  Sirahlsystems  (C^)  u.  s.  w.  —  Im  Allgemeinen  ist 
noch  zu  erwähnen,  dass.  Wenn  von  den  beiden  erzeugenden  StraM- 
systemen  (4)  und  (B)  nur  eines  ein  Kreissystem,  das  andere  ein 
beliebiges  hyperbolisches  oder  elliptisches  Strahlsystem  ist,  alsdann 
eine  Kegelschnittschaar  zum  Vorschein  kommt,  welche  einen  Brenn- 
punkt gemeinschaftlich  hat  und   ausserdem  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre gemeinschaftUche  Tangenten,  je  nachdem  das  andere  Strahl- 
system hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;   auch  diese  Kegelschnitt- 
schaaren bieten  manche  Eigenthürolichkeiten  dar. 

§  52,    Gemischte  KegelBohnittsohaaren. 

Wenn  wir  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  als  Be- 
stimmungsstücke  desselben  annehmen,  so  ist  er  im  Allgemeinen 
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durch  fünf  dieser  Elemente  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  und 
zwarL  Durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  eindeutig  (§  20), 
durch  vier  Punkte  und  eine  Tangente  oder  durch  vier  Tangenten 
und  einen  Punkt  zweideutig  (§  39),  endlich  durch  drei  Punkte 
und  zwei  Tangenten  oder  durch  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
vierdeutig  (§  39).     Durch  vier  dieser  Bestimmungsstücke  ist  der 
Kegelschnitt  nicht  bestimmt,    sondern  es  glebt  eine  unendliche 
Reihe  von  Kegelschnitten,  welche  vier.  Bedingungen  der  Art  er- 
füllen,  dass  sie  durch  gegebene  Punkte   gehen    oder   gegebene 
Gerade  berühren.     Von  solchen  unendlichen  Reihen  von  Kegel- 
schnitten haben  wir  bisher  nur  zwei  einander  gegenüberstehende 
in  Betracht  gezogen:    Das  Kegelschnittbüschel   als   die  Totalitat 
aller   durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die  Kegel- 
schnittschaar als  die  Totalität  aller  vier  Gerade  berührenden  Ke- 
gelschnitte mit  Berücksichtigung  auch  der  Fälle,  in  denen  von 
den  vier  gemeinschaftlichen  Punkten  oder  Tangenten  Paare  ima- 
ginär sind.     Obwohl  nun  diese  beiden  Gebilde  von  hervorragen- 
der Bedeutung  sind,  so  lassen  sich  doch  noch  andere  derartige 
Reihen  von  Kegelschnitten  bilden,   nämlich  zunächst  wieder  zwei 
einander  gegenüberstehende  Gebilde:  a)  sämmtliche  Kegelschnitte, 
welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen  und  eine  feste  Gerade  be- 
rühren, und  b)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  drei  feste  Gerade 
berühren  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  und  sodann  ein 
sich   selbst  gegenüberstehendes,   also  alleinstehendes  Gebilde:  c) 
sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  berühren  und 
durch  zwei  feste  Punkte  gehen.   Diese  drei  Gebilde,  welche  „ge- 
mischte Kegelschnittschaaren"  heissen  mögen,  sollen  jetzt 
näher  untersucht  werden. 

Ebenso  wie  Steiner  das  Kegelschnittbüschel  aus  dem  Strahl- 
büscliel  entstehen  lässt  (§  38),  können  wir  uns  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  und  einer  Tangente  aus 
einem  krummen  Tangentenbüschel  (§51),  d.  h.  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  erzeugen  in  folgender  Art:  Denken 
wir  uns  einen  Kegelschnitt  K  und  zwei  beliebige  Punkte  dessel- 
ben B  und  B^  als  die  Mittelpunkte  von  Strahlbüscheln,  eine  be- 
liebige Tangente  /  des  Kegelschnitts  K  als  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel,  welche  in  B  und  B^  ihre  Mit- 
telpunkte haben ,  so  wird  die  projektivische  Beziehung  dieser  bei- 
den Strahlbüschel  in  ^j[und  B^  durch  die  Gerade][^<  vollständig 
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bestimmt  und  durch  die  Veränderung  der  Tangente  /  am  Kegel- 
schnitt K  erhalten  wir  unendlich- viele  Paare  von  projektivischen 
Strahlhuscheln  in  B  und  B^^  deren  paarweise  Beziehung  jedes- 
mal unzweideutig  festgestellt  ist.  Endlich  haben  wir  noch  zwei 
projektivische  Strahlbüschel  in  B  und  B^ ,  welche  den  Kegelschnitt 
IC  erzeugen.  Denken  wir  uns  nun  diese  unendlich  -  vielen  Paare 
projektivischer  Beziehungen  in  B  und  B^  in  sich  festgehalteoi 
aber  um  die  Mittelpunkte  B  und  Bi  so  gedreht,  dass  die  beiden 
den  Kegelschnitt  K  erzeugenden  Strahlbüschel  in  perspektivische 
Lage  gelangen,  also  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen 
auf  eine  Gerade  S  zu  liegen  kommen,  so  werden  jetzt  zwei  solche 
Strahlbüschel ,  welche  vor  der  Drehung  eine  Tangente  t  zum  per- 
spektivischen Durchschnitt  hatten,  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
in  perspektivischer  Lage  befinden,  also  einen  Kegelschnitt  erzeu- 
gen; alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  B  und  B^;  sie  gehen 
ausserdem  durch  einen  dritten  festen  Punkt  C,  den  Schnittpunkt 
derjenigen  beiden  Strahlen ,  welche  vor  der  Drehung  in  der  Ver- 
bindungslinie B  B^  vereinigt  waren,  und  welche  für  alle  projek- 
tivischen Beziehungen  (bei  der  perspektivischen  Lage)  ein  Paar 
entsprechender  Strahlen  waren,  und  endlich  berühren  diese  Kegel- 
schnitte sämmtlich  die  Gerade  S,  weil  vor  der  Drehung  alle  i  den 
Kegelschnitt  JiT  berührten;  aus  den  gemeinschaftlichen  Punkten  von 
t  und  AT  werden  nämlich  nach  der  Drehung  ^ie  gemeinschaftlichen 
Punkte  des  aus  t  entspringenden  Kegelschnitts  mit  2,  und  da 
jene  beiden  zusammenfallen,  so  müssen  auch  diese  beiden  zu- 
sammenfallen. Wir  erhalten  also  in  der  That  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  B  B^C  und  einer  Tangente 
S  auf  (so  zu  sagen)  organischem  Wege  aus  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  die  gegenüberstehende  ge- 
mischte Kegerschnittschaar  von  drei  Tangenten  und  einem  Punkte, 
welche  allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sein  sollen,  aus  einer 
krummen  Punktreihe  (§  50),  d.  h.  den  sämmtlichen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  erzeugt  werden.  Nehmen  wir  zwei  feste  Tan- 
genten 91  und  3(i  eines  Kegelschnitts  IC  und  betrachten  einen 
veränderlichen  Punkt  p  desselben  als  Projektionspunkt  für  zwei 
projektivische  Punktreihen  auf  31  und  9^,  welche  sich  in  per- 
spektivischer Lage  befinden,  so  erhalten  wir  mit  der  Veränderung 
von  p  unendlich -viele  Paare  projektivischer  Punktreihen  auf  9 
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und  ^^,  deren  Beziehung  yollständig  beslimmt  ist;  endlich  wer- 
den %  und  91^  noch  von  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  E  in 
zwei  projektivischen  Punktreihen  getroffen ,  die  sich  nicht  in  per- 
spektivischer Lage  hefinden.  Denken  wir  uns  nun  diese  unendlich- 
vieien  Paare  projektivischer  Beziehungen  in  sich  festgehalten, 
aber  die  Träger  5l9li,  ohne  ihre  Lage  zu  verändern,  auf  sich 
selbst  so  verschoben ,  dass  die  beiden  letzten  den  Kegelschnitt  K 
erzeugenden  Punktreihen  in  perspektivische  Lage  gelangen  (was 
bekanntlich  auf  unendlich -viele  Arten  geschehen  kann) ,  so  werden 
nach  der  Verschiebung  je  zwei  vorbin  perspektivische  Punktreihen 
auf  %  und  91^  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspektivi- 
scher Lage  befinden,  sondern  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  so 
erhaltenen  Kegelschnitte  berühren  ^  und  ^l^  und  eine  dritte  Ge- 
rade @,  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  auf  den 
Trägern  nach  der  Verschiebung,  welche  vorher  in  ihrem  Schnitt- 
punkte vereinigt  waren  und  für  jedes  Paar  der  unendlich -vielen 
projektivischen  Beziehungen  bei  perspektivischer  Lage  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  sind  und  also  auch  bleiben ;  endlich  gehen 
sämmtliche  aus  den  Punkten  p  entspringende  Kegelschnitte  durch 
einen  festen  Punkt  P,  den  Projektionspunkt  der  beiden  projekti- 
vischen Punktreihen  auf  21  und  5li ,  welche  vor  der  Verschiebung 
den  Kegelschnitt  E  erzeugten  und  nach  der  Verschiebung  per- 
spektivisch zu  liegen  kommen.  Wir  erhalten  also  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  2131x6 
und  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  P,  hervorgegangen  aus  den 
sämmtlichen  Punkten  p  eines  Kegelschnitts. 

Auch  umgekehrt  können  wir,  sobald  die  bestimmenden  Ele- 
mente einer  solchen  gemischten  Kegelschnittschaar,  also  a)  drei 
Punkte  B  B^C  und  eine  Gerade  S  oder  b)  drei  Gerade  21  2li  6 
und  ein  Punkt  P  gegeben  sind,  den  Kegelschnitt  K  herstellen, 
aus  dessen  Tangenten  oder  Punkten  das  ganze  Gebilde  durch 
Drehung  oder  Verschiebung  hervorgeht.  Wir  denken  uns  näm- 
lich im  Falle  a)  in  B  und  B^  zwei  perspektivische  Strahlbüschel, 
welche  die  Gerade  S  zum  perspektivischen  Durchschnitt  haben, 
und  drehen  diese  beiden  Strahlbüschel,  deren  projeklivische  Be- 
ziehung dadurch  bestimmt  ist,  um  solche  Winkel,  dass  die  Strah- 
len BC  und  B^  C  zusammenfallen,  dann  erzeugen  jene  Strahl- 
büschel den  Kegelschnitt  K,  oder  b)  wir  denken  uns  21  und  2li 
als  die  Träger  zweier  perspektivischer  Punktreihen,  welche  P  zu 


378 


Dritter  Abschnitt. 


ihrem  Projektionspunkte  haben,  und  verschieben ,  indem  i^ir  diese 
projektivische  Beziehung  festhalten,  die  Träger  auf  sich  selbst 
um  solche  Strecken,  dass  die  Schnittpunkte  {%  @)  und  (^^,  6) 
in  den  Schnittpunkt  (^,  ^J  hineinfallen;  dann  erzeugen  jene 
beiden  nicht  mehr  perspektivischen  Punktreihen  den  Kegel- 
schnitt IC, 

Diese  Entstehung  der  beiden  gemischten  Kegelschnittschaareo 
giebt  ebensovtrohl  Aufschluss  über  ihre  Mächtigkeit,  welche  gleich 
ist  der  von  den  Tangenten  oder  Punkten  eines  Kegelschnitts, 
wie  über  die  Eigenschaften  beider  Gebilde.  Bezeichnen  wir  zur 
Abkürzung  die  Schaar  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte 
gehen  und  eine  gerade  Linie  berühren,  mit  S  {Sp,  11)  und  die 
Schaar  Kegelschnitte,  welche  drei  gerade  Linien  berühren  und 
durch  einen  Punkt  gehen,  mit  5(3/,  Ip),  so  zeigt  sich  zunächst 
der  Doppelsatz: 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
zwei    Kegelschnitte    der  Schaar 

S(Sp,  11). 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  berühren  im  Allgemeinen 
zwei    Kegelschnitte    der  Schaar 

S{Sl,  Ip). 


Denn  fassen  wir  zum  Beweise  des  Satzes  links  irgend  zwei 
Tangenten  t  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K  auf,  so  entspringen 
aus  diesen  beiden  Tangenten  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
S  {3  p,  11),  welche  ausser  den  drei  gemeinschaftlichen  Punkten 
B  B^C  noch  denjenigen  vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  in 
welchem  sich  nach  der  Drehung  die  beiden  Strahlen  von  B  und 
B^  treffen,  welche  zum  Schnittpunkte  der  beiden  Tangenten  i 
hingehen;  also  umgekehrt,  da  durch  einen  beliebigen  Punkt  o 
nur  zwei  Tangenten  /  an  den  Kegelschnitt  K  möglich  sind,  so 
gehen  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  o'  der  Ebene  nur  zwei 
Kegelschnitte  der  Schaar  S  [3p,  11)  \  und  ebenso  rechts.  Ferner 
zeigt  sich: 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  wird  im  Allgemeinen  von 
vier  Kegelschnitten  der  Schaar 
S[3p,  11)  berührt. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgememen 
vier  Kegelschnitte  der  Schaar 
S[3l,  Ip), 


Denn  denken  wir  uns  zum  Beweise  des  Satzes  links  eine 
Gerade  @  als  den  perspektivischen  Durchschnitt  noch  zweier  pro- 
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jektivischer  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  B  und  B^  pia- 
cirt  sind  und  welche  mit  jener  Gruppe  von  Strahlbüschelpaaren 
unveränderlich  zusammenhängen,  so  werden  dieselben  vor  der 
Drehung  einen  Kegelschnitt  $  erzeugt  haben  und  so  viel  Tangen- 
ten U  als  die  Kegelschnitte  K  und  $  gemeinschaftlich  haben,  wer- 
den durch  die  Drehung  in  Kegelschnitte  verwandelt,  welche  die 
Gerade  ®  berühren;  also  im  Allgemeinen  vier;  dasselbe  zeigt  sich 
gleicherweise  bei  dem  Satze  rechts. 

Auch  über  die  Natur  der  in  der  Schaar  5  (3  p,  1/)  vorkom- 
menden Kegelschnitte  giebt  die  obige  Entstehungsweise  Aufschhiss; 
da  nämlich  alle  Punkte,  welche  nach  der  Drehung  in  die  Unend- 
lichkeit gelangen,  vor  derselben  auf  einem  Kreise  liegen  (dem 
„Drehkreise"  §38),  welcher  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und 
gleichlaufender  Strahlbüschel  ist,  so  werden  alle  diejenigen  Tan- 
genten i  des V  erzeugenden  Kegelschnitts  K,  welche  den  Drehkreis 
in  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  in  Hyperbeln,  diejenigen, 
welche  ihn  berühren,  in  Parabeln  und  diejenigen,  welche  ihn 
nicht  treffen,  in  Ellipsen  verwandelt;  solche  Tangenten  t,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises  gehen,  werden  nach  der 
Drehung  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergehen,  weil  die  unend- 
lich-entfernten Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen  erschei- 
nen.    Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 

In  der  gemischten  Kegelschnittschaar  5  (3p,  1/) 
kommen  im  Allgemeinen  vier  Parabeln  vor,  welche 
zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln 
von  einander  trennen;  unter  letzteren  befinden  sich 
im  Allgemeinen  nur  zwei  gleichseitige  Hyperbeln;  ins- 
besondere enthält  die  Schaar  drei  Linienpaare,  welche 
ihre  Doppelpunkte  in  der  Geraden  £  haben  und  jedesmal  aus 
zwei  Geraden  bestehen,  deren  eine  die  Verbindungslinie  zweier 
von  den  3  p  ist  und  die  andere  die  Verbindungslinie  des  dritten 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  £  und  der  vorigen  Verbin- 
dungslinie. Diese  drei  Linienpaare  entspringen  nämlich  aus  den- 
jenigen beiden  Tangenten  t  des  Kegelschnitts  K,  welche  in  den 
Punkten  B  B^  berühren,  weil  die  projektivische  Beziehung  hier 
den  parabolischen  Charakter  annimmt,  und  drittens  aus  der  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  K  in  demjenigen  Punkte  D,  in  welchem 
sich  vor  der  Drehung  zwei  Strahlen  schnitten,  welche  nach  der- 
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selben  in  die  Verbindungslinie  B  B^  zusammenfallen,  weil  für 
diese  i  die  perspektivische  Lage  erhalten  bleibt. 

Für  die  Schaar  S[^l,  Ip)  lässt  sich  leicht  der  Ort  der 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  ermitteln;  ziehen  wir  näm- 
lich durch  irgend  einen  Punkt  p  des  erzeugenden  Kegelschnitts 
K  ein  Paar  Parallele  zu  den  Tragern  51  und  2li,  so  treffen  die- 
selben in  den  Punkten  t  und  q^  und  diese  behalten  ihre  Eigen- 
schaft, Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  (§  12)  zu  sein, 
auch  nach  der  Verschiebung.  Wir  erhalten  dadurch  nach  der 
Verschiebung  ein  dem  jedesmaligen  Kegelschnitte  der  Schaar  um- 
beschriebenes Parallelogramm,  dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
dieses  Kegelschnitts  wird.  Der  Ort  des  Mittelpunktes  des  ersten 
Parallelogramms  ändert  aber  durch  die  Verschiebung  nur  seine 
Lage  in  der  Ebene,  indem  er  sich  selbst  kongruent  bleibt,  und 
dieser  Ort  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  dem  erzeugenden  Kegel- 
schnitt K  ähnlicher  Kegelschnitt;  denn  bezeichnen  wir  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  51  3li  mit  c  (oder  f,)  als  Punkte  der  beiden 
den  Kegelschnitt  K  erzeugenden  Punktreihen  und  die  Berührungs- 
punkte mit  f  und  e^,  so  erzeugen  die  Strahlbüschel  \p  und  e^p 
den  Kegelschnitt  K\  bezeichnen  wir  aber  mit  £  und  tp^  die  Mitten 
der  Strecken  ef  und  e^f],  mit  %  die  Mitte  von  e/>,  so  sind  i% 
<p^7t  parallel  resp.  mit  fp  und  z^p,  erzeugen  also  einen  ähnlichen 
und  ähnlich-liegenden  Kegelschnitt,  welcher  in  s  und  (p^  die  Trä- 
ger 5l5(i  berührt;  nach  der  Verschiebung  nimmt  dieser  Kegel- 
schnitt zwar  eine  andere  Lage  ein,  bleibt  aber  dem  K  ähnlich 
und  wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar 
S{Sl,  Ip)  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  ähnlich  ist  dem  erzeugenden  Kegelschnitt  K. 
Stellen  wir  uns  noch  die  Gerade  S)  her,  welche  diejenigen  bei- 
den entsprechenden  Punkte  auf  den  Trägern  51  und  5(i  der  den 
Kegelschnitt  E  erzeugenden  Punktreihen  verbindet,  die  nach  der 
Verschiebung  in  dem  Schnittpunkte  (51  5(i)  vereinigt  werden,  d.  h. 
die  Gerade  !l),  welche  parallel  zu  (S,  und  symmetrisch  rucksicbl- 
lich  des  Schnittpunktes  (51  5(i)  liegt,  und  welche  nothwendig  eine 
Tangente  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K  ist,  so  können  wir 
nach  dem  in  §  43  gefundenen  Kriterium  leicht  entscheiden,  wel- 
cher Art  die  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar  S  {3-1,  Ip)  sein 
werden;   der  Kegelschnitt  IC,  welcher  die  drei  Geraden  %%Vi) 
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berührt,  liegt  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  des 
von  jenen  drei  Geraden  gebildeten  Dreiseits.   In  dem  ersten  Falle 
liegt  er  ganz  in  einem  der  Räume  {e)  (§43,  Fig.  62)  und  ist 
nothwendig  Ellipse;   die  Kegelschnitte   der  Schaar  bestehen  also 
in  diesem  Falle  aus  lauter  Ellipsen  und   auch  der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt ist  eine  Ellipse.   Im  zweiten  Falle  ist  der  Kegelschnitt 
K  entweder  Ellipse  und  liegt  dann  ganz  in  einem  der  Räume  (h), 
welche  den  Seiten  des  Dreiseits  anliegen;   die  Kegelschnitte   der 
Schaar  bestehen  in   diesem   Falle  aus  lauter  Hyperbeln  und  der 
Mittelpunktskegelschnitt  ist  Ellipse;   oder  der  Kegelschnitt  IC  ist 
Hyperbel  und  liegt  dann  mit  einem  Zweige  in  einem  Räume  {h) 
und  mit  dem  andern  in  dem  gegenüberliegenden  Räume  (e);  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  dann  aus  einer  Gruppe  Ellip- 
sen  und   einer  Gruppe  Hyperbeln,   welche  durch  zwei  Parabeln 
von   einander  getrennt  werden;    der   Mittelpunktskegelschnitt  ist 
Hyperbel  und  die  beiden  unendlich  -  entfernten  Punkte   derselben 
sind   die  Mittelpunkte   der  beiden  in  der  Schaar   vorkommenden 
Parabeln.     Das  in  §  43  angegebene  Kriterium  giebt  auch  unmit- 
telbar Aufschluss  über   die  Natur  der    gemischten    Kegelschnitt- 
schaar  je  nach  der  Lage  der  sie  bestimmenden  Elemente,  näm- 
lich der  drei  Geraden  91  ^^  6i  und  des  Punktes  P,   Es  zeigt  sich 
nämlich ,   dass   die  drei  Geraden  3(  Sl^  @  das  Gebiet  der  ganzen 
Ebene  in  7  Räume  theilen:    den  endlichen  Raum  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiseits,  die  drei  unendlichen  den  Seiten  anliegenden 
Räume  und  die  drei  unendlichen  den  Ecken  anliegenden  Scheitel- 
räume; je  nachdem  der  Punkt  P  in  dem  einen  oder  andern  die- 
ser Räinne  liegt,  ändert  sich  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnitt- 
scbaar,  und  zwar:  1)  Wenn  der  gegebene  Punkt  P  innerhalb  des 
endlichen  Dreiecksraumes,  den  die  dr6i  gegebenen  Geraden  9l$[i@ 
begrenzen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Ellipsen 
und  auch  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  eine  Ellipse;    2)  wenn 
der  Punkt  P  in  einem  der  drei  unendlichen  Scbeitelräume,  welche 
an  die  Ecken  des  Dreiseits  anstossen,  gelegen  ist,  so  besteht  die 
Schaar  aus  lauter  Hyperbeln  und   der  Mittelpunktskegelschnitt  ist 
wiederum  eine  Ellipse;  3)  wenn  der  Punkt  P  in  einem  der  drei 
den  Seiten  des  Dreiseits  anliegenden  unendlichen  Räume  gelegen 
ist,    so    zerfällt    die  Schaar    in  eine    Gruppe  Ellipsen  und   eine 
Gruppe  Hyperbeln ,  welche  durch  zwei  Parabeln  von  einander  ge- 
trennt werden;  der  Mittelpunktskegelschnitl  ist  Hyperbel  und  der 
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eine  Zweig  derselben  enthält  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen,  der 
andere  die  der  Hyperbeln ,  während  die  beiden  unendlich-entfern- 
ten Punkte  dieser  Mittelpunktshyperbel  die  Mittelpunkte  der  bei- 
den Parabeln  der  Schaar  sind. 

Wir  brechen  hier  die  Betrachtung  der  beiden  noch  wenig 
untersuchten  Kegelschnittschaaren  S  [Sp^  11)  und  S  {Sl,  1  p)  ab 
und  überlassen  die  vielen  noch  unerledigten  Fragen ,  welche  sieb 
daran  knüpfen,  dem  Leser.  Die  hier  gegebene  Entstehungsweise 
derselben  scheint  eine  ergiebige  und  empfehlenswerthe  Quelle  für 
ihre  Untersuchung;  sie  lässt  uns  nur  in  dem  Falle  im  Stieb, 
wenn  von  den  3  p  oder  3  /  ein  Paar  imaginär  angenommen  wird, 
d.  h.  a)  wenn  ein  Punkt  p^  eine  Gerade  /  und  ein  (elliptisches) 
Punktsystem  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  durch  p 
gehen,  /  berühren  und  das  gegebene  Punktsystem  zu  ihrem  zu- 
gehörigen haben,  die  gemischte  Kegelschnittschaar  bilden,  oder 
b)  wenn  eine  Gerade  l,  ein  Punkt  p  und  ein  (elliptisches)  Strahl- 
system gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  /  berühren, 
durch  p  gehen  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem  ihnen  za- 
gehörigen haben,  die  gemischte  Kegelschnittschaar  bilden.  Zur 
Konstruktion  der  Kegelschnitte  dieser  Schaaren  können  mr  ge- 
langen, indem  wir  a)  einen  veränderlichen  Punkt  p  die  Gerade  / 
durchlaufen  lassen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  konstruiren, 
welcher  in  p  die  /  berührt,  durch  p  geht  und  das  gegebene 
Punktsystem  zu  seinem  zugehörigen  hat  (§  31);  b)  indem  wir 
einen  veränderlichen  Strahl  t  um  p  drehen  und  jedesmal  den 
Kegelschnitt  konstruiren,  welcher  in  p  die  t  berührt,  ausserdem 
l  berührt  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem  ihm  zugehöri- 
gen hat.  Diese  Konstruktionen  gestatten,  wenn  auch  nicht  einen 
so  unmittelbaren  Einblick,  wie  die  obige  organische  Entstehungs- 
weise^  doch  eine  klare  Anschauung  dieser  gemischten  Kegel- 
schnittschaaren und  eine  Handhabe  für  ihre  Untersuchung,  die 
übrigens  zum  Theil  schon  auf  Kurven  höheren  Grades  führL 

Wir  haben  noch  die  dritte  gemischte  Kegelschnittschaar 
S(2p,  21)  von  zwei  festen  Punkten  und  zwei  festen  Tangenten 
in  Betracht  zu  ziehen  oder,  wenn  wir  uns  von  der  Realität  dieser 
Paare  unabhängig  machen  wollen,  alle  Kegelschnitte  aufzu- 
suchen, welche  gleichzeitig  ein  gegebenes  Punktsyslem 
und  ein  gegebenes  Strahlsystem  zu  den  ihnen  zuge- 
hörigen haben.   Das  Verhalten  dieser  gemischten  KegelscbniU- 
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schaar  lässt  sich  leicht  aus  einem  specieileii  Falle  erkennen,  ^enn 
Mir  nämlich  alle  Kreise  in  Betracht  ziehen,  welche  zwei  gegebene 
Gerade  berühren,  da  diese  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden 
®^  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte  haben 
(S  35);  aber  auch  allgemein  zeigt  sich  leicht  Folgendes:  ~ 

Sei  gegeben  ein  Strahlsystem  (x,  £),  dessen  Mittelpunkt  B 
und  ein  Punktsystem  (y,  ri)  auf  dem  Träger  91,  so  wird  es  im 
Allgemeinen  ein  Mal  vorkommen,  dass  ein  Paar  konjugirlcr  Strah- 
len des  Strahlsystems  durch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems hindurchgeht  (§§  16  u.  31);  ein  solches  gemeinschaft- 
liches Paar  ist  immer  reell  vorhanden,  sobald  eines  oder  beide 
Systeme  elliptisch  sind  oder  wenn  beide  Systeme  hyperbolisch 
sind  mit  den  Asymptoten  g,  h  und  den  Asymptotenpunkten  g,  ]§, 
falls  die  letzteren  durch  die  ersteren  nicht  getrennt  werden,  d.  h. 
die  Punkte  g,  ]§  entweder  in  demselben  Winkelraume  oder  in 
zwei  Scheitelräumen  von  den  vier  durch  g  und  h  gebildeten  Win- 
kelräumen enthalten  sind ;  wenn  aber  ^  und  1^  in  zwei  neben  ein- 
ander liegenden  Winkelräumen  enthalten  sind  (Fig.  73),  so  giebt 
es  kein  solches  perspektivisch  liegendes  (Fig.  73.) 

Paar  konjugirter  Elemente.    Dann  giebt 
es  aber  überhaupt  gar   keinen  reellen 
Kegelschnitt  der  Schaar;   denn  ein  Ke- 
gelschnitt, welcher  g,  h    berührt   und     ^     . 
durch   g  geht,    ist   vollständig  in  dem  /    .  -^X        /  ä    \  * 
Winkel-  und  seinem  Scheitelraume  ent-  ^ 

halten,  in  w^elchem  g  liegt,  mag  er  Ellipse,  Hyperbel  oder  Para- 
bel sein;  er  kann  also  nie  durch  einen  Punkt  1^  gehen,  welcher 
in  einem  der  Neben-Scheitelräume  liegt.  Die  Schaar  enthält  also 
in  diesem  Falle  keinen  einzigen  reellen  Kegelschnitt.  Sehen  wir 
daher  von  diesem  illusorischen  Falle  ab,  so  giebt  es  ein  Strahlen- 
paar /  und  X  des  Strahlsystems  (B),  welches  den  Träger  91  in 
einem  Paar  konjugirter  Punkte  p  und  n  des  auf  ihm  gegebenen 
Punktsystems  trifft,  und  dasselbe  ist  nach  dem  Früheren  leicht 
zu  konstruiren.  Diese  besonderen  perspektivisch-liegenden  Paare 
/,  X  und  p,  %  konjugirter  Elemente  beider  gegebenen  Systeme 
beherrschen  nun  die  gemischte  Kegelschnittschaar.  Geht  nämlich 
/  durch  p  und  X  durch  tc,  so  wird,  weil  p  und  %  konjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  dieser  Schaar  sein  müs- 
sen, die  Polare  von  p  durch  tc  gehen;  sie  muss  aber  anderseits 
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auch  den  Pol  von  /  enthalten,  weil  /  durch  p  gehl;  der  Pol  von 
l  muss  wiederum  auf  der  Geraden  l  liegen ,  weil  /  und  l  konju- 
girte  Gerade  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  sind;  es  sind  also 
nur  zwei  Möglichkeiten  vorhanden,  entweder  ist  %  selbst  der  Pol 
von  /,  oder  wenn  er  es  nicht  ist,  so  muss  l  die  Polare  von  p 
sein;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  zerfallen  daher  in  zwei  Grup- 
pen: für  die  erste  Gruppe  sind  p  und  X  Pol  und  Polare,  für  die 
zweite  Gruppe  sind  %  und  /  Pol  und  Polare.  Bezeichnen  wir 
diese  beiden  Gruppen,  in  welche  die  gemischte  Kegelschnittechaar 
zerfällt,  durch  [p,  A]  und  [tc,  /],  so  ergiebt  sich  folgendes  Ver- 
halten: Weil  in  der  Gruppe  [p,  >L]  die  Polare  X  von  p  durchs 
geht,  so  muss  auch  die  Polare  von  B  durch  p  gehen,  und  weil 
der  Pol  p  von  l  auf  %  liegt,  so  muss  auch  der  Pol  von  9[  auf 
l  liegen,  dagegen  in  der  Gruppe  [tt,  /]  geht  die  Polare  von  B 
beständig  durch  it  und  der  Pol  von  %,  liegt  immer  auf  /.  Wir 
haben  also  folgendes  Resultat: 

Die  gemischte  Kegelschnittschaar  von  zwei  festen 
Tangenten,  deren  Schnittpunkt  B,  und  zwei  festen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  %  sei,  zerfällt  in 
zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten;  für  jede  derselben 
geht  die  Polare  von  B  (Berührungssehne  der  beiden 
festen  Tangenten)  durch  je  einen  festen  Punkt  p  und 
TT,  welche  auf  %  liegen,  und  der  Pol  der  Geraden  % 
(Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  festen 
Punkten)  liegt  auf  je  einer  festen  Geraden  X  und  /, 
welche  durch  B  gehen;  die  Geraden  X  und  /  gehen 
resp.  durch  die  Punkte  tt  und  p  und  sind  zugeordnet 
harmonische  Strahlen  zu  den  beiden  festen  Tangen- 
ten, sowie  p  und  %  zugeordnet-harmonische  Punkte 
zu  den  beiden  festen  Punkten  der  Schaar  sind. 

Für  den  vollständig  reellen  Fall,  wenn  beide  Systeme  (B) 
und  (^)  hyperbolisch  sind,  also  die  Asymptoten  gh  des  Strahl- 
systems die  beiden  festen  Tangenten  und  die  Asymptotenpunkte 
g]^  des  Punktsystems  die  beiden  festen  Punkte  der  gemischten 
Kegelschnittschaar  sind,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kegelschnitte 
von  jeder  der  beiden  Gruppen  paarweise  mit  einander  zusammen- 
hängen: Ziehen  wir  nämlich  irgend  einen  Strahl  durch  p,  wel- 
cher g  und  h  in  den  Punkten  /,  und  /j  ^i^^»  ^^  ^'ird  aucb, 
wenn  wir  t^  und  i^  mit  n  verbinden  und  die  Schnittpunkte  dieser 
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Verbindungsstrahlen  mit  h  und  g  durch  ^3  und  t^  bezeichnen,  die 
Verbindungslinie  ^3  tj^  durch  p  laufen  müssen  (Fig.  74),  denn  die 

(Fig.  74.) 


Strahlen  ghlX  sind  harmonisch  und  aus  der  harmonischen  Eigen- 
schaft des  Vierecks  folgt  die  Richtigkeit  der  ohigen  Behauptung. 
Es  giebt  hiernach  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [p,  X],  deren 
einer  in  i^  i^ ,  der  andere  in  ^3 1^  die  Geraden  g  h  berührt  und 
durch  g]^  geht;  anderseits  giebt  es  aber  auch  zwei  Kegelschnitte 
der  Gruppe  [_%,  l],  deren  einer  in  i^t^,  der  andere  in  /j  ^4  <^ie 
Geraden  gh  berührt  und  ausserdem  durch  g(  geht;  diese  vier 
Kegelschnitte,  weiche  paarweise  den  beiden  Gruppen  angehören, 
berühren  sich  in  den  vier  Punkten  t^  i^  i^  ij^  derartig ,  dass  jeder 
aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andA*n  aus  der  andern  Gruppe 
berührt;  die  vier  Punkte  ^1/2 '3 '4  biegen  ferner  mit  den  festen 
Punkten  gl^  in  einem  Kegelschnitt  ß,  weil  ^  und  1^  zugeordnete 
harmonische  Punkte  sind  zu  p  und  it,  zwei  Diagonalpunkten  des 
vollständigen  Vierecks  i^  t^  i^  Z^.  Dieser  Kegelschnitt  ^  hat  Bpn 
zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte,  folglich  ist  pn  die  Polare 
von  B  in  Bezug  auf  ihn  und  daher  B  9  und  B  %  seine  Tangenten 
in  den  Punkten  9  und  1^.  Verändern  wir  den  willkührlich  durch 
p  gezogenen  Strahl ,  so  verändert  sich  auch  das  Viereck  der  vier 
Berührungspunkte  t^t^t^ij^  und  der  Kegelschnitt  R;  ersteres  be- 
hält das  feste  Diagonaldreieck  Bp%  und  ein  Seitenpaar  gh  un- 
verändert, der  Kegelschnitt  R  beschreibt  eine  Scbaar  sich  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitte,  welche  in  den  Punkten  g  und  1^ 
die  gemeinsamen  Tangenten    B^  und   B%  haben.     In    analoger 
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Weise  ordnen  sich  die  Kegelschnitte  der  gemischten  Scbaar  zu 
zwei  und  zwei  Paaren,  wenn  man  auf  /  einen  beliebigen  Punkt  p 
nimmt,  ihn  mit  ^  und  1^  verbindet  und  die  Schnittpunkte  dieser 
Verbindungsstrahlen  mit  X,  abwechselnd  mit  ]^  und  g  verbin- 
det, welche  beiden  Linien  sich  wiederum  auf  /  schneiden;  man 
erhält  dadurch  ein  Vierseit,  dessen  Diagonaldreiseit  %lk  ist  und 
von  dem  ein  Paar  Gegenecken  g  und  ]^  ist;  die  vier  Seiten  die- 
ses Vierseits  sind  die  Tangenten  von  vier  Kegelschnitten ,  welche 
paarweise  den  beiden  Gruppen  [p,  X]  und  [tt,  Q  angehören  und 
sich  derartig  berühren,  dass  jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  bei- 
den andern  aus  der  andern  Gruppe  berührt.  Die  vier  Seiten 
dieses  Vierseits  und  die  beiden  Geraden  g  und  h  sind  sechs  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts,  der  91 /A  zum  Tripel  konjugirter 
Strahlen  hat  und  daher  die  Geraden  g  und  h  in  denjenigen  bei- 
den Punkten  berührt,  in  welchen  sie  von  %  geschnitten  werden; 
verändern  wir  den  willkührlich  angenommenen  Punkt  p  auf  der 
Geraden  /,  so  verändert  sich  sowohl  jenes  Vierseit,  als  auch  die- 
ser Kegelschnitt  und  letzterer  durchläuft  eine  sich  doppelt  be- 
rührende Kegelschnittschaar,  deren  beide  Berührungspunkte  die 
Schnittpunkte  von  g  und  k  mit  der  Geraden  91  sind. 

§  53.    Die  gemeinsohaftlichen  Funkte,  Tangenten  und  das 

gemeinsame  Tripel  konjugirter  Funkte  und  Strahlen  für 

zwei  beliebig  angenommene  Kegelschnitte. 

Zwei  willkührlich  in  der  Ebene  angenommene  Kegelschnitte 
können  höchstens  vier  gemeinschaftliche  Punkte  und  vier  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben,   denn  durch   fünf  dieser  Elemente 
ist   der   Kegelschnitt    im    Allgemeinen    eindeutig   bestimmt   und 
zwei  Kegelschnitte,  welche  dieselben  fünf  Pimkte  gemeinschaftlich 
hätten,  müssten  identisch  zusammenfallen.     Die  Frage  nach  der 
Realität  dieser  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten,  sowie 
die  Konstruktion  derselben  ist  für  viele  geometrische  Untersuchun- 
gen von  unerlässlicher  Bedeutung,  insbesondere  für  die  Konstruk- 
tion des  Kegelschnittbüschels  und  der  Kegelschnittschaar,  welche 
beiden  Gebilde  durch  zwei  Kegelschnitte  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  werden.   Es  soll  daher  diese  Frage  nachträglich  beant- 
wortet werden.     Ein  Kegelschnitt  theilt  die  unendliche  Ebene  in 
zwei  Gebiete,  welche  wir  das  äussere  und  innere  Gebiet  nennen: 
ersteres  wird  erfüllt  von  sämmtlichen  Tangenten  des  KegelscbniUs. 
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letzteres  von  keiner  getroffen.  Denken  wir  uns  eine  veränderliche 
Tangente  an  dem  Contour  eines  Kegelschnitts  herumbewegt,  so 
durchstreift  dieselbe  das  ganze  äussere  Gebiet  doppelt;  denn  hal- 
ten, wir  den  Berührungspunkt  in  der  Tangente  fest,  so  theilt  er 
jedesmal  dieselbe  in  zwei  unendliche  Hälften,  und  während  der 
Berührungspunkt  den  Contour  des  Kegelschnitts  einmal  durch- 
läuft, durchstreift  jede  der  beiden  Hälften  das  ganze  äussere  Ge- 
biet. Bei  der  Hyperbel  bildet  das  äussere  Gebiet  ein  zusammen- 
hängendes Ganze  von  unendlicher  Ausdehnung ;  das  innere  Gebiet 
besteht  aus  zwei  getrennten  (im  Unendlichen  zusammenhängenden) 
Theilen  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung.  Die  Bewegung 
der  Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt  längs  des  Contours  der 
Hyperbel  zeigt  den  Zusammenhang  der  beiden  Hyperbelzweige 
im  Unendlichen  (§  26).  Das  innere  Gebiet  der  Ellipse  ist  von 
endlicher  Ausdehnung,  das  äussere  von  unendlicher;  bei  der  Pa- 
rabel sind  beide  von  unendlicher  Ausdehnung  und  jedes  in  sich 
zusammenhängend. 

Wenn  wir  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K  und  K^  in  der 
Ebene  willkührlich  annehmen,  so  können  drei  wesentlich  ver- 
schiedene Fälle  rücksichtlich  ihrer  gegenseitigen  Lage  eintreten, 
nämlich  1)  ist  das  innere  Gebiet  des  einen  ganz  in  dem  inneren 
Gebiete  des  anderen  enthalten  und  zugleich  enthält  das  äussere 
Gebiet  des  letzteren  ganz  das  äussere  Gebiet  des  ersteren,  d.  h. 
der  eine  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb  des  anderen,  oder 
2)  das  innere  Gebiet  des  einen  liegt  ganz  in  dem  äusseren  Gebiet 
des  anderen  und  zugleich  das  äussere  Gebiet  des  ersteren  enthält 
ganz  das  innere  des  andern,  d.  h.  der  eine  Kegelschnitt  liegt 
ganz  ausserhalb  des  anderen,  oder  3)  das  innere  Gebiet  des  einen 
greift  theilweise  über  in  das  innere  Gebiet  des  anderen.  In  den 
Fällen  1)  und  2)  können  die  Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  im  Falle  3)  müssen  sie  gemeinschaftliche 
Punkte  haben  und  zwar  nothwendig  zwei  oder  vier;  denn  ver- 
folgen wir  den  Contour  des  einen,  so  muss  ein  auf  demselben 
sich  bewegender  Punkt  aus  dem  äusseren  Gebiete  des  anderen 
in  das  innere  Gebiet  desselben  übertreten  bei  der  Annahme,  dass 
ein  Theil  der  inneren  Gebiete  sich  deckt;  der  sich  bewegende 
Punkt  muss  aber  auch  wiederum  aus  dem  inneren  Gebiet  in  das 
äussere  zurückkehren,  von  wo  wir  ihn  ausgehen  Hessen;  bei 
dem  kontinuirlichen  Durchlaufen  des  zusammenhängenden  (bei  der 
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Hyperbel  durchs  Unendliche  zusammenhängenden)  Contours;  er 
muss  also  mindestens  zwei  Mal  die  Grenze  überschreiten,  kann 
es  aber  auch  vier  Mal,  d.h.  zwei  Kegelschnitte  haben  ent- 
weder keinen  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliche 
Punkte;  haben  sie  einen  gemeinschaftlichen  Punkt, 
so  müssen  sie  noch  einen  zweiten  reellen  Punkt  ge- 
meinschaftlich haben,  können  aber  auch  noch  drei 
haben;  haben  sie  drei  reelle  Punkte  gemein,  so  müs- 
sen sie  noch  einen  vierten  reellen  gemeinschaftlichen 
Punkt  haben.  Hieraus* folgt  unmittelbar  das  gegenüberstehende 
Ergebniss:  Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  reelle  ge- 
meinschaftliche Tangente,  so  müssen  sie  noch  eine 
zweite  haben,  können  aber  auch  noch  drei.andere  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben;  denn  wenn  wir  zwei 
Kegelschnitte  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Tangente  in 
Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  als  Basis  polarisiren  (§  36), 
so  erhalten  wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  einen  reellen 
Punkt  gemein  haben,  folglich  nothwendig  noch  einen  zweiten 
oder  drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte;  die  ursprunglieben 
beiden  Kegelschnitte  haben  daher  nothwendig  noch  eine  zweite 
gemeinschaftliche  Tangente,  oder  auch  drei;  hieraus  folgt: 
Zwei  Kegelschnitte  haben  entweder  keine  oder  zwei 
oder  vier  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Wie  nun  gemeinschaftliche  Punkte  und  Tangenten  bei  zwei 
Kegelschnitten  zusammen  auftreten,  erkennen  wir  am  deutlichsten, 
indem  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  konjugirter  Punkte  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  aufsuchen.   h*gend  ein 
Punkt  ]>  in  der  Ebene  hat  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  K  und  K^  eine  bestimmte  Polare;  suchen 
wir  solche  Punkte  in  der  Ebene  auf,  für  welche  die  beiden  Po- 
laren zusammenfallen;  und  anderseits,  jede  Gerade  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  hat  einen  bestimmten  Pol;  suchen  wir  solche 
Gerade  auf,  welche  für  beide  Kegelschnitte  denselben  Pol  haben: 
eine  Lösung  der  ersten  Frage   giebt  zugleich  eine  Losung  der 
zweiten,  wie  ersichtlich  ist,  und  zwei  Lösungen  geben  sofort  eine 
dritte,   denn  seien  x  und  X,  y  und  Y  zwei  Paar  Pole  und  Po- 
laren in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte,  so  muss  der  Schnitipankt 
[Xy  Y)  und   die   Verbindungslinie  x  y  ein  drittes  Paar  Pol  und 
Polare  für  beide  Kegelschnitte  sein.   Mehr,  als  drei  Lösungen  der 
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Frage  können  aber  nicht  existiren,  sobald  die  gegebenen  Kegel- 
schnitte von  einander  verschieden  sind,  denn  wären,  o;  und  JT, 
y  und  F,  a:y  =:  Z  und  {X,  Y)  =  z  diese  drei  Paar  Pole  und 
Polaren  und  noch  ein  viertes  Paar  u  und  ü,  so  liessen  sich  un- 
endlich-viele  neue  Paare  herstellen,  nämlich  ocu  =  V  und 
{X,  U)  =  V  u.  s.  f.,  und  aus  diesen  wieder  neue,  was  einen 
netzartigen  Fortgang  hat;  auf  jeder  Verbindungslinie  wie  z.  B. 
xy  wäre  ein  Punktsystem  bekannt,  welches  beiden  Kegelschnitten 
gleichzeitig  zugehörte,  und  die  beiden  Asymptotenpunkte  wären 
allemal  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Punkte  beider  Kegelschnitte 
(reell  oder  imaginär),  die  beiden  Kegelschnitte  hätten  also  un- 
endlich-viele  gemeinschaftliche  Punkte  und  wären  somit  iden- 
tisch. Nach  dieser  vorläufigen  Bemerkung  kommt  es  nun  darauf 
an,  jene  besonderen  Punkte  zu  finden,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  zusammenfallen;  bewegen  wir  zu  diesem 
Zweck  einen  veränderlichen  Punkt  p  auf  einer  beliebigen  Gera- 
den ®,  so  wird  seine  Polare  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegelschnitt 
K  ein  Strahlbuschel  beschreiben,  welches  um  den  Pol  o  der  Ge- 
raden ®  sich  dreht  und  proj^ktivisch  ist  mit  der  von  p  beschrie- 
benen Punktreihe  auf  dem  Träger  ®  (§  30) ;  ebenso  die  Polaren 
von  den  Punkten  p  in  Bezug  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  K^; 
diese  beiden  projektivischen  Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  o 
und  Ol  sind,  erzeugen  selbst  einen  Kegelschnitt  ^,  welcher  durch 
0  und  0^  geht  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sich  in  jedem 
Punkte  q  desselben  die  Polaren  eines  gewissen  Punktes  ])  der 
Geraden  ®  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  AT  und  A^^  schneiden, 
also  auch  umgekehrt:  Die  Polaren  eines  jeden  Punktes  q  des 
Kegelschnitts  $  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  E  und  K^  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  )ß  der  Geradei)  ®;  wenn  wir  jetzt  eine 
zweite  Gerade  ®'  annehmen  und  von  einem  veränderlichen 
Punkte  p'  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  derselben  Weise 
wie  vorhin  einen  zweiten  Kegelschnitt  fi',  welcher  durch  die 
Pole  o'  und  o/  der  Geraden  ®'  rücksichtlich  der  Kegelschnitte 
IC  und  AT^  hindurchgeht  und  alle  Punkte  q'  enthält,  deren  Po- 
laren in  Bezug  auf  AT  und  K^  sich  in  einem  Punkte  ])'  der  Ge- 
raden @'  treffen.  Die  beiden  Kegelschnitte  $  und  ^'  haben  nun 
einen  unmittelbar  anzugebenden  Punkt  gemein;  der  Schnittpunkt 
P  der  Geraden  ®,  @'  hat  nämlich  in  Bezug  auf  AT  und  X^  zwei 
Polaren,  welche  sich  in  Q  treffen,  und  durch.  Q  müssen  offenbar 
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beide  Kegelschnitte  $  und  $'  hindurchgehen;  sie  haben  nach 
dem  Obigen  nothwendig  noch  einen  oder  drei  andere  gemein- 
schaftliche Punkte,  welche  die  Lösung  der  vorgelegten  Frage  dar- 
bieten; sei  X  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  Kegelschnitte 
K  und  ^'  ausser  dem  bekannten  Q,  so  müssen,  weil  er  in  S 
liegt,  seine  Polaren  rücksichtlich  K  und  K^  sich  in  einem  Punkte 
§  der  Geraden  ®  treffen,  und  weil  er  in  Ä'  liegt,  müssen  sie 
sich  in  .einem  Punkte  \'  der  Geraden  @'  treffen;  die  Punkte  § 
und  ^'  fallen  aber  nicht  zusammen  in  P,  weil  sonst  x'm  Q  läge; 
folglich  müssen  die  Polaren  von  x  rücksichtlich  beider  Kegel- 
sehnitte  K  K^  in  die  Gerade  |§'  zusammenfallen,  d.  h.  x  ist  ein 
Punkt  der  gesuchten  Art.  Wir'schliessen  also:  Es  giebt  in  der 
Ebene  im  Allgemeinen  drei  Punkte  xyz  der  Art,  dass 
für  jeden  derselben  die  Polaren  rücksichtlich  zweier 
gegebenen  Kegelschnitte  K  und  K^  zusammenfallen; 
von  diesen  drei  Punkten  muss  einer  immer  reell  sein. 
Nehmen  wir  an,  es  wären  alle  drei  reell,  so  zeigt  sich  ein  merk- 
würdiger Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  ihren  Polaren  für 
die  Kegelschnitte  K  und  K^.  Wenn  nämlich  die  Polare  von  x 
in  Bezug  auf  K  und  K^  in  §  und  $'  resp.  die  Geraden  @  @'  trifft 
und  die  Polare  von  y  m  ri  und  97',  so  muss  auch  der  Schnittpunkt 
(§§'>  '»?^')  ein  solcher  Punkt  sein,  dass  er  dieselbe  Polare  xy 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  KK^  hat;  es  giebt  aber  nur 
noch  einen  einzigen  dritten  Punkt  dieser  Art,  nämlich  z,  den 
vierten  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  $  und  ^',  folglich 
mqss  der  Punkt  (^§',  riri')  mit  z  coincidiren  und  seine  Polare, 
welche  in  t  und  f  resp.  die  Geraden  ®  und  @'  trifft,  muss  die 
Verbindungslinie  xy  sein;  es  ist  also  z  der  Pol  von  xy  und  in 
gleicher  Weise  x  der  Pol  von  yz  und  y  der  Pol  von  zx)  die 
drei  Punkte  xyz  liegen  daher  so,  dass  jeder  der  Pol 
der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  d.  h.  sie 
bilden  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  für  beide  Kegel- 
schnitte iSTund  K^,  un4  die  Verbindungslinien: 

[yz)  =  X  [zx)  =  Y  (xy)  =  Z 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen.  Hierdurch  ist  zugleich  die  zweite 
oben  aufgestellte  Frage  beantwortet,  nämlich  solche  Gerade  in  der 
Ebene  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  IC  und  E^  zu  Gnden,  deren 
Pole  in  Be^ilg  auf  beide  zusammenfallen;  denn  eine  solche  Ge- 
rade muss  die  Träger  @  und  ®'  in  zwei  derartigen  Punkten  J) 
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und  p'  treffen,  dass  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p  in  Be- 
zug auf  IC  und  ^^  mit  dem  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p'  zu- 
sammenfällt, und  solcher  Geraden  giebt  es,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  die  drei  SJ',  i/»?',  ?f'  oder  X,  7,  Z.  Also:  Es  giebt  in 
der  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Gerade  XYZ  der  Art, 
dass  für  jede  derselben  die  Pole  rücksichtlich  zweier 
gegebenen  Kegelschnitte  E  und  K^  zusammenfallen; 
von  diesen  drei  Geraden  muss  eine  immer  reell  sein; 
sind  alle  drei  reell,  so  bilden  sie  ein  Tripel  konjugir- 
ter  Strahlen  für  beide  Kegelschnitte  AT  und  IC^,  d.  b. 
derPol  jeder  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern. 
Da  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripeldreieck,  dessen  Ecken  xyz 
und  gegenüberliegende  Seiten  XYZ  gleichzeitig  beziehungsweise 
ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  beide  gegebenen 
Kegelschnitte  sind,  entweder  alle  Ecken  und  Seiten  reell  sind 
oder  nur  eine  Ecke  a:  und  die  gegenüberliegende  Seite  X,  so 
brauchen  wir  auch  nur  diese  beiden  immer  reellen  Elemente, 
deren  Konstruktion  oben  angegeben  ist,  zu  ermitteln  und  können 
die  übrigen  auf  folgende  Art  aus  ihnen  ßnden:  Die  Polare  X  von 
X  ist  der  Träger  zweier  verschiedenen  Punktsysteme,  welche  be- 
ziehungsweise den  Kegelschnitten  X  und  X^  zugehören;  haben 
dieselben  ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  (§§  16 
und  31),  so  muss  dasselbe  aus  den  Punkten  y  und  z  bestehen; 
dieses  Punktenpaar  kann  also  nur  dann  imaginär  sein,  wenn  die 
beiden  auf  X  befindlichen  Punktsysteme,  welche  den  Kegelschnit- 
ten K  und  if,  zugehören,  beide  hyperbolisch  sind  und  die  Asymp- 
totenpunkte derselben  sich  gegenseitig  trennen,  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  die  Gerade  X  beide  Kegelschnitte  X  und  X^^  in 
je  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  von  denen  das  eine  Paar 
durch  das  andere  und  zugleich  dieses  durch  jenes  getrennt  wird. 
Wenn  die  Kegelschnitte  X  und  X^  keinen  reellen  Punkt  gemein 
haben,  also  in  der  oben  mit  1)  und  2)  bezeichneten  Lage  sich 
befinden,  bei  welcher  entweder  der  eine  ganz  innerhalb  oder 
ganz  ausserhalb  des  andern  gelegen  ist,  dann  ist  es  ersichtlich, 
dass  jede  Gerade,  welche  beide  in  reellen  Punktenpaaren  schnei- 
det (also  auch  X),  sie  noth wendig  so  trefi'en  muss,  dass  dir 
Schnittpunktenpaar«  nicht  durch  einander  getrennt  werden,  ah 
schliessen  wir:  Zwei  Kegelschnitte,  welche  keinen  ree 
len   Punkt    gemein    haben,    müssen    nothw    "        ' 
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reelles  Tripel  tonjugirter  Punkte  xyz  gemeinscliaft- 
lieh  haben,  denn  es  giebt  überhaupt  keine  Gerade  in  der  Ebene 
zweier  so  gelegener  Kegelschnitte,  welche  dieselben  in  Punkten- 
paaren  träfe,    die  einander  trennen,  also  auch  kein  X  der  Art. 
Anderseits  haben   zwei  Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Punkte  haben,  immer  ein  reelles  gemeinsames  Tripel 
xyz,  welches  a  priori  zu  bestimmen  von  früher  her  bekannt  ist, 
nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Schnittpunkten  ge- 
bildeten vollständigen  Vierecks;  also  bleibt   dafür,  dass  die  bei- 
den Kegelschnitte. AT  und  K^  von  dem  gemeinsamen  Tripel  allein 
X  und  X  reell  haben,    der   einzige   Fall   übrig,   dass  die  beiden 
Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben ;  wir  schliessen 
also:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben,  so  ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tri- 
pel nur  ein  Punkt  x  und   seine  Polare  (die  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern)   reell.     Denn  wäre  das   Tripel  xyz 
vollständig  reell  und   die  Kegelschnitte  hätten  nur  einen  reellen 
Punkt  a  gemeinschaftlich,  so  würde,  wenn  wir  ctx  ziehen,  wel- 
ches X  in  X  träfe,  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  cixXf  dem 
a  zugeordnet,  notliwendig  auch  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  bei- 
der Kegelschnitte,  also  der  zweite  Punkt  ß  sein  müssen;  in  glei- 
cher Weise  würden  wir  aber  noch  zwei  andere  gemeinschaftliche 
Punkte  erhalten,   indem   wir  a  mit  y  und  z  verbinden  und  die 
gleiche  Konstruktion   ausführen;   wenn  also  die  Kegelschnitte  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Tripel  und   nur    einen  Punkt    gemein 
hätten,  so  müssten  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben; 
es  kann  mithin,  wenn  sie  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  gemein 
haben,  das  Tripel  nicht  vollständig  reell  sein,  sondern  nur  x  und 
X,  und   zugleich   müssen    die  beiden    reellen   gemeinschaftlichen 
Punkte  mit  x  in  gerader  Linie  liegen;   und  umgekehrt:    Wenn 
von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  zweier  Kegelschnitte  allein  ein 
Tripelpunkt  x  und  seine  zugehörige  Polare -T  reell  sind,  so  müs- 
sen die   beiden   Kegelschnitte  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Punkte  haben.     Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den 
gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte.     Wenn  zwei 
Kegelschnitte  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so 
haben  sie  ein  vollständig  reelles  gemeinschaftliches  Tripeldreieck, 
nämlich   das  Diagonaldreieck  des   von  jenen  vier  Tangenten  ge- 
bildeten vollständigen  Vierseits.     Ebenso:    Wenn    zwei  Kegel- 
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schnitte  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente 
haben,  so  müssen  sie  ein  reelles  Tripel  konjugirter 
Strahlen  (und  Punkte)  besitzen.  Dies  folgt  durch  Polari- 
sation aus  dem  oben  Nachgewiesenen:  dass,  wenn  zwei  Kegel- 
schnitte keinen  reellen  Punkt  haben,  ihr  gemeinsames  Tripel 
vollständig  reell  sein  muss.  Denn  polarisiren  wir  die  beiden  ge- 
gebenen Kegelschnitte  K  und  K^ ,  von  welchen  angenommen  wird, 
dass  sie  keine  gemeinschaftliche  Tangente  reell  haben,  so  ernal-- 
ten  wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  keinen  reellen  Punkt 
gemein  haben,  und  da  diese  ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel 
haben,  so  müssen  auch  jene  ein  solches  haben,  indem  aus  Pol 
und  Polare  eines  Kegelschnitts  durch  Polarisation  allemal  wie- 
der Polare  und  Pol  des  Polarerzeugnisses  wird  (§  30) ,  also  auch 
aus  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  ein  Tripel  konjugirter  Strah- 
len, was  ja  gleichzeitig  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  ist.  Wenn 
endlich  die  gegebenen  Kegelschnitte  K  und  K^  nur  zwei  gemein- 
schaftliche Tangenten  reell  haben,  so  kann  ihr  gemeinschaftliches 
Tripel  nicht  ganz  reell  sein,  sondern  nur  X  und  x\  denn  wären 
alle  drei  konjugirten  Strahlen  X  Y Z  des  Tripels  reell,  so  müssten 
die  Kegelschnitte,  sobald  sie  nur  eine  reelle  gemeinschaftliche 
Tangente  hätten,  alle  vier  reell  haben;  wir  finden  nämlich,  wenn 
a  die  erste  wäre,  die  drei  übrigen,  indem  wir  durch  jeden 
Schnittpunkt  derselben  mit  X,  Y,  Z  den  vierten  harmonischen 
ihr  zugeordneten  Strahl  konstruiren,  während  je  ein  Tripelstrahl 
und  die  Verbindungslinie  jenes  Schnittpunktes  mit  dem  Pol  dieses 
Tripelstrahls  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind.  Also: 
Wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben,  so  ist  von  ihrem  gemein- 
schaftlichen Tripel  allein  ein  Tripelstrahl  X  und  sein 
Pol  a;  (der  Schnittpunkt  der  beiden  andern)  reell;  und  auch 
umgekehrt:  Wenn  allein  X  und  x  reell  ist,  so  müssen  die  Ke- 
gelschnitte zwei  und  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten 
haben.  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  Obigen:  Zwei 
Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte 
haben,  müssen  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  besitzen,  und  umgekehrt.  (Vgl. 
§  61.) 

'g  Hieraus  ersehen  wir,   dass  bei  zwei  beliebig  angenommenen 
Kegelschnitten  K  und  K^   rücksichtlich   ihrer  gemeinschaftlichen 


394 


Dritter  Abschnitt. 


Punkte  und  Tangenten,   überhaupt  nur  folgende  fünf 'Fälle  ein- 
treten können: 

A)  Das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz,  \m^X=^{yz),  Yz=[zx], 
Z=[xy)  ist  vollständig  reell: 

I.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen 
Punkt  und  keine  reelle  Tangente  gemein- 
schaftlich. 
IL  Die  beiden:  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen 
Punkt,  aber  vier  reelle  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 

III.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente  gemein- 
schaftlich. 

IV.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte  und  vier  reelle  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 

13)  Von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  nur  ein  Tripel- 
punkt  X  und  ein  Tripelstrahl  X,  seine  Polare,  reell: 

V.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  nur  zwei  reelle 
Punkte  und  gleichzeitig  nur  zwei  reelle  Tan- 
genten gemeinschaftlich. 

Wie  nun  in  diesen  fünf  Fällen  das  gemeinsame  Tripel  rück- 
sichtlich  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  gelegen  ist,  lässt 
sich  auf  folgende  Weise  erkennen:  Ein  Tripel  konjugirter  Punkte 
für  einen  Kegelschnitt  liegt  (§  30)  immer  so  zu  demselben,  dass 
ein  Tripelpunkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts,  die  bei- 
den andern  in  dem  äusseren  Gebiete  enthaften  sind  oder  von  den 
drei  konjugirten  Strahlen  zwei  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punktenpaaren  und  der  dritte  nicht  schneidet.  Das  gemeinschaft- 
liche Tripel  zweier  Kegelschnitte  kann  demnach,  wenn  es  voll- 
ständig reell  ist,  nur  auf  zwei  Arten  zu  denselben  gelegen  sein: 


entweder  (a) 


innerhalb  K,  innerhalb  K^ 
ausserhalb  AT,  ausserhalb  K^ 
ausserhalb  K,  ausserhalb  K^ 

trifft  wedei;  K,  noch  K^ 
trifft  K  und  K^ 
trifft  K  und  AT^ 


oder  (/5) 


ausserhalb  K,  ausserhalb  K^ 
innerhalb  K,  ausserhalb  K^ 
ausserhalb  K,  innerhalb  K^ 

trifft  K  und  Ky^ 

trifft  nicht  K,  aber  K^ 

trifft  K,  aber  nicht  K^. 
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In  dem  Falle  I.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (a), 
denn  da  von  den  beiden  Kegelschnitten  der  eine  ganz  in  dem 
Innern  Gebiete  des  andern  enthalten  ist  (s.  oben  1)),  so  kann  der 
Fall  (ß)  nicht  eintreten,  denn  läge  JT^  ganz  innerhalb  I[,  so 
musste  jeder  Punkt  innerhalb  Kj^  a  fortiori  auch  innerhalb  IC  lie- 
gen, folglich  wäre  kein  z  möglich;  es  muss  daher  der  Fall  (a) 
eintreten. 

Im  Falle  II.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (ß),  denn 
da  der  eine  Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  andern  liegen  muss 
(s.  oben  2)),  so  giebt  es  keinen  Punkt,  der  innerhalb  beider 
liegt;  der  Fall  (cc)  kann  also  nicht  eintreten,  weil  es  kein  x  giebt, 
folglich  muss  der  Fall  {ß).  eintreten. 

In  dem  Falle  III.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  [ß); 
dies  folgt  aus  dem  vorigen  Falle  durch  Polarisation;  denn  das 
polarisirte  Gebilde  des  vorigen  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche 
keine  reellen  Tangenten,  aber  vier  reelle  Punkte  gemein  haben, 
und  das  Tripel  konjugirter  Punkte  geht  in  das  Tripel  konjugirter 
Strahlen  über;  es  ist  aber  offenbar,  dass  beide  übereinstimmend 
liegen  müssen,  folglich  liegt  das  Tripel  im  Falle  III.  so,  wie  im 
Falle  II.  nach  der  Art  (ß).' 

In  dem  Falle  IV.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (a); 
denken  wir  uns,  da  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  reell 
sind,  die  ganze  Schaar  der  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte, so  erfüllen  dieselben,  wie  wir  wissen  (§  44),  nur  die 
fünf  elliptischen  Räume  {e),  während  jclie  sechs  hyperbolischen 
Räume  (h)  frei  bleiben  (Fig.  75),  und  auf  diese  fünf  elliptischen 

m 

(Fig.  75.) 


Räume   vertheilen   sich    die   Kegelschnitte    der   Schaar   in   zwei 
Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  der  Art,  dass  die 
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eine  Gruppen  Ellipsen  ganz  in  dem  Räume  [e),  die  eine  Gruppe 
Hyperbeln  ganz  in  den  Räumen  [e^  und  (^2) ,  die  andere  Gruppe 
Ellipsen  ganz  in  dem  Räume  (^3)  und  die  letzte  Gruppe  Hyper- 
beln ganz  in  den  Räumen  (^3)  und  [e^  enthalten  ist.  Wenn  also 
zwei  Kegelschnitte  dieser  Schaar  K  und  K^  reelle  Schnittpunkte 
haben  sollen,  wie  in  IV.,  so  müssen  sie  entweder  beide  im 
Räume  [e]  oder  beide  in  [e^  und  [e^  oder  beide  in  [e^  oder 
beide  in  (^3)  und  (^4)  oder  einer  in  (^3)  und  der  andere  in  (^3) 
und  [e^  enthalten  sein,  denn  diese  Räume  e  schliessen  sich  gegen- 
seitig aus;  bei  diesen  fünf  Annahmen  liegt  aber  immer  das  Tripel 
xyz  nach  der  Art  (a);  liegen  nun  beide  Kegelschnitte  im  Räume  {e\ 
so  liegt  X  ausserhalb  beider  und  auch  2;  sind  beide  in  {e^  und  (^2) 
enthalten,  so  liegen  y  und  z  ausserhalb  beider;  sind  sie  in  (^3) 
enthalten,  so  liegt  x  und  y  ausserhalb  beider;  sind  beide  in  (^3] 
und  (^4)  enthalten,  so  hegen  wiederum  x  und  y  ausserhalb  bei- 
der, und  endlich  auch,  wenn  einer  in  (^3),  der  andere  in  {e^  und 
(^4)  enthalten  ist.  Unter  allen  möglichen  Annahmen  liegt  also  im 
Falle  IV.  das  Tripel  xyz  nach  der  Art  (a). 

In  dem  Falle  V.  liegt  der  reelle  Tripelpunkt  x 
ausserhalb  beider  Kegelschnitte  und  seine  Polare  X 
schneidet  beide  Kegelschnitte  in  reellen  Punkten- 
paaren, welche  einander  trennen,  wie  wir  dies  schon  oben 
gesehen  haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  während  die  Lage  der  Fälle 
I,  II,  IV,  V  bei  jeder  Art  von  zwei  Kegelschnitten  (Ellipse,  Pa- 
rabel, Hyperbel)  auftreten  kann,  der  Fall  III.  nur  möglich  ist, 
wenn  wenigstens  einer  der  beiden  Kegelschnitte  Hyperbel  ist. 
Dies  folgt  wiederum  durch  Polarisation  des  Falles  IL,  wo  jeder 
Kegelschnitt  ganz  in  dem  äusseren  Gebiet  des  andern  liegt,  also  kein 
Punkt  existirt,  welcher  gleichzeitig  innerhalb  beider  sich  befindet. 
Das  Polar-Erzeugniss  eines  Kegelschnilts  K  wird  aber  nur  Ellipse, 
wenn  der  Mittelpunkt  der  Rasis  innerhalb  K  liegt  (§  30) ,  und  da 
es  keinen  Punkt  giebt,  welcher  gleichzeitig  innerhalb  K  und  K^ 
Hegt  im  Falle  IL,  so  muss  das  Polarerzeugniss  der  Art  sein,  dass 
wenigstens  einer  der  beiden  erzeugten  Kegelschnitte  Hyperbel  ist 
(oder  auch  beide);  weil  aber  durch  Polarisation  des  Falles  II.  der 
Fall  IIL  hervorgeht,  so  muss  von  zwei  Kegelschnitten,  welche 
vier  reelle  Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente  gemein  haben, 
wenigstens  einer  Hyperbel  sein. 
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Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun, 
welcher  eiqe  Ausnahme  macht.  Aus  der  vorigen  Untersuchung 
geht  nämlich  hervor,  dass  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  nur 
ein  einziges  Tripel  konjugirter  Punkte  gemeinschaft- 
lich haben^,  von  dem  entweder  alle  drei  Punkte  xyz  oder  nur 
einer  und  seine  Polare  X  reell  sind;  die  beiden  auf  X  befind- 
lichen Punktsysteme,  welche  den  beiden  Kegelschnitten  zugehören, 
haben  als  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  y  und  z 
und  können,  solange  sie  von  einander  verschieden  sind,  nur  ein 
einziges  gemeinschaftliches  Paar  besitzen;  es  kann  aber  der  be- 
sondere Fall  eintreten,  dass  diese  beiden  Punktsysteme  identisch 
sind;  alsdann  haben  sie  unendlich-viele  Paare  konjugirter  Punkte 
gemeinschaftlich  und  die  beiden  Kegelschnitte  haben  unendlich- 
viele  Tripel  konjugirter  Punkte  gemeinschaftlich, 
welche  indessen  eine  Ecke  x  und  die  gegenüberliegende  Seite  ^ge- 
mein haben.  Die  Kegelschnitte  haben  dann  (§51)  eine  reelle  oder 
ideelle  doppelte  Berührung  und  es  folgt  hieraus,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte, auch  ohne  identisch  zu  sein,  mehr  als  ein  gemeinschaft- 
liches Tripel  haben  können;  dass  sie  dann  aber  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  Berührung  haben  müssen  und  den  unendlich- 
vielen  gemeinschaftlichen  Tripeln  eine  Ecke  und  die  gegenüber- 
liegende Seite  (Polare)  gemeinsam  ist. 

Nachdem  wir  vermittelst  des  aufgefundenen  gemeinschaft- 
lichen Tripels  zweier  Kegelschnitte  alle  möglichen  Fälle  hinsicht- 
lich der  Realität  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten 
erörtert  haben,  bleibt  es  noch  übrig,  eine  direkte  Konstruktion 
der  letzteren  anzugeben,  indem  das  gemeinschaftliche  Tripel,  dessen 
Konstruktion  oben  gegeben  wurde,  als  bereits  ermittelt  ange- 
nommen wird.  Um  gemeinschaftliche  Punkte  zweier  Kegelschnitte 
i^  und  K^  aufzufinden,  kommt  es  darauf  an, 'solche  Gerade  in 
der  Ebene  zu  ermitteln,  welchen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
dasselbe  Punktsystem  zugehört,  denn  eine  solche  Gerade  muss 
reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  beider  Kegelschnitte 
mWt  je  nachdem  jenes  Punktsystem  hyperbolisch  oder  elliptisch 
ist;  um  anderseits  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier  Kegel- 
schnitte zu  finden,  kommt  es  darauf  an,  solche  Punkte  in  der 
Ebene  zu  ermitteln,  denen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  das- 
selbe Strahlsystem  zugehört;  denn  die  Asymptoten  eines  solchen 
Sirahlsystems,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  müssen  gemeinschaftliche 
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Tangenten  heider  Kegelschnitte  sein,  und  wenn   es  elliptisch  ist, 
so  nennen  mv  einen  solchen  Punkt  den  Durchschnittsgunkt  zweier 
imaginärer  gemeinschaftlicher  Tangenten  beider  Kegelschnitte.  Jene 
Geraden  und  diese  Punkte  aufzufinden  giebt  uns  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  ein  Hulfsmittel  an  die  Hand ;  denn  ein  Tripelpunkt  x 
und  seine  Polaren  X  besitzen   die  Eigenschaft,   dass  auf  irgend 
einem   durch  x  gezogenen  Strahl  der  Schnittpunkt  ^  mit  X  und 
der  Punkt  x  ein  Paar  konjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte 
ist,  also  die  beiden  Punktsysteme  auf  diesem  durch  x  gezogenen 
Strahl,  welche  den  beiden  Kegelschnitten  zugehören,  das  Punkten* 
paar  x^  zu   einem    gemeinschaftlichen  Paar    konjugirter  Punkte 
haben ;  drehen  wir  jetzt  einen  Strahl  um  x,  so  kann  es  vorkommen, 
dass  auf  ihm  noch  ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  beiden 
Punktsystemen  gemeinschaftlich  wird,  und  dann  müssen  sie  identisch 
sein,  weil  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  das  Punktsystem  be- 
stimmen;   also    eine   gemeinschaftliche    Sekante   wäre   gefunden. 
Lassen    wir    nun,    wie   am  Anfange  unserer  Betrachtung,  einen 
Punkt  p  eine  beliebige   Gerade  ®  durchlaufen  und   treffen  sich 
die  Polaren  von  p  rucksichtlich  der  beiden  Kegelschnitte  K  und  IC^ 
in  dem  veränderlichen  Punkte  q,   so  beschreibt  q,   wie  wir  ge- 
sehen haben,  einen  bestimmten  Kegelschnitt  S,  welcher  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  xyz  umschrieben  ist,  und  jedem  Punkte  p 
der  Geraden  @  entspricht   ein  bestimmter  Punkt  q  des  Kegel- 
schnitts ^  von  der  Beschaffenheit,  dass  p   und  q  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte   beider    gegebenen  Kegelschnitte  X  und  i!\  ist. 
Dem  Punkte  x  entspricht  der  Schnittpunkt  |  der  Geraden  @  mit  JT, 
den  Punkten  yz  (wenn  sie  reell   sind)  die  Schnittpunkte  rit  der 
Geraden   @  mit  Y  und  Z.     Da  p  und  q  immer  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  ist  für  £C  und  X^  und  x  und  §  ein  zweites  Paar, 
so  folgt  aus  dem  in  §  31  bewiesenen  Satze,   dass  die  Schnitt- 
punkte (xpy  Iq)  c=:  q^  und  (a:q,  ^p)  :=ip^  ebenfalls  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  für  beide  Kegelschnitte  sein  muss;  weil  aber  der 
letztere  p^  auf  @  liegt,  so  muss  der  erstere  auf  $  liegen,  d.  h.  die 
Verbindungsstrahlen  xp  und  |q  treffen  sich  in  einem  Punkte  q^ 
des  Kegelschnitts  ß,  dessen  konjugirter  Punkt  p^  auf  ®  derjenige 
ist,  in  welchem  xq  die  Gerade  @  trifft,  oder  mit  andern  Worten: 
Verbinden  wir  x  mit  einem  Paar  konjugirter  Punkte  p  und  q,  resp. 
auf  @  und  S,  so  treffen  die  VerbindungsstraUen,  @  und  S  zum 
andern  Male  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Pimkte  p^  und  q^. 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  die  beiden  Verbindungsstrahlen  xip 
und  xc{  mit  der  gleichzeitigen  Bewegung  von  p  und  q  ein  Strahl- 
System  erzeugen.  Sind  nämlich  o  und  o^  die  Pole  der  Geraden  ®  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  l^und  K^,  so  beschreiben  oq  und  o^q^, 
die  Polaren  von  !p,  zwei  projektivische  Strahlbüschel  mit  der  von  p 
durchlaufenen  Punktreine,  erzeugen  also  jenen  Kegelschnitt  S, 
der  durch  x  geht;  folglich  beschreibt  auch  x(\  ein  mit  oq,  also 
mit  der  Punktreihe  (p)  projektivisches  Strahlbusche] ;  o:^  und  x(\ 
beschreiben  mithin  zwei  concentrische  projektivische  Strahlbüschel, 
welche  so  auf  einander  liegen,  dass  die  Schenkel  entsprechender 
gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen;  denn  wir  haben 
gesehen,  dass,  wenn  xp  mit  a;q^  coincidirt,  xq  auf  xp^  fallen 
muss;  nach  §  17  bilden  daher  xp  und  a;q  ein  Strahlsystem; 
dieses  Strahlsystem  lässt  sich  leicht  anschauen,  sobald  die  Gerade  ® 
und  der  Kegelschnitt  $  bekannt. sind;  denn  wir  haben  gesehen, 
dass  zwei  konjugirte  Strahlen  xp  und  xc{  desselben  den  Kegel- 
schnitt $  in  den  Punkten  q  und  q^  durchbohren,  deren  Verbin- 
dungssehne durch  den  festen  Punkt  §  geht,  woraus  noch  ein- 
facher folgt,  dass  xp  und  x(\  ein  Strahlsystem  erzeugen;  jeder 
durch  I  gehende  Strahl  trifft  also  den  Kegelschnitt  ß  in  solchen 
zwei  Punkten  q  und  qS  welche  mit  x  verbunden  zwei  Strahlen 
liefern,  die  in  den  konjugirten  Punkten  p^  und  p  der  Geraden  ® 
begegnen.  Hieraus  wird  es  nun  leicht,  die  eigentlich  vorgelegte 
Frage  zu  beantworten;  denn  ist  das  eben  ermittelte  Strahl- 
system [x]  hergestellt  und  wir  drehen  einen  veränderlichen  Strahl 
um  X,  indem  wir  den  jedesmal  ihm  konjugirten  Strahl  aus  diesem 
Strahlsystem  hinzufügen,  so  trifft  ersterer  den  Kegelschnitt^ 
und  letzterer  die  Gerade  ®  (und  zugleich  umgekehrt)  allemal  in 
zwei  Punkten  q  und  p,  welche  für  K  und  K^  gleichzeitig  kon- 
jugirt  sind;  sobald  daher  zwei  solche  konjugirte  Strahlen  des 
Strahlsystems  [x]  zusammenfallen,  müssen  auf  diesem  Doppel- 
strahl nicht  allein  die  Punkte  p  und  q,  sondern  auch  die  Punkte  x 
und  der  Schnittpunkt  |  mit  X  je  ein  Paar  konjugirter  Punkte  für 
IC  und  £^  sein,  und  da  durch  zwei  Paar  konjugirter  Punkte  ein 
Punktsystem  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  muss 
diesem  Doppelstrahl  in  Bezug  auf  IC  und  K^  dasselbe  Punktsystem 
zugehören,  oder  er  muss  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Se- 
kante der  Kegelschnitte  A!'und  ITi  sein.  Es  kommt  also  Alles  darauf 
an,   die  Asymptoten  des  Strahlsystems  [x]  zu  finden;   dieselben 
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\i erden  dadurch  leicht  ermittelt,  dass  wir  durch  ^  das  Tangenten- 
paar an  den  Kegelschnitt  ^  legen  und  die  Berührungspunkte  au^ 
mit  X  verbinden.  Die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe:  „Die 
gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  beliebig  gegebener 
Kegelschnitte  £  und  IT^  zu  finden",  lässt  sich  also  folgen- 
dermassen  zusammenfassen: 

Man  nehme  von  den  Punkten  p  einer  beliebigen 
Geraden  @  die  Polaren  in  Bezug  auf  ICund  K^,  welche 
sich  paarweise  in  einem  veränderlichen  Punkte  q 
treffen,  dessen  Ort  ein  bestimmter  Kegelschnitt  S  ist; 
dasselbe  mache  man  mit  einer  zweiten  Geraden  @^  so 
erhält  man  einen  zweiten  Kegelschnitt  $^  Die  Kegel- 
schnitte K  und  $^  haben  einen  reellen  Punkt  Q  ge- 
mein, den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (®,  ®^)=P 
in  Bezug  auf  beide  Kegel sc}initte  1"  und  IC^.  Sie  haben 
daher  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte  xyz 
gemein  (von  denen  wenigstens  einer  a:  und  die  Ger  ade  Z, 
auf  welcher  die  beiden  andern  liegen,  reell  sein  muss). 
Die  drei  Verbindungslinien  (y,  z)  =  ^  (z,  a:)  =  F,  {x,  y)  =  Z 
treffen  ®  in  den  Punkten  ^iiS]  die  Tangentenpaare 
aus  diesen  Schnittpunkten  an  den  Kegelschnitt  S  ge- 
legt mögen  die  Berührungspunkte  cca\  ßß^,  yy*  haben, 
dann  sind  die  sechs  Linien  xci,  xu^^yß,  yß^,  zy,^/^  sechs 
gemeinschaftliche  Sekanten  der  beiden  Kegelschnitte 
K  nnd  K^  und  müssen  sich  zu  je  dreien  in  vier  Punkten 
treffen,  welche  die  gesuchten  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  ein  Satz,  welcher  auch  auf 
direktem  Wege  zu  verificiren  ist: 

Hat  man  einem  Dreieck  xyz  einen  Kegelschnitt  S 
umschrieben  und  werden  die  Seiten  des  Dreiecks 
yz,  zx,  xy  von  einer  beliebigen  Transversale  resp. 
in  den  Punkten  §iy?  getroffen;  legt  man  aus  giy?  die 
Tangentenpaare  an  $  und  bestimmt  die  Berührungs- 
punkte derselben:  aa^,  ßß^,  yy^,  so  schneiden  sich  die 
sechs  Verbindungsstrahlen  xa,  xa^,  yß,  yß^,  zy^  zy^  zu  je 
dreien  in  vier  Punkten  und  sind  die  sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks,  dessen  drei  Diagonal- 
punkte xyz  sind. 

[Anmerkung.   Wir  bemerken  noch,  dass  die  Lösung  unserer 
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Aufgabe  nur  eine  Zurückfuhrung  derselben  auf  eine  andere  ist; 
um  nämlich  die  vier  Schnittpunkte  zweier  beliebig  gegebenen 
Kegelschnitte  ZüT^  zu  finden,  müssen  wir  drei  Schnittpunkte  a;^z 
zweier  andern  Kegelschnitte  £^^  ermitteln,  welche  einen  be- 
kannten vierten  Punkt  Q  gemein  haben.  Diese  Zurückfährung  ist  in 
der  Natur  der  Sache  begründet  und  nicht  zu  eliminiren;  sie  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Zurückfuhrung  der  Lösung  der  biquadratischen 
auf  die  der  kubischen  Gleichung;  wie  denn  überhaupt  in  unserer 
Untersuchung  eine  geometrische  Lösung  der  biquadratischen  ver- 
mittelst kubischer  und  quadratischer  Gleichungen  enthalten  ist.] 

Die  analoge  Konstruktion  der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Kegelschnitte  IC  und  JC^  ist  nach  ^em  bekannten  Ueber- 
tragungsprinzip  unmittelbar  herzustellen;  mit  den  bereits  kon- 
struirten  Linien  und  Punkten  können  wir  sie  ein  wenig  abkürzen, 
wie  folgt:  Von  dem  Punkte  P  =  (®,  ®^)  werden  die  beiden 
Polaren  in  Bezug  auf  K  und  E^,  die  sich  in  Q  treffen,  und  ein 
Kegelschnitt  (S  konstruirt,  welcher  dieselben  berührt  und  dem 
Dreiseit  XYZ  einbeschrieben  ist,  also  durch  diese  fünf  Tan- 
genten vollständig  bestimmt  wird;  zieht  man  die  drei  Strahlen 
Px,  Py,  Pz,  so  schneiden  dieselben  den  Kegelschnitt  ^  in  sechs 
Punkten,  deren  Tangenten  an  @  beziehlich  aaS  bbS  cc^  heissen 
mögen;  die  Schnittpunkte  (Xa)  (Xa^)  {Tb)  (FB^)  (Zc)  (Zc^)  sind 
die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines  vollständigen  Vier- 
seits,  welches  aus  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
beiden  Kegelschnitte  ICIC^  gebildet  wird  und  zu  seinen  drei  Dia- 
gonalen X  YZ  hat.  Die  Kegelschnitte  $  und  (S>  haben  die  Bezie- 
hung zu  einander,  dass  ersterer  den  beiden  Dreiecken  or^z,  Qoo^ 
zugleich  umschrieben  ist  und  der  letztere  diesen  beiden  Dreiecken 
gleichzeitig  einbeschrieben  ist. 

Die  gegebene  allgemeine  Lösung  ist  nun  hinsichtlich  der 
Realität  der  konstruirten  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangen- 
ten der  Kegelschnitte  E  und  IC^  zu  diskutiren  und  es  sind  dabei 
die  obigen.  Fälle  A)  und  B)  zu  unterscheiden. 

A)  Ist  das  Tripel  xyz  und  Z  FZ  vollständig  reell,  so  kann 
eine  gerade  Linie  ®  in  der  Ebene  zu  diesem  Dreieck  nur  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  sie 
triirt  alle  drei  Seiten  desselben  in  ihren  Verlängerungen  (d.  h. 
ausserhalb  der  Strecken  xy,  yz,  xz)  oder  nur  eine  in  der  Ver- 
längerung und  die  beiden  andern  zwischen  den  Ecken  des  Drei- 
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ecks;  da  nun  der  Kegelschnitt  S  dem  Dreieck  xyz  umschrieben 
ist,  so  müssen  die  drei  Schnittpunkte  ^17^  der  Geraden  @  mit 
den  Dreiecksseiten  entweder  alle  drei  ausserhalb  S  liegen  oder 
nur  einer  ausserhalb  und  die  beiden  andern  innerhalb;  von  den 
sechs  Berührungspunkten  aa^  ßß^  yy^  sind  mithin  entweder  alle 
oder  nur  zwei  reell  und  es  giebt  daher  auch  entweder  sechs  reelle 
gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  zwei  für  die  beiden  Kegel- 
schnitte AT  und  A^^,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte  haben  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  oder  keinen ,  in  dem  letzten  Falle  aber  zwei 
angebbare  ideelle  gemeinschaftliche  Sekanten.  Anderseits  kann 
ein  Punkt  P  zu  einem  Dreiseit  XYZ  nur  auf  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten  geigen  sein:  entweder  seine  Verbindungs- 
linien mit  den  Ecken  ocyz  des  Dreiseits  treffen  alle  drei  Seiten  in 
Punkten  zwischen  den  Ecken  desselben ,  oder  von  diesen  Schnitt- 
punkten liegt  nur  einer  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  und 
die  beiden  andern  in  den  Verlängerungen  der  Seiten.  Hiernach 
können  wir  beurtheilen,  in  welche  Räume  die  drei  zusammenge- 
hörigen Strahlen  Px,  Py,  Pz  hineinfallen,  wie  auch  der 
Punkt  P  in  der  Ebene  liegen  mag,  und  müssen  dazu  sechszehn 
verschiedene  Fälle  unterscheiden.  Die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  zer- 
fallen nämlich  die  ganze  Ebene  in  sieben  von  einander  getrennte 
Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum  e,  die.drei  an  die  Ecken  xy: 
anstossenden  Scheitelräume  e^  e^  e^  von  unendlicher  Ausdehnung 
und  die  drei  den  gegenüberliegenden  Seiten  anliegenden  Räume 
h^h^h^  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung  (Fig.  76);    es  kön- 

(Fig.  76.) 


nen   nun   die  drei  zusammengehörigen  Strahlen  Px  Py  Pz  nur 
in  folgende  Räume  hineinfallen: 
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in  die  Räume: 


Px  :  e  e^hy 
Py  :  ee^h^ 
Pz  :  ee^  h^ 


^1  ^1  ^2 

^1 K  h 


^2  ^2  ^1 


^3  ^3  ^2 
^3  ^3  ^ 


Py  :  e^h^h^ 
Pz  :  ^1^2  Äj 

^2  ^2  ^I 

^2  ^2  ^1 

^1^2^1 

-PcT  :    02^3^2 

Py :  c  ^2^2 

Pz  :    ^2^1  ^2 

^3*3^2     ' 

e  ^2^2  ' 

^1  Äj  7*2 

^2  ^3  ^2 

e  e2Ä2 

^1  ^]  ^2 

^3*3^2 
6    ^2^2 
^2  ^1  ^2 

Py  :  ^3Ä,Ä3 

ir  Z  <    C    ßoflo 


^2  ^2  ^3 

^1  ^1  ^3 
e    ß^h^ 


^1  ^1  ^3 
ß    ß^h^ 


^2^2*3 

^3^1*3 
ß    ß3Ä3 


Diese  sechszehn  Fälle  können  allein  auftreten  und  entsprechen 
der  Lage  des  Punktes  P  in  je  einem  der  16  Räume,  welche  wir 
erhalten,  indem  wir  noch  durch  x  y  z  drei  Parallele  zu  den  Drei- 
ecksseiten ziehen,  wodurch  jeder  der  drei  Räume  h  in  vier  Räume 
zerfällt,  also  im  Ganzen  3  .  4ä  +  4^,  d.  h.  16  Räume.  Der  Kegel- 
schnitt 6,  welcher  dem  Dreieck  xyz  eiubeschrieben  ist,  kann 
nur  so  gelegen  sein,  dass  er  ganz  enthalten  ist  in  folgenden 
Räumen : 

1)  2)  3)  4)  5)  6)  7) 

e  hl  ^2  ^3         ^1  ^^^  ^1       ^2  ^"^  ^2     ^3  ^"^  ^3* 

Von  den  drei  Strahlen  Px^  Py,  Pz  können  und  müssen  ihn  daher 
solche  in  reellen  Punkten  treffen ,  welche  in  diese  Räume  hinein- 
fallen; aus  dem  obigen  Tableau  erkennen  wir  aber  leicht,  dass, 
welcher  dieser  7  Fälle  auch  angenommen  wird,  die  drei  Strah- 
len Px,  Py,  Pz  den  Kegelschnitt  6  entweder  alle  drei  in  reellen 
Punktenpaaren  treffen,  oder  nur  einer  von  .ihnen;  von  den  sechs 
Tangenten  aa^  66^  cc^  sind  also  auch  entweder  alle  oder  nur 
zwei  reell  und  von  dem  vollständigen  Vierseit  der  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  existiren  daher  entweder  nur  ein  Paar 
Gegenecken  oder  drei  Paar,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte 
haben  entweder  4  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  oder  keine; 
in  dem  letzten  Falle  existiren  aber  zwei  angebbare  Punkte,  welche 
als   ein  Paar  Gegenecken  des  imaginären  vollständigen   Vierseits 
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anzusehen  sind.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  bei  A)  in  der  That 
nur  die  vier  oben  mit  I,  II»  III,  IV  bezeichneten  Fälle  auftreten 
können  und  auch  wirklich  auftreten  müssen,  wie  die  angegebene 
Konstruktion  es  erheischt.  (Wir  sehen  dabei  von  speciellen  Fällen 
ab,  indem  einige  der  konstruirten  Punkte  oder  Linien  zusammen- 
fallen können,  welche  dann  als  doppelt  aufzufassen  sind.) 

B)  Ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  der  gegebenen 
Kegelschnitte  K  und  K^  nur  ein  Tripelpunkt  x  und  ein  Tripel- 
strahl  X,  seine  Polare  oder  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  imaginären  Tripelpunkte  reell,  so  schneidet  X  den  Kegel- 
schnitt $  nicht  (denn  schnitte  es  ihn,  so  wären  die  Schnittpunkte 
y  z  rell,  was  nicht  der  Fall  ist);  alle  Punkte  der  Geraden  J 
liegen  also  ausserhalb  des  Kegelschnitts  $,  mithin  auch  der  Punkt 
^,  in  welchem  ®  von  X  getroffen  wird;  es  giebt  also  aus  §  ein 
reelles  Tangentenpaar  an  ^  und  die  Berührungspunkte  ua^  mit  x 
verbunden  geben  ein  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  der 
vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von  K  und  K^.  Von  den  beiden 
Geraden  xa  und  xa^  muss  nun  die  eine  in  zwei  reellen  gemein- 
schaftlichen Punkten  die  Kegelschnitte  K  und  K^  treffen ,  die  an- 
dere in  zwei  imaginären.  Denn  wir  können  die  beiden  Punkt- 
systeme auf  den  Geraden  xct  und  xu^  bestimmen,  deren  jedes 
beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  zugehört,  und  werden  fin- 
den, dass  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein  muss; 
mögen  nämlich  (Fig.  77)  die  Geraden  xa  und  xcc^  der  Geraden 

(Fig.  77.)  Z  in  T  und  r^  begegnen 

und  der  Geraden  @  in  b 
und  b^  so  bestimmen  die 
Punktenpaare  xx  und  ah 
auf  der  ersten,  xy}  und 
a^b^  auf  der  zweiten  die 
Punktsysteme,  welche  den 
Kegelschnitten  K  K^  ge- 
meinschaftlich zugehören.  Die  Geraden  ®  und  X  treffen  sich  nun 
in  S  und  et  «^  ist  die  Polare  von  |  in  Bezug  auf  den  KegelschniU 
»;  trifft  diese  also  die  X  in  ^S  so  sind  xx^  und  ||*  zwei  Punk- 
tenpaare desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ä  zugehört;  dieses  ist  nothwendig 
elliptisch,  weil  die  Schnittpunkte  xy  von  X  und  St  imaginär  sind, 
folglich   müssen  x  X^  durch  g  |^  getrennt  werden ,   d.  h.  wenn  | 
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zwischen  xx^  liegt,  so  liegt  ^^  ausserhalb  dieser  Strecke  und  um- 
gekehrt. Nun  liegen  a  a^  S^  in  einer  Geraden  und  b  b^  |  in  einer 
zweiten  Geraden  und  diese  Punkte  sind  je  drei  Schnittpunkte 
mit  den  Seiten  des  Dreiecks  xxx^l  von  den  Schnittpunkten  §§^ 
wissen  wir,  dass  sie  getrennt  werden  durch  die  Dreiecksecken 
xx^l  von  den  Schnittpunkten  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene 
wissen  wir,  dass  nothwendig  entweder  keiner  oder  zwei  zwischen 
den  Ecken  eines  Dreiecks  liegen  müssen;  es  sind  daher  für  die 
Lage  der  Punkte  acc^^  ih^^^  nur  folgende  Fälle  möglich: 


a 


a 


i_i 


zwischen 
XX 

ausser- 
halb XX 

zwischen 
XX 

ausser- 
halb XX 


zwischen 

ausser- 

zwischen 

xx^ 

halb  xx^ 

XX^ 

ausser- 

ausser- 

zwischen 

halb  xx^ 

halb  xx^ 

XX^ 

ausser- 

zwischen 

ausser- 

halb xx^ 

XX^ 

halb  X  X^ 

zwischen 

zwischen 

ausser- 

xx^ 

rr* 

halb  XX* 

{zwischen  oder 
ausserh.  xx 

J zwischen  oder 
\  ausserh.  xx 

Jzwischenoder 
\  ausserh.  xx 

Jzwischenoder 
\  ausserh.  xx 


J  ausserhalb  od. 
\  zwischen  xx^ 

r ausserhalb  od. 
\  zwischen  xx^ 

r  zwischen  oder 
\  ausserhalb  a;x* 

Jzwischen  oder 
\ ausserhalb  xx^ 


Durch  die  willkührliche  Annahme  der  beiden  ersten  Kolum- 
nen sind  die  vier  folgenden  bestimmt;  bei  den  Kolumnen  b  und 
6^  gelten  von  den  doppelten  Bezeichnungen  immer  die  in  dersel- 
ben Horizontaireihe  stehenden  nothwendig  zusammen;  das  Punkt- 
system auf  xa  ist  nun  bestimmt  durch  die  Punktenpaare  xx  und 
«b,  auf  xcc^  durch  die  Punktenpaare  xx^  und  a^b^;  die  aus 
der  Tabelle  ersichtliche  Lage  dieser  Punktenpaare  zeigt  aber,  dass 
nothwendig  das  eine  Punktsystem  elliptisch,  das  andere  hyper- 
bolisch sein  muss,  folglich  müssen  die  Kegelschnitte  IC  und  K^  in 
dem  Falle  B)  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Schnittpunkte,  aber 
ein  reelles  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten  haben,  welches  durch 
X  geht. 

Wir  können  nun  in  ähnlicher  Weise  zeigen,  dass  in 
diesem  Falle  B)  anderseits  auf  der  Geraden  X  zwei  solche 
reelle  Punkte  existiren,  dass  für  jeden  derselben  die  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  K  und  K^  ihm  zugehörigen  Strahlsysteme 
identisch  werden,  und  dass  von  den  dadurch  erhaltenen  zwei 
Strahlsystemen  nothwendig  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch  ist;  die  Asymptoten  des  ersteren  sind  die  beiden  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten  von  ^und  K^,  während  die  anderen 
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beiden  imaginär  sind ,  aber  als  reellen  Schnittpunkt  auf  X  den 
Mittelpunkt  des  andern  elliptischen  Strablsystems  haben.  Allein 
es  bedarf  hier  keines  so  umständlichen  Nachweises  mehr,  weil 
durch  Polarisation  des  bereits  gefundenen  Resultates  das  andere 
unmittelbar  zu  Tage  tritt;  denn  das  Polarerzeugniss  zweier  Kegel- 
schnitte, für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x 
und  Ä  reell  sind,  wird  aus  zwei  neuen  Kegelschnitten  besteben, 
für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  X  und  x 
reell  sind;  da  jene  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschait- 
liche  Punkte  haben  müssen,  so  müssen  diese  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  haben;  das  Polar-Gebilde 
ist  aber  derselben  Gattung  B),  wie  das  polarisirte,  folglich  tritt 
in  der  Tbat  für  den  Fall  B)  nur  die  einzige  oben  mit  V.  bezeich- 
nete Möglichkeit  ein,  dass  die  Kegelschnitte  E  und  Ki  allein 
zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zugleich  zwei  reelle  gemeinscbaflliche 
Tangenten  haben. 

Wir  sind  durch  diese  Untersuchung  in  den  Stand  gesetzt, 
wenn  zwei  beliebige  Kegelschnitte  £  und  i^^  gegeben  sind,  so- 
wohl das  Büschel,  als  auch  die  Schaar  Kegelschnitte  herzustellen, 
welche  durch  jene  beiden  bestimmt  werden.  Hierzu  bedarf  es  nur 
der  oben  angegebenen  Konstruktion  eines  immer  reellen  gemein- 
schaftlichen Paares  Pol  und  Polare  cc  und  X  und  dann  des  reellen 
Linienpaares  durch  x  und  des  reellen  Punktenpaares  auf  X 
deren  ersteres  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten  der  beiden 
Kegelschnitte  und  letzteres  ein  Paar  Schnittpunkte  gemeinschaft- 
licher Tangenten  ist,  oder:  ersteres  enthält  zwei  Punktsysteme, 
letzteres  zwei  Strahlsysteme,  welche  für  beide  Kegelschnitte  zu- 
gleich die  zugehörigen  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme  und 
Strahlsysteme,  mögen  sie  nun  elliptisch  oder  hyperbulisch  sein, 
geben,  wie  wir  in  §§41  und  48  gesehen  haben,  eine  unmittel- 
bare reelle  Konstruktion  an  die  Hand  für  alle  Kegelschnitte  einer- 
seits des  Büschels  und  anderseits  der  Schaar,  welche  dtu'cb  die 
beiden  gegebenen  E  und  iT^  bestimmt  werden.  Auch  zur  Entste- 
hung gemischter  Kegelschnittschaaren  (§  52)  geben  K  und  l'i 
gleichfalls  Anlass.  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  durch 
die  vorstehende  Untei^uchung  zu  den  aus  den  Elementen  bekann- 
ten Figuren  des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  neue  hinzu- 
treten, indem  Ecken  und  Seiten,  Diagonalpunkte  und  Diagonalen 
derselben  paarweise  imaginär,*  d.  h.  durch  elliptische  Punkt-  und 
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Strahlsysteme  vertreten  werden, 
lieh  verschiedene  Arten    dieser 
Obigen  hervorgeht: 

Das  vollständige  Viereck  hat: 

I.  vier  reelle  Ecken,  sechs 
reelle  Seiten  oder  drei  Paar  Ge- 
genseiten, welche  sich  in  drei 
reellen  Diagonalpunkten  paar- 
weise treffen. 

II.  keine  reelle  Ecke,  zwei 
reelle  Seiten,  d.  h.  ein  reelles 
Paar  Gegenseiten,  die  sich  in 
einem  reellen  Diagonalpunkte 
treffen;  die  beiden  andern  Paare 
Gegenseiten  sind  imaginär,  aber 
ihre  Durchschnittspunkte  sind 
reell  und  bilden  die  beiden  übri- 
geft  reellen  Diagonalpunkte. 

in.  zwei  reelle  Ecken  und  zwei 
imaginäre  Ecken,  ein  reelles  Paar 
Gegenseiten,  von  denen -eine  die 
beiden  reellen,  die  andere  die 
beiden  imaginären  Ecken  enthält; 
einen  reellen  Diagonalpunkt,  den 
Schnittpunkt  jenes  reellen  Paares 
Gegenseiten;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenseiten  sind  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte,  aber  die  Ver- 
bindungslinie der  letzteren  ist 
reell. 


und  zwar  giebt  es  drei  wesent- 
beiden  Figuren,    wie    aus   dem 

Das  vollständige  Vierseit  hat: 

I.  vier  reelle  Seiten,  sechs 
reelle  Ecken  oder  drei  Paar  Ge- 
genecken ,  welche  paarweise  ver- 
bunden drei  reelle  Diagonalen 
liefern. 

II.  keine  reelle  Seite,  zwei 
reelle  Ecken,  d.  h.  ein  reelles 
Paar  Gegenecken,  deren  Verbin- 
dungslinie eine  reelle  Diagonale 
ist;  die  beiden  andern  Paare 
Gegenecken  sind  imaginär,  aber 
ihre  Verbindungshnien  sind  reell 
und  bilden  die  beiden  übrigen 
reellen  Diagonalen. 

III.  zwei  reelle  Seiten  und  zwei 
imaginäre  Seiten,  ein  reelles  Paar 
Gegenecken,  von  denen  die  eine 
der  Schnittpunkt  der  beiden  reel- 
len, die  andere  der  Schnittpunkt 
der  beiden  imaginären  Seiten  ist; 
eine  reelle  Diagonale,  die  Ver- 
bindungslinie dieses  reellen  Paares 
Gegenecken;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenecken  sind  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern  Dia- 
gonalen, aber  der  Schnittpunkt 
der  letzteren  ist  reell. 


Da  das  vollständige  Viereck  (links)  in  allen  drei  Fällen  ein 
reelles  Paar  Gegenseiten  hat,  so  können  wir  diese  als  die  Träger 
zweier  Punktsysteme  ansehen,  deren  Doppelpunkte  die  Ecken  des 
vollständigen  Vierecks  sind,  und  hiernach  tritt  denn  ein:  der  Fall  I, 
wenn  beide  Punktsysteme  hyperbolisch,  der  Fall  II,  wenn  beide 
elliptisch,  und  der  Fall  III,  wenn  eines  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch  ist;   ebenso  kann   das  vollständige  Vierseit   (rechts) 
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als  gebildet  von  den  Doppelstrahien  zweier  Strahlsysteme  angesehen 
werden  und  es  treten  die  drei  oben  aufgeführten  Fälle  ein,  je 
nachdem  beide  Strahlsysteme  hyperbolisch,  beide  elliptisch  oder 
eines  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch  ist. 

§.  54.    Harmonisch -zugeordnete  Eegelsohnitte. 

Wenn  man  einen  Kegelschnitt  6  und  ein  Tripel  konjugirler 
Punkte  in  Bezug  auf  denselben  x  y  z  hat,  so  müssen  von  den 
Verbindungslinien  (yz)  =  X  {zx)  =  Y  [xy)  =s  Z  zwei  den  Kegel- 
schnitt @  in  reellen  Punktenpaaren  treffen,  während  die  dritte 
ihn  nicht  trifft  (§  30);  möge  X  in  a  und  a,  r  in  &  und  ß  den 
@  schneiden  (Fig.  78),  dann  weiss  man,   dass  der  Schnittpunkt 

(Fig.  78.) 


{ab,  aß)=zc  und  der  Schnittpunkt  {aß,  ab)  =  y  beide  auf 
der  Polare  Z  von  z:^=s{aa,  bß)  liegen  müssen  und  dass  zcy 
ein  zweites  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
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schnitt  6  sind,  weil  sie  die  Diagonalpunkte  des  dem  Kegelschnitt 
cinbeschriebenen  vollständigen  Vierecks  a er &|?  sind;  wir  erkennen 
ferner ,  dass  die  vier  Punkte  aab  ß  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  6  sind  und  dass  auf  den  drei  Ge- 
raden-T  FZ  sowohl  accyz,  als  auch  hßzx  und  endlich  cyxy 
je  vier  harmonisch  gelegene  Punkte  sind.  Die  hierdurch  herge- 
stellte Figur  bietet  interessante  Eigenschaften  dar.  Ebenso,  wie 
der  Kegelschnilt  6  durch  die  vier  Punkte  auhß  geht  und  in  diesen 
xa,  xa,  yh,  yß  zu  Tangenten  hat,  lassen  sich  zwei  andere  Kegel- 
schnitte ^  und  fö  herstellen,  von  denen  der  erstere  durch  bßcy 
geht  und  in  diesen  Punkten  die  Tangenten  yb,  yß,  zc,  zy  hat, 
der  andere  aber  durch  cyaa  geht  und  die  Tangenten  zc,  zy, 
xa,  XU  hat.  Denn  der  Kegelschnitt  ^,  welcher  in  b  und  ß  die 
Tangenten  yb  und  yß  hat  und  ausserdem  durch  c  geht,  wodurch 
er  vollständig  bestimmt  ist,  muss,  weil  er  y  und  Y  zu  Pol  und 
Polare  hat  und  y  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  yxc  ist,  auch 
durch  y  gehen;  er  muss  ferner,  weil  xzbß  vier  harmonische 
Punkte  sind,  auch  x  und  X  zu  Pol  und  Polare  haben,  folglich 
auch  z  und  Z,  also  xyz  zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte;  da 
die  Gerade  Z  den  Kegelschnitt  91  in  c  und  y  trifft,  so  müssen 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  durch  den  Pol  z  gehen;  der 
Kegelschnilt  91  besitzt  also  die  behauptete  Eigenschaft  und  in 
gleicher  Weise  S.  Solche  drei  Kegelschnitte: 
%  durch  die  Punkte  bß  cy  mit  den  Tangenten  yb,  yß,  zc,  zy 

5  „       „         „       cyacc     „     „  „  zc,zy,xa,xcc 

6  „  „  „  aabß  „  „  „  xa,X€c,yb,yß 
heissen  harmonisch-zugeordneteKegelschnitte  und  treten 
mehrfach  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf;  jeder  von  ihnen 
berührt  die  beiden  andern  doppelt  und  die  Berührungspunkte 
sind  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aä,  bß, 
cy;  das  Diagonaldreieck  desselben  xyz  ist  gemeinschaftlich  für 
alle  drei  Kegelschnitte  ein  Tripel  konjugirter  Punkte;  die  vier 
Punkte  auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte,  welche  allemal  zwei 
Paar  Gegenecken  des  vollstäntligen  Vierseits  sind,  bilden  immer 
ein  Quadrupel  von  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten  auf  jedem 
der  drei  Kegelschnitte  (§27),  d.  h.  irgend  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnitts mit  diesen  vier  Punkten  verbunden  liefert  allemal  vi^r 
harmonische  Strahlen.  Die  drei  Kegelschnitte  91  S3  6  erscheinen 
also  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,    welche   bei   gehöriger 
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Zuordnung  den  drei  Vierecken  bßcy,  cyaa,  aabß  umsclirieben 
sind  (§  27);  aus  diesem  Grunde  lieissen  sie  barmonisch- zuge- 
ordnete Kegelschnitte.  Gleichzeitig  erscheinen  dieselben  drei 
Kegelschnitte  ^  S3  6  aber  auch  als  drei  harmonische  Kegelschnitte, 
welche  bei  gehöriger  Zuordnung  den  drei  Vierseiten  eingeschrie- 
ben -sind ,  die  in  einem  vollständigen  Viereck  liegen ;  bezeichnea  * 
wir  nämlich  die  sechs  Strahlen: 

xa  xcc  yh  yß  zc  zy       mit 

A  A  B  B  C  r,      so  ist 

ersichtlich,  dass  diese  sechs  Strahlen  ein  vollständiges  Viereck 
bilden,  d.  h.  zu  je  dreien  sich  in  vier  Punkten  treffen,  wobei  ^i 
und  A)  B  und  B,  C  und  T  die'  drei  Paare  Gegenseiten  sind, 
denn  ebenso  wie 

abc  m  einer  Geraden  liegen,  treffen  sich  ^^F  in  einem  Punkt, 

aßy   >.      „  »  „  M         »»     ABC 

fxby   „      „  „  „  „         ,,     ABC 

cißc  „      „  „  „  „         „     ABT 

weil 


»»       ff         ff 

ii  tf  ti 


a  a  b  ß  c  y^  Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  den 
AABBTC  I  Kegelschnitt  (S  sind ; 


in  gleicher  Weise  sind: 


a  a  b  ß  c  y]  Pole  und  .     „  ^  ^ 

A^^BCrJ    Polaren    '»  B«™«  ««f  ^l 

und  endlich 

a  a  b  ß  c  y  ]  Pole  und   .     „  «  ^ 

^^•n^^*^>rki  m  Bezug  auf  33. 

^  A  B  ^  C  r  j    Polaren  ^ 

Der  Kegelschnitt  %  ist  also  ein  dem  Vierseit  BBCV  eiube- 
schriebener  harmonischer  Kegelschnitt,  für  welchen  die  Seiteo- 
paare ^  und  B,  C  und  r  als  zugeordnete  aufgefasst  sind,  ebenso 
ist  93  ein  dem  Vierseit  CT  AL  einbeschriebener  harmonischer 
Kegelschnitt  und  @  ein  dem  Vierseit  ALBB  einbeschriebener. 
Es  giebt  aber  nach  §  27  nur  einen  einzigen  harmonischen  Kegel- 
schnitt, welcher  bei  gegebener  Zuordnung  einem  gegebenen  Vier- 
eck einbeschrieben  oder  Vierseit  umschrieben  ist,  und  zugleich 
ersehen  wir  aus  der  letzten  Zusammenstellung,  dass  das  vollstän- 
dige Viereck  und  das  vollständige  Vierseit  Polarfiguren  röcksichl- 
lieh  jedes  der  drei  Kegelschnitte  91  93  €   sind,    indem  niu*  die 
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drei  einfachen  Vierecke,  aus  denen  das  vollständige  Vierseil  be- 
steht, den  drei  einfachen  Vierseiten,  aus  welchen  das  vollstän- 
dige Viereck  besteht^  in  verschiedener  Weise  entsprechen  bei 
S  9  und  €;  da  also  auch  die  einfachen  Vierseite  die  Polarfiguren 
der  einfachen  Vierecke  sind ,  so  müssen  die  jenen  einbeschriebe- 
nen harmonischen  Kegelschnitte  die  Polarfiguren  der  diesen  um- 
schriebenen Kegelschnitte  sein;  es  folgt  hieraus,  dass  die  drei 
harmonisch  -  zugeordneten  Kegelschnitte  91  93  €  die 
merkwürdige  Eigenschaft  besitzen,  dass  jeder  seine 
eigene  Polarfigur  ist,  wenn  er  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  andern  polarisirt  wird.  Um  z.  B.  die  Polarfigur 
des  Kegelschnitts  %  in  Bezug  auf  fß  zu  erhalten ,  müssen  wir  von 
den  vier  Punkten  hß  cy  und  den  in  ihnen  stattfindenden  Tangen- 
ten BB  CT  die  Polaren  und  Pole  rücksichtlich  S3  nehmen ; 
erstere  sind  beziehlich  BBCT  und  letztere  ßbcy,  der  Polar- 
kegelschnitt geht  also  durch  dieselben  vier  Punkte  und  hat  diesel- 
ben vier  Tangenten  in  ihnen,  wie  der  zu  polarisirende ;  er  coinci- 
dirt  daher  mit  ihm.  Dasselbe  geht  hervor,  wenn  wir  den  dritten 
Kegelschnitt  (S  als  Basis  nehmen.  Dieser  eigenthümliche  Zusam- 
menhang der  drei  Kegelschnitte  9t  S  @,  wonach  jeder  sich  selbst 
wieder  erzeugt,  lässt  sich  noch  deutlicher  überblicken ,  wenn  wir 
von  den  Punkten  eines  dieser  Kegelschnitte  die  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  zweiten  aufsuchen ,  welche  selbst  Tangenten  des  ersten  sein 
müssen,  und  dabei  zugleich  die  Berührungspunkte  der  letzteren 
ermitteln.  Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  a  auf  dem  Kegel- 
ächnitt  31  an,  so  muss  seine  Polare  in  Bezug  auf  33  eine  Tan- 
gente von  91  sein,  möge  sie  den  Berührungspunkt  a'  haben; 
dann  wird  die  Polare  von  a'  in  Bezug  auf  33  ebenfalls  eine  Tangente 
von  91  sein  und  offenbar  den  zuerst  angenommenen  Punkt  a  zum 
Berührungspunkt  haben;  nennen  wir  für  den  Augenblick  diese 
beiden  Tangenten  in  a  und  a  am  Kegelschnitt  91:  i^  und  ta'  und 
ihren  Schnittpunkt  ^,  so  ist  in  Bezug  auf  den  Kegelschnilf  93:  a 
und  ta'  Pol  und  Polare,  ebenfalls  auch  a'  und  ta>  folglich  auch 
i  und  aa  ;  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  91  sind  aber  ebenfalls  g 
und  aa'  Pol  und  Polare,  weil  seine  Tangenten  in  a  und  a'  durch 
3  gehen.  Der  Punkt  d  und  die  Gerade  aa'  sind  daher  gemein- 
schaftlich für  beide  Kegelschnitte  91  und  93  Pol  und  Polare,  sie 
mussten  also  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  angehören;  dies  ist 
aber  xyz,  also  haben  die  Kegelschnitte  91  und  93  zwei  und  so« 
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gar  unendlich -viele  gemeinschaftliche  Tripel  und  dies  ist  (§  53) 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  eine  doppelte  Berührung 
haben ;  sie  haben  nun  in  der  That  eine  doppelte  Berührung  in  den 
Punkten  c  und  y\  z  und  Z  sind  gemeinschaftlich  Pol  und  Polare 
für  beide  Kegelschnitte  und  haben  in  Bezug  auf  beide  dasselbe 
Strahl-  und  Punktsystem;  alle  Tripel  konjugirter  Punkte,  welche 
beiden  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sind,  müssen  daher  eine 
Ecke  in  r  und  eine  Seite  in  Z  haben  und  es  folgt  daraus,  dass 
der  Punkt  2  in  Z  liegen  und  die  Verbindungslinie  aa'  durch  z 
laufen  muss.  Um  also  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a  des 
Kegelschnitts  ^  in  Bezug  auf  S3'zu  erhalten,  ziehen  wir  az,  wel- 
ches in  a'  dem  91  zum  andern  Mal  begegnet;  dann  ist  die  Tan- 
gente in  a'  an  ^  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  S3;  um  gleicher- 
weise die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  @  zu  erhalten,  ziehen  wir 
ay,  welches  in  a"  dem  51  zum  andern  Male  begegnet;  die  Tan- 
gente in  a''  an  Sl  ist  dann  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  S; 
hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Verbindungslinie  a'a'^'  durch  x 
gehen  muss  {%  31).  Jeder  durch  x  gehende  Strahl  trifft  also 
den  Kegelschnitt  51  in  zwei  solchen  Punkten,  dass  die  Tangenten 
derselben  die  Polaren  in  Bezug  auf  93  und  6  von  ein  und  dem- 
selben dritten  Punkte  des  51  sind,  und  das  Analoge  gilt  von  y 
und  z. 

Ferner  lassen  sich  die  Mittelpunkte  der  drei  Kegelschnitte 
5153@  leicht  ermitteln;  da  aa  die  Berührungssehne  und  x  ihr 
Pol  für  die  Kegelschnitte  93  und  @  ist,  so  muss,  wenn  wir  mit 
fi  die  Mitte  der  Berührungssehne  acc  bezeichnen,  xfi  durch  die 
Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  93  und  d  gehen;  ist  (i'  die  Mitte 
der  Sehne  bß,  so  muss  yfi'  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte S  und  51  gehen,  folglich  ist  der  Schnittpunkt  {x(i,y(i') 
der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  @;  ist  endlich  fi"  die  Mitte  der 
Sehne  cy,  so  geht  zfi"  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
51  und  93  und  daher  ist: 

(xfi,  ^ji*')  s=SDl"  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  6, 
{yii\  z(i")  =  2Jl      „  „  „  „  31, 

(zfi'\  xfi)  =  y!ll'    „  „  „  „  93. 

Die  drei  Punkte  (i(i  fi'  liegen  als  die  Mitten  der  drei  Dia- 
gonalen eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer  Geraden  (§  43). 
Da  wir  von  den  drei  harmonisch  zugeordneten  Kegelschnitten  ein 
ihnen  gemeinsames  Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  aß  SOt' SDl" 
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kennen,  so  lässt  sich  nach  der  in  §  45  gemachten  Bemerkung 
jetzt  auch  die  Gattung  der  Kegelschnitte  bestimmen.  Wir  sehen 
nämlich,  dass  die  drei  Mitten  (a  fi'  fi"  der  Diagonalen  aa,  bß^ 
cy  des  vollständigen  Vierseits  noth wendig  ausserhalb  der  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  xyz  liegen  müssen,  denn  es  sind  yz  zu  aa 
harmonisch  gelegen  und  die  Mitte  des  einen  Paares  zugeordneter 
Punkte  aa  liegt  offenbar  ausserhalb  des  andern  Paares  zugeord- 
neter (wegen  des  hyperbolischen  Punktsystems);  wenn  aber  eine 
Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  xyz  so  trifft,  dass  die 
drei  Schnittpunkte  ftft'f*"  ausserhalb  der  drei  Seiten  yz,  zx,  xy 
zu  liegen  kommen,  so  wird  in  dem  vollständigen  Vierseit,  dessen 
drei  Paar  Gegenecken  x^i,  y\k\  z\ji'  und  dessen  Diagonalpunkte 
3n''äRS0t'  sind,  nothwendig  einer  zwischen  a:ft,  ein  anderer 
zwischen  y\h'  liegen»  der  dritte  aber  ausserhalb  x\l  und  y^\ 
Von  den  7  Räumen^  in  welche  die  Ebene  durch  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  zertheilt  wird,  müssen  also  zwei  hyperbolische 
Räume  {h)  zwei  von  den  Mittelpunkten  enthalten,  während  der 
dritte  entweder  in  den  dritten  hyperbolischen  oder  den  gegen- 
überliegenden elliptischen  Raum  hineinfallen  wird,  also:  Von 
drei  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten  müssen 
entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  einer  Ellipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln  sein.  Als  besonderen  Fall 
der  letzten  Art  giebt  es  ein  sehr  einfaches  Beispiel  von  drei  har- 
monisch-zugeordneten Kegelschnitten:  Ist  nämlich  insbesondere 
z  der  Mittelpunkt  des  als  Ellipse  angenommenen  Kegelschnitts  (S 
und  sind  die  Tripelstrahlen  X  und  T  die  Axen  der  Ellipse,  so 
werden  die  beiden  andern  zugeordnet-harmonischen  Kegelschnitte 
zwei  Hyperbeln,  deren  eine  die  Ellipse  in  c|^n  Scheiteln  der 
grossen  Axe,  die  andere  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  dop- 
pelt berührt,  indem  die  beiden  Hyperbeln  dieselben  Asymptoten 
haben,  also  konjugirte  Hyperbeln  sind,  und  die  Asymptoten  dieser 
Hyperbeln  in  die  Richtungen  der  beiden  gleichen  konjugirten 
Durchmesser  der  Ellipse  fallen.  Dies  ist  der  einfachste  Fall  dreier 
harmonisch-zugeordaeter  Kegelschnitte,  welche,  in  Bezug  auf  einan- 
der polarisirt,  sich  selbst  wiedererzeugen.  Wählt  .man  für  6 
einen  Kreis,  so  bestehen  35  und  21  aus  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  in  den  Endpunkten  zweier  zu  einander  rechtwink- 
ligen Durchmesser  den  Kreis  berühren  und  dieselben  Asymptoten 
haben. 
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In  eigenthömiicher  Art  tritt  zu  den  harmonisch-zugeordneten 
Kegelschnitten  31  93  @  noch  ein  vierter  imaginärer  Kegel- 
schnitt Ü),  von  dem  man  sagen  kann,  dass  er  dieselben  Bezie- 
hungen darbietet,  wie  die  drei  reellen  (vgl.  §  56).  Wir  haben 
nämlich  oben  drei  Zuordnungen  der  Punkte  aa,  bß,  cy  zu  den 
Geraden  AA,  BB,  CT  erkannt,  wonach  diese  Polaren  jener  sind; 
durch  jede  dieser  Zuordnungen  wurde  ein  Kegelschnitt  bestimmt, 
indem  eigentlich  mehr  Bedingungen  dadurch  gesetzt  waren,  die 
sich  aber  nicht  widersprachen;  jetzt  können  wir  noch  eine  vierte 
Zuordnung  festsetzen,  nämlich: 

a  a  b  ß  c  y  Pole  und  1 

A  ^  B  ^  r  C  Polaren  J 
in  Bezug  auf  einen  unbekannten  zu  suchenden  Kegelschnitt  S; 
für  diesen  Kegelschnitt  müssen  sowohl  xaa  als  auch  ybß  und 
ebenso  zcy,  endlich  auch  xyz  je  ein  Tripel  konjugirter  Punkte 
sein.  Auf  den  drei  Tripelstrahlen  XYZ  kennen  wir  also  die 
drei  Punktsysteme,  welche  dem  Kegelschnitt  S)  zugehören  müssen; 
da  diese  alle  drei  elliptisch  sind  (wegen  der  harmonischen  Eigen- 
schaft des  vollständigen  Vierseits),  so  ist  es  ersichtlich,  dass  der 
ganze  Kegelschnitt  imaginär  sein  muss;  wir  erkennen  dies  aber 
auch,  indem  wir  seinen  Mittelpunkt  aufsuchen;  das  elliptische 
Punktsystem,  von  dem  yz  und  aa  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
sind,  hat  nämlich  zum  Mittelpunkt  denjenigen  Punkt  m,  in  wel- 
chem yz  von  a:3Jl  getroffen  wird,  denn  dasselbe  Punktsystem  ge- 
hört auch  dem  Kegelschnitt  ^  zu,  und  da  oc  und  X  Pol  und 
Polare  sind,  so  muss  x^  durch  m  gehen;  die  drei  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Linien  rcSR,  ySK',  zSK"  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  37k'"  (nach  bekannten  harmonischen  Eigenschaften), 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  !S;  durch  diesen  Mittelpunkt 
und  das  Tripel  xyz  ist  der  Kegelschnitt  schon  vollständig  be- 
stimmt; es  zeigt  sich  nun,  dass  er  imaginär  sein  muss,  weil 
ÜK'"  in  das  Innere  des  Dreiecks  xyz  hineinfällt  (§45),  denn 
die  drei  Punkte  (a  (i'  fi''  liegen,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  in 
ihren  Verlängerungen  trifft.  Da  nun  (Fig.  79)  die  Punkte  xft» 
y(i\  z(i''  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
sind,  dessen  Diagonalen  sich  in  3R3R'3R"  schneiden,  so  wer- 
den x3!H  und  x3R'  harmonisch  getrennt  durch  xy  und  xz, 
und  da  x^-    die  Linie  yz  im  Punkte  (i  ausserhalb  yz  trifft,  so 
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K  dieselbe  zwischen  yz  treffen,   ehenso  muss  y9Jt'  die 
X  zwischen  ihren  Endpunkten   treffen   und  gleicherweise 


die  dritte  iSDl";  der 
Schnittpunlit  an'"  liegt 
daher  nothwendig  in- 
nerhalb des  Dreiecks 
xyz  und  der  Kegel- 
schnitt ®,  für  welchen 
xyx  ein  Tripel  und 
SOi'"  der  Mittelpunkt  ist, 
wird  also  imaginär.  Aus 
dem  Umstände,  dass 
die  drei  Strahlen  xSSi, 
ySBt'.jSK'sichineinem  ~ 
Punkte  3ß"'  schneiden 
oder  xyz  das  Diago- 
naldreieck des  vollständigen  Vierecks  5Dl2)l'SDl"aH"'  ist,  geht 
hervor,  dass  für  den  durch  den  Mittelpunkt  ä)i"'  und  das  Tripel 
xyz  bestimmten  imaginären  Kegelschnitt  S)  in  der  That 

a  a  b  ß  c  y\   Pole  und  , 

h.A'A  BTc]  Polaren 
sind.  FQgen  wir  diesen  vierten  imaginären  Kegelschnitt  den  oben 
untersuchten  dreien  hinzu,  so  haben  wir  für  diese  vier  har- 
monisch-zugeordnetenKegelschnitte  folgende  Zusammen- 
gehörigkeit von  Pol  und  Polare; 


in  Bezug  auf  "h 


tar 

Sa 

SD 

H          j          S 

Pol  ...    . 

Polare    .  . 

kABtCV 

a«bßc, 
AktBCT 

a«bflb,\<,«bßcf 
AKBtTC  \t.ÄtI!TC 

Aus  dieser  Zusammenstellung  tritt  es  aber  klar  vor  die  Augen, 
dass  aus  jedem  der  vier  Kegelschnitte  als  Polarßgur  in  Bezug  auf 
einen  der  übrigen  er  selbst  hervorgeht,  denn  durch  Polari- 
sation wird  aus  Pol  und  Polare  für  die  eine  Figur  Polare  und 
Pol  für  die  Polarfigur;  wenn  wir  daher  einen  der  vier  Kegel- 
schnitte in  Bezug  auf  einen  andern  polarisiren  wollen,  so  suchen 
wir  von  den  Punkten  aa  ..  und  den  Geraden  AK. . .,  wie  sie 
bei  dem  gewählten  Kegelschnitte  zusammengehören,  die  Pola- 
ren und  Pole  in  Bezug  auf  die  gewählte  Basis  und  gelangen  da- 
durch wieder  zu   denselben  Geraden   und  denselben  zugehörigen 
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Punkten ;  der  Kegelschnitt  muss  also  seine  eigene  Polarfigur  sein, 
v!e\l  er  durch  diese  sechs  Paare  von  Polen  und  Polaren  schon 
mehr,  als  bestimmt  ist.  Auch  für  den  imaginären  Kegelschnitt  S) 
tritt  die  Eigenschaft  der  doppelten  Berührung  zu  Tage;  er  hat 
nämlich  mit  dem  Kegelschnitt  %  den  Punkt  x  und  die  Ge- 
rade X  als  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  und  das  Punktsystem 
auf  X,  welches  von  den  Paaren  yz  und  aa  bestimmt  wird,  ist 
ebenfalls  beiden  Kegelschnitten  zugehörig;  sie  haben  daher  eine 
ideelle  doppelte  Berührung  (§  51)  und  X  zur  gemeinschaftlichen 
Berührungssehne,  x  zum  Durchschnittspunkt  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  ebenso  ^  und  Sß,  Fund  y,  endlich  S)  und  @, 
Z  und  z.  Wir  können  hiernach  die  vier  Kegelschnitte  31 S  6  ® 
auf  dreierlei  Art  in  Paare  je  zweier  gewissermassen  zusammen- 
gehöriger Kegelschnitte  theilen ,  nämlich :  Die  Kegelschnitte  93  und 
(£  haben  eine  reelle  doppelte  Berührung  in  den  Punkten  acc,  sie 
haben  also  X  zur  gemeinschaftlichen  Berührungssehne  und  x  zum 
Pol  derselben;  dagegen  %  und  S)  haben  eine  ideelle  doppelte 
Berührung  mit  derselben  Berührungssehne  X  und  dem  Pol  x\ 
dies  ist  die  erste  Art  und  ähnlich  die  übrigen;«  es  gehören  also 
zusammen : 

S3  und  6,  ^  und  S  in  Bezug  auf  x  und  X, 
S  „  21.  »  „  SD  „  „  „  y  „  r, 
21  „  S3,  e  „  SD  „  „  „  z  „  Z. 
Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  wie  die  vier  harmonisch -zu- 
geordneten Kegelschnitte  bei  dem  völlig  reellen  vollständigen  Vier- 
seit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa,  bß,  cy  und  dessen  Dia- 
gonalpunkte xyz  sind,  zum  Vorschein  kommen;  eine  sehr  einfache 
und  natürliche  Entstehungsweise  solcher  vier  harmonisch -zuge- 
ordneter Kegelschnitte  siehe  §  56.  Wir  übergehen  hier  die  Erör- 
terung der  Modifikationen,  welche  eintreten,  wenn  das  vollstän- 
dige Vierseit  nicht  mehr  völlig  reell  angenommen  wird,  sondern 
nach  der  Art  II.  oder  III.  (§  53)  beschafl*en  ist;  in  dem  von  uns 
augenommenen  Fall  tritt  nun  zu  der  bereits  erwähnten  Eigen- 
schaft, dass  jeder  der  vier  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitte 
seine  eigene  Polare  ist,  noch  eine  etwas  allgemeinere;  bezeich- 
nen wir  nämlich  das  vollständige  Vierseit,  dessen  vier  Seiten 
ahc,  aßy,  aby,  aßc  sind,  mit  S3  und  das  vollständige  Viereck, 
dessen  vier  Ecken  ABF,  ABC,  ABCy  ABT  sind,  mit  F,  so 
sind  $  und  V  Polarfiguren  in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmonisch- 
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zugeordneten  Kegelschnitte,  aber  jedesmal  entsprechen  sich  Ecken 
und  Seiten  in  anderer  Weise >  was  unmittelbar  aus  dem  oben 
zusammengestellten  Schema  von  Polen  und  Polaren  der  vier 
Kegelschnitte  abzulesen  ist.  Es  zeigt  sich  nun  ferner >  dass 
irgend  ein  dem  Vierseit  95  einbeschriebener  Kegel- 
schnitt zu  seiner  Polarfigur  in  Bezug  auf  jeden  der 
vier  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitte  ein  und 
denselben  dem  Viereck  V  umschriebenen  Kegel- 
schnitt hat.  Da  nämlich  vier  Punkte  einer  Geraden  dasselbe 
Doppelverbältniss  haben,  wie  ihre  vier  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt,  so  wird,  wenn  irgend  ein  dem  Vierseit  93 
einbeschriebener  Kegelschnitt  die  Seite  ab  c  in  p  berührt,  die 
Polare  von  p  in  Bezug  auf  51  diejenige  Gerade  S  sein,  welche 
aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (abcp)  =  {ABCi) 
konstruirbar  ist;  diese  Gerade  ist  gleichzeitig  die  Polare  eines 
Punktes  p'  der  Geraden  a  ß  c  in  Bezug  auf  95,  da 

{ABCi)  =  {aßcp); 
aus*  der  Gleichheit: 

(a  b  cp)  =  {a  ß  c  p') 

folgt,  dass  sich  acc,  bß,  pp'  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen oder  p2;jE>'  in  einer  Geraden  liegen;  der  angenommene 
Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  9S  einbeschrieben  ist  und  abc 
in  p  berührt,  muss  aber  (§  27)  a  j3  c  in  p'  berühren  und  die 
Polare  von  p  in  Bezug  auf  51  ist  identisch  mit  der  Polare  von 
p'  in  Bezug  auf  93,  nämlich  die  Gerade  £;  folglich  ist  die  Polar- 
tigur  des  angenommenen  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  die  Basis  % 
und  in  Bezug  auf  die  Basis  93  derselbe,  dem  Viereck  V  um- 
scliriebene  Kegelschnitt  und  dasselbe  folgt  in  gleicher  Weise  für 
die  andern  Basen. 

Hieran  knüpft  sich  umgekehrt  die  Aufgabe:  Zu  zweiinder 
Ebene  beliebig  gegebenen  Kegelschnitten  einen  solchen 
dritten  zu  fiaden,  in  Bezug  auf  welchen  der  eine  gege- 
beneKegelschnitt  diePolarfigur  des  andern  ist.*)  Es  liegt 
nach  dem  Obigen  nahe,   zu   vermuthen,  dass  es  im  Allgemeinen 

*)  Diese  Aufgabe  hat  Steiner  in  einer  am  26.  März  1846  in  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  gehaltenen  Vorlesung  behan- 
delt, wovon  nur  die  Anzeige  in  den  Monats -Berichten  und  in  Crelle^s 
Journal,  Bd.  32,  8.  79  sich  findet.  £ine  analytische  Behandlung  des 
Problems  hat  Herr  J.  Rosanes  in  seiner  Inaugurai- Dissertation:  de 
polarium  reciprocarum  theoria  observationes,  Breslau  1865,  geliefert. 
Schrote*,  Theorie  d.  Kegpelsehn.  ^7 
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vier  Basen  geben  wird,  welche  die  gegenseitige  Lage  von  vier 
harmonisch  -  zugeordneten  Kegelschnitten  besitzen,  und  diese  Ver- 
muthung  bestätigt  sich  leicht.  Zuvörderst  ist  klar,  dass,  wenn 
die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  K  und  K^,  deren  einer  die 
Polarfigur  des  andern  sein  soll,  eine  reelle  gemeinschartliche  Tan- 
gente haben,  sie  nothwendig  auch  einen  reellen  Schniltpuokt 
haben  müssen,  denn  der  Pol  jener  in  Bezug  auf  die  angenom- 
mene Basis  muss  sowohl  ein  Punkt  von  K,  wie  von  K^  sein;  es 
folgt  hieraus,  dass  von  den  in  §  53  unterschiedenen  Fällen^ 
welche  allein  bei  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Kegelschnitte 
eintreten  können,  die  Fälle  IL  und  IIL  (sobald  K  und  K^  vier 
reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente, 
oder  sobald  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  •  und  keinen 
reellen  Schnittpunkt  haben)  sofort  auszuschliessen  sind,  also  nur 
die  Fälle  L  >  und  IV. ,  wo  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  nach 
der  Art  (a)  liegt,  und  anderseits  der  Fall  V.,  wo  es  nur  theil- 
weise  reell  ist,  übrig  bleiben. 

Die  Fälle  L  und  IV.  (wo  die  beiden  Kegelschnitte  K  und  K^ 
keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschaftliche 
Tangente,  oder  vier  reelle  Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben)  lassen  sich  zusammen  bebandeln; 
wir  ermitteln  nämlich  zunächst  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel 
xy  z  und  bemerken ,  dass  Pol  und  Polare  eines  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  irgend  eine  Basis  polarisirt  nothwendig  Polare  und 
Pol  für  die  Polarfigur  werden;  wenn  also  x  und  X  gleichzeitig 
für  beide  Kegelschnitte  K  und  K^,  deren  einer  die  Polarßgur 
des  andern  sein  soll,  Pol  und  Polare  sind,  so  müssen  in  Bezug 
auf  eine  solche  Basis  die  entsprechenden  Elemente  X'  und  x 
auch  für  K  und  K^  gleichzeitig  Polare  und  Pol  sein;  dasselbe 
gilt  von  y  und  F,  z  und  Z,  deren  entsprechende  Elemente  in 
Bezug  auf  die  Basis  F'  und  y\  Z'  und  z  seien;  da  nun  xyi 
und  X  YZ  ein  Tripel  bilden,  so  bilden  auch  X'  Y' Z'  und  xyi 
ein  Tripel  und  zwar  ein  solches,  welches  beiden  Kegelschuitleo 
JiT  und  AT}  gemeinschaftlich  sein  muss;  nun  haben  aber  Ä' und  i^i 
nur  ein  gemeinschaftliches  Tripel,  es  coincidirt  daher  x  y  z'  mit 
xyz^  d.  h.  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  der  beiden  Kegel- 
schnitte K  und  AT]  muss  zugleich  ein  Tripel  für  die  unbekannte 
Basis  sein.  Wir  wissen  ferner  (§  53) ,  dass  in  den  Fällen  L  und 
IV.  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  nothwendig  ein  Tri- 
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pelpuukt  z  innerhalb  beide?  Kegelschnitte  liegt  und  c|ie  durch 
ihn  gehenden  beiden  Tripelstrahlen  X  Y  die  Kegelschnitte  IC  und 
K^  in  reellen  Punktenpaaren  schneiden,  während  der  dritte  Tri- 
pelstrabl  Z,  welcher  die  Punkte  x  und  y  enthält,  keinen  von 
beiden  Kegelschnitten  trilfl.  Möge  der  Tripelstrahl  Ä  dem  Ke- 
gelschnitte IC  in  p  und  7t,  dem  IC^  in  P|  und  n^,  dagegen  Y 
dem  Kegelschnitte  ^  in  r  und  q,  dem  ICi  in  r^  und  ^|  begeg- 
nen; die  Punkte  p  und  n,  p^  und  n^  sind  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  Asymptoten- 
punkte z  und  y  sind,  und  ebenso  r  und  q,  r^  und  q^  Paare 
konjugirter  Punkte  eines  zweiten  Punktsystems,  dessen  Asympto- 
tenpunkte z  und  X  sind.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  p^rp^Tr^ 
sind  xp,  X7C,  xpi,  xn^  und  in  den  Punkten  rqr^q^  die  Ver- 
bindungslinien: yr,  yQ,  yr^,  y q^.  Wenn  nun  der  Kegelschnitt 
K^  die  Polarfigur  von  K  sein  soll  in  Bezug  auf  eine  noch  zu 
suchende  Basis,  so  muss  die  Polare  von  p  in  Bezug  auf  diese 
Basis,  welche  mit  K  und  K^  das  Tripel  xyz  gemeinsam  hat, 
einmal  durch  x  gehen,  weil  p  auf  X  liegt,  und  anderseits  eine 
Tangente  der  Polarfigur  K^  sein;  sie  muss  also  eine  der  beiden 
Tangenten  xp^  oder  xn^  sein  und  ebenso  muss  die  Polare  von 
%  in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Basis  eine  der  beiden  Tangenten 
xn^  oder  xp^  sein.  Das  Gleiche  gilt  für  den  andern  Strahl  Y. 
Die  Polare  von  r  in  Bezug  auf  die  noch  unbekannte  Basis  muss 
yr,  oder  yq^  sein  und  die  Polare  von  q\  yq^  oder  yr^\  hiernach 
stellen  sich  nur  vier  Möglichkeiten  heraus:  für  die  unbekannte 
Basis  sind: 


1)  p  n  r 

Pi  ^1  ^1 

2)  p  7C  r 

Pi  ^1  ^1 

3)  p  yt  r 


zwei  konjugirte  Punkte 


^1     Pi     ^i 
A)     p       7t       r       Q 

^1      Pi      Qi     n 

Dem  entsprechend  werden  sich  vier  Basen  ermitteln  lassen,  in- 
dem auf  den  Tripelstrahlen  X  Y  die  Punktsysteme  bekannt  sind, 
welche  einer  jeden  zugehören  müssen;  auf  X  bilden  nämlich  die 
vier  Punkte  pitp^Tt^  ^^'®^  Punktenpaare  pn,  P\^\  eines  hyper- 

27* 
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bolischen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte  y  und  z  sind; 
anderseits  rufen  dieselben  vier  Punkte  pnp^%^  paarweise  als 
koujugirte  Punkte  aufgefasst  noch  zwei  neue  Punktsysteme  her- 
vor [%  16),  von  denen  nothwendig  eines  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch  ist;  dasjenige,  bei  welchem  p  und  p^,  tt  und  %^ 
konjugirte  Punkte  sind,  sei  das  hyperbolische  [h^  und  dasjenige, 
bei  welchem  p  und  tt^,  %  und  pj  konjugirte  sind,  sei  das  ellip- 
tische Punktsystem  [e^\  in  gleicher  Weise  werden  auf  dem  Tripel- 
strahl  F  durch  die  vier  Punkte  rqr^  q^  drei  Punktsysteme  hervor- 
gerufen, deren  erstes  durch  die  Paare  r  und  q,  r^  und  Qy  bestimmt 
wird  und  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptotenpunkten  z  imd  x,  wäh- 
rend von  den  beiden  übrigen  nothwendig  eines,  hyperbolisch  (^2)1 
durch  die  Punktenpaare  r  und  r^,  q  und  q^,  das  andere,  elliptisch 
[e^,  durch  die  Punktenpaare  r  und  q^  ,  q  und  r^  bestimmt  wird.  Die 
gesuchte  Basis  hat  daher  auf  den  beiden  Tripelstrahlen  X  und  Y 

entweder  die  Punktsysteme: 

(Ai)       (A2) 


zu  zugehörigen. 


oder  (Äi)       [e^ 

[e^]       (Ä2) 
(^1)       (^2) 

Die  beiden  hyperbolischen  Punktsysteme  [h^)  und  [h^  auf  X 
und  Y  haben  Asymptotenpunkte,  welche  wir  beziehungsweise  mit 
act  und  hß  bezeichnen  wollen;  diese  Asymptotenpunkte  sind  in 
bekannter  Weise  zu  ermitteln,  da  die  Punktsysteme  durch  die 
bekannten  Paare  konjugirter  Punkte  vollständig  bestimmt  sind; 
sie  stehen  auch  zu  den  elliptischen  Punktsystemen  [e^  und  [e^j 
in  eigenthumlicher  Beziehung;  weil  aa  die  Asymptotenpunkte  des 
durch  die  Paare  konjugirter  Punkte  p  und  p,,  n  und  n^  be- 
stimmten Punktsystems  (Aj  sind,  so  findet  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  statt: 

(pnacc)  =  (pi  Ttiaa)  =  {n^  p^  a  a) ,  (§  6) 

folglich  sind  a  und  a  ein  Paar  konjugirter  Punkte  desjenigen 
Punktsystems,  welches  durch  die  Paare  p  und  «,,  n  und  pj  be- 
stimmt wird,  d.  b.  des  Punktsystems  (Cj),  weil  entsprechende 
gleiche  Strecken  a  a  und  a  a  auf  einander  fallen  (§  16).  Ferner 
folgt  daraus,  dass  y  z  die  Asymptotenpunkte  des  durch  p  und  ?r, 
Pi  und  TCy  bestimmten  hyperbolischen  Punktsystems  sind. 
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also  auch  yz  sind,  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punktsystems 
(ß|j;  durch  die  beiden  Paare  a  und  a,  y  und  z  ist  daher  das 
Punktsystem  [e^  bestimmt,  sowie  das  Punktsystem  [h^  durch  die 
Asymptotenpunkte  a  und  a  bestimmt  wird ;  endlich  bemerken  wir 
noch,  dass  auch  y  und  z  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (Aj)  sind,  also  zw.  acc  harmonisch  liegen,  was  aus  der 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse : 

[p  it^aa)  =3  (pj  %  a  a)  =  [tc  p^  a  a) 
folgt;   denn  hieraus  geht  hervor,    dass  aa  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  für  das  durch  p  und  tt,  p^  und  n^  bestimmte  Punktsystem 
ist,  dessen  Asymptotenpunkte  yz  sind. 

In  ganz  gleicher  Weise  besitzen  die  Asymptotenpunkte  bß 
auf  dem  zweiten  Tripelstrahl  Y  die  Eigenschaft,  harmonisch  zu 
xz  zu  liegen,  und  die  beiden  Punktenpaare  b  und  ß,  x  und  z 
bestimmen  das  elliptische  Punktsystem  [e^,  während  b  und  ß  als 
Asymptotenpunkte  das  hyperbolische  Punktsystem  (^2)  bestimmen. 
Endlich  folgt  noch ,  w  eil  a  a  harmonisch  liegen  zu  zy  und  b  ß 
in  zx,  dass  die  Verbindungslinien  ab  und  aß  sich  in  einem 
Punkte  c  der  Geraden  xy  und  ebenso  aß,  ab  sich  in  einem 
Punkte  y  der  vorigen  Geraden  xy  treffen  müssen;  also  die  Punkte 
acc,  bß,  cy  sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines 
vollständigen  Vierseits  9S,  dessen  Diagonaldreierk  xyz  ist.  Nach 
diesen  Erörterungen  w^erden  sich  jetzt  die  vier  Basen  ergeben, 
in  Bezug  auf  welche  K  und  K^  Polarfiguren  sein  sollen.  Fassen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  der  beiden  hyperbolischen  Punkt- 
systeme (^1)  und  (^2)  ^^^  Auge ,  so  müsste  die  gesuchte  Basis  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  Bezug  auf  sie  von  p  die  Polare  xp^, 
von  %  die  Polare  xn^  und  auch  von  p^  die  Polare  xp,  von  %^ 
die  Polare  x%  wäre;  eine  solche  Basis  musste  also  xa  und  xa 
in  den  Punkten  a  und  a  berühren ;  zweitens  müsste  sie  analoger 
Weise  yb  und  y  ß  m  den  Punkten  b  und  ß  berühren;  es  giebt 
nun  aber  einen  solchen  reellen  Regelschnitt  IS,  wie  wir  aus  der 
obigen  Betrachtung  harmouisch-zugeordneter  Kegelschnitte  wissen, 
und  derselbe  ist  durch  die  geforderten  Bedingungen  zwar  mehr 
als  bestimmt,  aber  jene  Bedingungen  widersprechen  sich  nicht. 
In  Bezug  auf  eine  solche  Basis  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  in  der 
That  der  Kegelschnitt  K^  die  Polarfigur  von  K  und  umgekehrt, 
denn  durch  die  vier  Punkte  pTtrQ  und  ihre  Tangenten  ist 
£  mehr  als   bestimmt.     Im  zweiten  Falle  giebt  es  einen  reellen 
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Kegelschnitt  93,  welcher  xa  und  xa  m  den  Punkten  a  und  a  be- 
rührt und  gleichzeitig  das  Punktsystem  [e,^,  welches  durch  die  Paare 
bß^  zx  bestimmt  wird,  sowie  das  mit  ihm  perspektivische  Strahl- 
System  durch  y  zu  zugehörigen  hat;  im  dritten  Falle  giebt  es 
einen  reellen  Kegelschnitt  %,  welcher  y  b  und  y  ß  in  den  Punkten 
b  und  ß  berührt  und  das  elliptische  Punktsystem  (e^),  durch  die 
Paare  acc,  zy  bestimmt,  sowie  das  mit  ihm  perspektivische  Strahl- 
system durch  X  zu  zugehörigen  hat ;  endlich  im  vierten  Falle  giebt 
es  einen  imaginären  Kegelschnitt  ®,  welcher  die  beiden  ellip- 
tischen Punktsysteme  (e^)  und  (^2)  ^"^  ^^^  ™^^  ihnen  perspektivi- 
schen Sirahlsysteme  durch  x  und  y  zu  den  zugehörigen  hat.  Für 
jeden  dieser  vier  Kegelschnitte  als  Basis  müssen  IC  und  K^  Po- 
larfiguren sein,  was  in  derselhen  Art,  wie  für  den  Kegelschnitt 
(S,  sich  ergiebt.  Diese  vier  Basen  haben  aber  die  Eigenschaft  von 
vier  barmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten,  welche  sich  auf  das 
vollständige  Yierseit  beziehen,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa, 
bß,  cy,  und  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Nach  dem  Frühe- 
ren ist  daher  von  den  vier  Basen  eine  imaginär ,  die  drei  andern 
sind  reell  und  entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  eine  Ellipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln.  Die  Konstruktion  dieser  Kegel- 
schnitte ist  in  der  Herleitung  selbst  enthalten.  Wir  können  nun- 
mehr  folgendes  Resultat  zusammenfassen: 

-  Sind  zwei  beliebige  Kegelschnitte  A!' und  A^'i  in  der 
Ebene  gegeben,  so  können  im  Allgemeinen  vier  andere 
Kegelschnitte,  von  der  Beschaffenheit  gefunden  wer- 
den, dass  für  jeden  von  ihnen  als  Basis  die  gegebeoen 
Kegelschnitte  Polarfiguren  von  einander  sind.  Diese 
vier  Basen  sind  vier  harmonisch  -  zugeordnete  Kegel- 
schnitte. Haben  IC  und  AT^  entweder  vier  reelle  Schnitt- 
punkte und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente, 
oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  und 
keinen  reellen  Schnittpunkt,  so  ist  keine  der  Basen 
reell;  haben  dagegen  IC  und  IC^  entweder  vier  reelle 
Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tau- 
genten, oder  keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine 
reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  so  sind  von  den 
vier  Basen  drei  reell  und  eine  imaginär;  die  drei 
reellen  Basen  sind  entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder 
eine  Ellipse,  und  die  beiden  andern  Hyperbeln.  Haben 
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K  und  Ky  endlich  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  sind  von  den 
vier  Basen  nur  zwei  reell  und  eine  istEllipse,  die  an- 
dere Hyperbel." 

Die  letzte  Behauptung,  welche  wir  anticipirt  haben,  bleibt 
noch  zu  erweisen;  in  dem  Falle  B)  (§  53),  wenn  die  beiden 
Kegelschnitte  K  und  K^  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  giebt  es  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  nur  einen  Punkt  x  und  seine  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftliche  Polare  X^  welche  den  einen  in 
p  und  TT,  den  andern  in  p^  und  %^  trifft;  diese  Punktenpaare 
müssen  reell  sein  und  einander  trennen,  so  dass  p^  zwischen  p 
und  TT,  n^  ausserhalb  pn  liegt,  wie  in  §  53  gezeigt  ist;  die 
Kegelschnitte  haben  ferner  eine  reelle  gemeinschaftliche  Sekante, 
welche  durch  ihre  beiden  reellen  Schnittpunkte  P  jß  und  durch  o; 
geht,  und  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  ebenfalls  durch  x\ 
die  erstere  treffe  X  \x\  o,  die  letztere  in  c?;  endlich  haben  K 
und  K^  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  $  und  O,  welche 
sich  in  einem  Punkte  s  der  Geraden  X  treffen,  während  die  an- 
dern beiden  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  nur  ihren 
reellen  Schnittpunkt  c  auf  X  haben  (d.  h.  dem  Punkte  c  gehört 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K  und  K^  dasselbe  elliptische, 
dem  Punkt  s  dasselbe  hyperbolische  Strahlsystem  zu).  Die  Punkte 
pnp^it^  sieben  nun  zu  den  vier  Punkten  ooj^cr  in  einer  eigen- 
thumlichen  Beziehung,  auf  welche  wir  vorher  nicht  aufmerksam 
zu  machen  Veranlassung  hatten,  deren  wir  aber  hier  bedürfen. 
Es  sind  nämlich  zunächst  o  und  <a  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  durch  die  beiden  Paare  p  %  und  p^  it^  bestimmten  elliptischen 
Punktsystems,  weil  xo  und  x^  das  einzig  reelle  Linienpaar  des 
durch  K  und  K^  bestimmten  Büschels  ist,  und  anderseits  sind 
auch  s  und  c  ein  Paar  konjugirte  Punkte  desselben  Punktsystems, 
weil  sie  das  einzig  reelle  Punktenpaar  der  durch  K  und  K^  be- 
stimmten Schaar  bilden;  X  schneidet  aber  das  Büschel  in  einem 
Punktsystem  und  die  von  x  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  ge- 
legten Tangentenpaare  bilden  ein  Strahlsystem.  Hierzu  kommt 
noch  ein  weiterer  Zusammenhang:  Die  vier  Punkte  pit,  Pi^i  be- 
stimmen nämlich  ausser  dem  erwähnten  elliptischen  Punktsysteme, 
in  anderer  Weise  zu  Paaren  geordnet,  zwei  andere  hyperbo- 
lische Punktsysteme  (§  16) ,  wenn  wir  einmal  p  und  p^v,  n  und  Jt^, 
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das  andere  Mal  p  und  it^ ,  n  und  p^  als  je  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  zur  Bestimmung  eines  Punktsystems  aufTassen,  und  es 
zeigt  sich,  dass 

1)  für  das  elliptische  Punktsystem  (e)  konjugirte  Punkte  sind : 

7t  7t  ^         <S         Ö, 

2)  für  das  eine  hyperbolische  Punktsystem  {h)  konjugirte 
Punkte  sind: 

p       7t        0        <S 

Pi     ^1     s      <y, 

3)  für  das  andere  hyperbolische  Punktsystem  {li)  konjugirte 
Punkte  sind: 

p        7t        0        s 

TTj        p^         Ö        CO. 

Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  umgekehrt  den  Punkt  s 
für  den  Fall  2)  als  konjugirten  Punkt  von  o  im  Punktsysteme 
(h)  konstruiren  und  zeigen,  dass  für  den  so  konstruirten  Punkt  s 
das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  rücksichtlich  beider  Kegelschnitte 
ICE^  dasselbe  wird,  woraus  folgt,  dass  er  der  Schnittpunkt  zweier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  sein  muss.  Die  in  §  16  angegebene 
Konstruktion  des  sechsten  Involutionspunktes,  sobald  fünf  gegeben 
sind,  lässt  sich  hier  foigendermassen  benutzen:  Wir  bestimmen 
die  Schnittpunkte: 

(i>7C,  Op)  =  §,         (Pp,,  Q 7t,)  =  ^,,     (Fig.  80) 

dann  trifft  |  ^^  den  Träger  X  in  demjenigen  Punkte  s,  welcher  dem 
0  konjugirt  ist  für  das  Punktsystem  (k);  wir  erhalten  denselben 
Punkt  s  auch  in  anderer  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte: 

[Pp,  Q7t)  =  71     und     {P7t,,  Qp,)  =.  i/j 

aufsuchen  und  riri,  ziehen,  welche  Linie  durch  s  gehen  muss. 

Wir  suchen  jetzt  die  Pole  der  Geraden  §  ^^  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  if  und  K^  auf  und  werden  sehen,  dass  sie  mit 
s  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  woraus  das  Uebrige  folgt.  Um 
den  Pol  von  ^^,8  in  Bezug  auf  K  zu  erhalten,  suchen  wir  den 
Schnittpunkt  der  Polaren  von  §  und  s  für  den  Kegelschnitt  K. 
Die  Polare  von  §  in  Bezug  auf  ^  ist  rjo  (wegen  des  vollständigen 
Vierecks  P Qp7t  im  Kegelschnitt  K) ;  die  Polare  von  s  in  Bezug 
auf  K  gebt  durch  x  und  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
sp7t,  dem  s  zugeordnet;   sei  dieser  für  den  Augenblick  d,  also: 


Ee^lichnittbüschel  und  Kegelschnittachaar.  §  54. 


425 


{p  re  s  8)  =  —  1 , 
so  ist  der  Schnittpunkt  {i}0,  xä)  der  Pol  von  |gj  in  Bezug  auf 
K;  .wir  erhallen  in  gleicher  Weise  den  Pol  derselben  Geraden  in 

(Fig.'.M.) 


Bezug  aur  X^,  indem  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt  d,  zu 
spjjtj  aufsuchen,  also: 

(p,  «,  Sgj)  =  -  1 
haben  und  dann  den  Schnittpunkt  (i;,  o ,  x  i,)  bestimmen.  Ferner 
gebt  It]  dunh  x,  weil  x  der  vierte  liarmonische  Punkt  zu  PQo, 
dem  o  zugeordnet  ist,  und  £  i]  ist  die  Polare  von  o  in  Bezug 
aur  K,  also  wenn  wir  mit  r  den  Schniltpunkt  von  |i)  mit  Ä 
bezeichnen,  ist: 

(p«oi)  =  -  1, 
ebenso  geht  auch  |,t]j  durch  x  und  ist  die  Polare  von  o  in  Be- 
zug auFA*!,  also  wenn  wir  mit  ti  den  Schnittpunkt  von  |,i),  mit 
X  bezeichnen,  ist: 

(Pi«ior,)  =  —  J. 
Aus  diesen  Beziehungen  geht  hervor 
(pjT  or)  =  (p,  jr,  s  3|)     und     (pn  si)  ^=  (p,  «,  öTi), 
folglich  haben   wir  in  dem  Punktsystem  (A)   folgende  Paare  kon- 
jugirter  Punkte: 

p    7t   o  X   &    s 
p,iti  sSi  rio, 
und  hieraus  folgt  die  Gleichheit  der  Doppelverhällnisse : 
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(O  S  X  2)    =    {S  0  ^i  t,), 

also  OS,  riS],  dr^  stehen  in  Involution,  folglich  ist  auch: 

{o  S  X  Tj)    =    {S  0  ^^  g). 

Verbinden  wir  die  vier  Punkte  o  sx  x^  mit  x,  so  erhalten 
wir  vier  Strahlen,  welche  resp.  durch  o  s  ri  rji  gehen,  und  da 
sririy  in  gerader  Linie  liegen,    so  haben  die  vier  Strahlen: 

0  X,  OS,  0  ri,  orii 

dasselbe  Doppelverhältniss ,  wie  die  vier  Punkte  s  o  ^^S  oder  die 
mit  ihnen  perspektivischen  Strahlen  xs,  xo,  x^i,  x^;  wir 
haben  daher  folgende  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

0  (x  s  riri^)  z=2  X  {o  s  ^  ^i) 

und  hieraus  folgt,  dass  die  drei  Punkte: 

s       {oriy  X  g)       (oi?i,  X  ^i) 

in  gerader  Linie  liegen;  folglich  liegen  die  beiden  Pole  der  Ge- 
raden £  li  5  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K  und  E^  mit  s  in 
gerader  Linie;  diese  beiden  durch  ^  gehenden  geraden  Linien  sind 
daher  konjugirle  Gerade  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte;  in 
ganz  gleicher  Weise  zeigen  wir,  dass  auch  die  Pole  der  Geraden 
rirjiS  in  Bezug  auf  K  und  IC^  mit  s  in  einer  Geraden  liegen; 
wir  haben  also  durch  s  zwei  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  (auch  ist  das  Paar  X  in  s  x  für  beide 
Kegelschnitte  konjugirt),  der  Punkt  s  hat  mithin  für  beide  Kegel- 
schnitte dasselbe  zugehörige  Strahlsystem  und  ist  daher  der 
Schnittpunkt  zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  J^undiTp 
folglich  bilden  die  drei  Punktenpaare  p  und  p^,  %  und  tt^  o  und 
s  in  der  That  eine  Involution  (h);  dass  dann  auch  cS  und  c  ein 
viertes  Paar   dieses  Punktsystems  ist,  folgt  unmittelbar  aus  dem 

elliptischen  Punktsystem  (e),  in  welchem  }^^^       ^l  vier  Paare 

konjugirter  Punkte  sind,  also: 

(p  Tt^  6  o)  ==  (tu  Pi  s  m)  =  (pi  7t  a  s); 
wenn  also  pp^,  tctc^,   o  s  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems 
(h)   sind,   so  müssen  es   auch   a  und   c?  sein.     Aus  den  beiden 
Punktsystemen   [e)  und  [k)  folgt  nun   das  dritte  (ä')  von  selbst, 
denn  wegen  [e)  ist  [pitos)  =  [itp^a)  und  wegen  [h] 

(tc  p  to  a)  =  (tTj  Pj  ö  (ö), 
folglich  ist  auch: 
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[p  %  0  s)  =  (jUi  Pi  a  o5) ; 
ferner  ist  wegen  (e) 

[p  n  0  g)  =  [%  p  du  s) 
und  wegen  [h) 

folglich 


(tt  p  CO  5)  =  («iPi  <>  0), 


(p  TT  0  <y )  =  (^1  Pi  <y  0) » 

d.  h.  (10  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  {h')  und 
nach  der  vorigen  Gleichheit  auch  s  und  oj  ein  Paar.  Hierdurch 
sind  nun  die  oben  ausgesprochenen  Beziehungen  der  vier  Punkte 
pytpyTC^  zu  den  vier  Punkten  0  ca  9  a  nachgewiesen;  jene  bestim- 
men paarweise  kombinirt  dieselben  drei  Punktsysteme  (e)  {h)  {h') 
wie  diese  und  von  den  letzten  vieren  ist  jeder  der  konjugirte 
der  drei  übrigen  in  diesen  drei  Punktsystemen,  und  auch  umge- 
kehrt. Diese  beiden  Quadrupel  von  je  vier  Punkten  stehen  also 
in  der  eigenthumlichen  Verbindung « mit  einander,  welche  wir 
schon  früher  (§  16)  untersucht  haben.  (Sind  die  beiden  Kegel- 
schnitte IC  und  K^  Kreise,  so  sind  s  und  <s  ihre  Aehnlichkeits- 
punkte,  ^  die  Centrale ,  0  der  Schnittpunkt  der  letzleren  mit  der 
Potenzlinie  und  cS  unendlich-entfernt;  die  hier  allgemein  ausge- 
sprochene Eigenschaft  fuhrt  in  dem  speciellen  Fall  auf  die  be- 
kannte Eigenschaft  der  „gemeinschaftlichen  Potenz"  beider  Kreise, 
welche  Steiner  im  1.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  S.  175 
betrachtet  hat.) 

Nach  dieser  vorausgeschickten  Auseinandersetzung  bemerken 
wir  nun,  dass,  wenn  es  eine  Basis  geben  soll,  für  welche  der 
Kegelschnitt  E^  die  Polarligur  von  K  ist  und  also  auch  umge- 
kehrt, für  eine^  solche  Basis  die  Polare  des  Punktes  p  nothwen- 
dig  durch  x  gehen  und  zugleich  eine  Tangente  von  IC^  sein 
muss,  also  entweder  xp^  oder  X7t^,  und  die  Polare  von  tt  als- 
dann die  Gerade  x%^  oder  xpi  ist;  da  nun  x  und  X  gleich- 
zeitig Pol  und  Polare  für  die  gesuchte  Basis  sein  müssen,  wie 
wir  früher  erkannt  haben,  so  stellen  sich  für  dieselbe  folgende 
Bedingungen  heraus:  1)  entweder  der  Basis  gehört  das  Punkt- 
system (h)  zu,  d.  h.  p  und  p^,  %  und  tt,  sind  konjugirte  Punkte, 
und  da  dieses  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist,  dessen  Asynip- 
totenpunkte  a  und  cc  heissen  mögen,  so  geht  die  gesuchte  Basis 
durch  a  und  cc  und  hat  x  a  und  o:  a  zu  ihren  Tangenten  in  die- 
sen Punkten;   oder  2)  der  Basis  gehört  das  Punktsystem  (h')  zu, 
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d.  h.  p  und  7t^,  7t  und  p^   sind   konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
die  gesuchte  Basis,   und   da   dieses  Punktsystem  ebenfalls  hyper- 
bolisch ist  (seine  Asymptotenpunkte  mögen  act  heissen),  so  müsste 
die  Basis  durch  a  a   gehen  und  xa\  xa   zu  Tangenten  an  die- 
sen Punkten  haben.   Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Basis  noch 
nicht  vollkommen  bestimmt.   Fugen  wir  aber  hinzu,  dass  für  eine 
reelle  Basis  die  Polare  eines  Schnittpunktes  der  Kegelschnitte  K  und 
K^  nothwendig  eine  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  sein  muss, 
also  entweder  die  Polare  von  P,  $  und  von  Q,  O  oder  die  Polare 
von  P,  O  und  von  Q^  ^,  m  jedem  der  beiden  Fälle  also  noth- 
wendig s  der  Pol  von  PQ,  d.  h.  s  und  o  konjugirte  Punkte  und 
ebenso  c  und  co,   so  erkennen  wir,   dass  der  zweite  Fall    des 
Punktsystems  {H)   keine  reelle  Basis  liefern  kann,  denn  für  ihn 
wären  s  und  »,   a  und  o  je  zwei  konjugirte  Punkte,  was  nicht 
möglich  ist.    Es  bleibt  hiernach  nur  der  Fall  1)  übrig:  das  Punkt- 
system  {h)   hat   0  und  s,  &  und  a  zu  konjugirten,   a  und  a  zu 
Asymptotenpunkten;   die  Punkte  o  und  s  liegen  also  harmonisch 
zu  aa  und  werden  durch   diese  getrennt.     Um  nun  eine  Basis 
zu  erhalten,    für  welche  £  und   IC^  Polarfiguren    von    einander 
sind,  müssen  entweder  P  und  $  und  gleichzeitig  Q  und  O  oder 
anderseits  P  und  O   und  gleichzeitig  Q  und  $  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Basis  sein;  die  reelle  gemeinschaftliche  Sekante 
xo,  welche  durch  P  und  Q  geht,  treffe  $  und  O  in  den  Punk- 
ten p  und  q;    dann    müssen   sowohl  P  und   Q  zugeordnete  har- 
monische Punkte  zu  x  und  o  sein,   als  auch  p  und  q,  wie  er- 
sichtlich ist;   es  sind  daher  x  und  o  die  Asymptotenpunkte  eines 
hyperbolischen  Punktsystems,  dessen  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
P  und  Q,  p  und  q  sind;  diese  vier  Punkte  bestimmen  noch  zwei 
andere  Punktsysteme,  von  denen  eines  nothwendig  elliptisch,  das 
andere  hyperbolisch  sein  muss;  wenn  nämlich  P  und  p,  Q  nai  q 
als  konjugirte  Punkte   aufgefasst  werden,  so  sei  dies  das  hyper- 
bolische und   habe  die  Asymptotenpunkte  b  und  ß;  werden  da- 
gegen P  und  q,  Q  und  p  als  konjugirte  Punkte  aufgefasst,  so  sei 
dies  das  elliptische  Punktsystem ;  für  beide  sind  x  und  o  ein  Paar 
konjugirter  Punkte,  denn  weil: 

{PQxo)  =  —  1     und     (pqa:o)  =  —  1, 

so  folgt: 

[PQxo)  =  (p(\ox)     und  auch 

{PQxo)  =  {(\pox); 
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es  liegen  daher  x  und  o  harmonisch  zu  h  und  ß,  und  anderseits 
sind  -Pq,  jßp,  xo  drei  Paare  konjugirter  Punkte  des  elliptischen 
Punktsystems.  Hieraus  geht  nun  hervor,  dass  der  Kegelschnitt^ 
welcher  durch  aa,  bß  geht  und  xa,  xcc  zu  Tangenten  hat, 
nothwendig  die  eine  Basis,  derjenige  Kegelschnitt  aber,  welcher 
durch  ace  geht,  in  diesen  Punkten  von  xa  und  xa  berührt  wird 
und  das  elliptische  Punktsystem,  dessen  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  b  und  ß,  x  und  o  sind,  zu  dem  ihm  zugehörigen  hat, 
die  zweite  Basis  ist,  für  welche  AT  und  A^,  Polarfiguren  sind. 
Durch  diese  sich  nicht  widersprechenden  Bedingungen  sind  die 
beiden  reellen  Basen  vollständig  bestimmt  und  es  bleibt  nur  nach- 
zuweisen, dass  nothwendig  die  eine  von  ihnen  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  ist;  dies  erhellt  aus  folgender  Bemerkung:  Ziehen  wir 
[ab,  ccß)  =  c  und  {aß,  ab)  =  y,  so  liegen  c  und  y  auf  os 
und  werden  durch  diese  harmonisch  getrennt;  während  die  erstere 
Basis  durch  b  und  ß  geht,  muss  die  zweite  durch  c  und  y  geben 
und  die  beiden  reellen  Basen  sind  daher  harmonisch-zugeordnete 
Kegelschnitte.  Da  nun  auch  a  und  a  zu  o  und  s  harmonisch 
liegen,  so  wird  entweder  o  zwischen  und  s  ausserhalb  aa  liegen 
oder  umgekehrt;  im  ersten  Falle  wird  diejenige  Basis,  welche 
durch  b  und  ß  geht,  Ellipse,  die  andere  Hyperbel  werden,  im 
zweiten  Falle  4imgekehrt;  denn  wir  wissen,  dass  in  dem  unter- 
suchten Falle  B)  für  die  Lage  der  beiden  Kegelschnitte  £  und  k\ 
nothwendig  x  ausserhalb  beider  liegen  und  X  beide  in  reellen 
Punktenpaaren  schneiden  muss;  es  werden  daher  P  und  Q  zwi- 
sehen  sieb  o  und  ausserhalb  x  haben  und  in  gleicher  Weise  auch 
p  und  q,  folglich  können  die  vier  Punkte  PQpQi  nur  auf  eine 
der  beiden  Arten  gelegen  sein: 

X  )p   P        o  Q  q 


X  P   \>         o  q  Q 

und  hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Asymptotenpunkte  b  und  ß  des 
durch  die  Punktenpaare  P  und  p,  Q  und  q  bestimmten  hyper- 
bolischen Punktsystems  nothwendig  ebenfalls  den- Punkt  o  zwischen 
sich  und  x  ausserhalb  haben  müssen;  der  durch  x  gehende  Strahl 
xo  bat  also  beide  Punkte  b  und  ß  auf  derselben  Seite  von  x^ 
Wenn  nun  x  o  zwischen  a  und  a  hindurchgeht,  so  ist  der  durch 
bß  gelegte  Kegelschnitt,  welcher  xa  und  xa  \n  a  und  a  berührt. 
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noth wendig  Ellipse  und  der  andere  Kegelschnitt,  welcher  durch 
c  und  y  geht,  und  xa  und  xa  in  a  und  a  berührt,  Hyperbel; 
wenn  dagegen  xo  ausserhalb  aa  diese  Gerade  X  trifTt,  so  geht 
xs  zwischen  aa  hindurch,  und  der  durch  acccy  gelegte  Kegel- 
schnitt wird  Ellipse,  der  durch  aabß  gelegte  Hyperbel;  einer 
von  beiden  Fällen  kann  aber  nur  eintreten;  von  den  beiden 
reellen  Basen  ist  daher  immer  eine  Ellipse,  die  andere  Hyperbel; 
der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  dadurch  vollständig  erwiesen. 


Vierter  Absclmitt 

Das  Inyolutions-Netz  (Polarsystem). 


§  55.     Erklärung  und  Konstruktion  des  Netzes. 

Die  in  den  §§29  und  30  auseinandergesetzten  Polar- 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts  haben  ein  eigenthümliches  Ent- 
sprechen von  sämnitlichen  Punkten  der  Ebene  zu  sämmtlichen 
Geraden  in  ihr  und  eine  paarweise  Verkettung  der  Punkte  einer 
Geraden  zu  einem  Punktsystem,  sowie  der  Strahlen  durch  einen 
Punkt  zu  einem  Strahlsystem  ans  Licht  gebracht,  nämlich:  Jeder 
Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  wird  durch  denselben  in 
ein  bestimmtes  Strahlsystem,  jede  Gerade  in  ein  bestimmtes  Punkt- 
system verwandelt,  dessen  Konstruktion  aus  der  projektivischen 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  hervorgeht.  Dreht  man  eine  Gerade 
um  einen  festen  Punkt,  so  verändert  sich  das  Punktsystem  auf 
ihr;  die  dem  festen  Punkt  konjugirten  für  jedes  dieser  Punkt- 
systeme liegen  auf  einer  Geraden  (Polare  des  festen  Punktes), 
und  nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  verschiedene  Punkte  und 
fassen  die  ihnen  zukommenden  Strahlsysteme  auf,  so  laufen  die 
zu  der  Geraden  in  jedem  Strahlsystem  konjugirten  Strahlen  durch 
einen  festen  Punkt  (Pol  der  Geraden) ,  der  mit  dem  zuerst  ange- 
nommenen zusammenfällt.  Diese  Zusammengehörigkeit  der  Punkte 
und  Geraden  einer  Ebene  lässt  sich  nun  auch  unabhängig  vom 
Kegelschnitt  herstellen  und  führt  zu  dem  Begriff  des  Involutions- 
Netzes  oder  Polarsystems. 

Sämmtliche  Punkte  und  Gerade  in  einer  Ebene  sollen  der- 
artig mit  einander  in  ein  Netz  verflochten  werden,  dass  auf 
jeder  Geraden  die  Punkte  sich  paarweise  zu  einem  bestimmten 
Punktsystem  und  zugleich  die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Strahlen 
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Sieb  paarweise  zu  einem  bestimmten  Strahlsystem  ordnen ;  je  zwei 
konjugirte  Punkte  oder  Strablen  eines  solchen  Punkt-  oder  Strahl- 
Systems  sollen  konjugirte  Punkte  und  konjugirte  Strah- 
len des  Netzes  beissen.  Ferner  sollen  für  alle  durch  einen 
Punkt  B  gebende  Strahlen  diejenigen  Punkte,  welche  dem  B 
konjugirl  sind,  rücksicbtlich  der  auf  diesen  Strahlen  befindlichen 
Punktsysteme  auf  ein  und  derselben  Geraden  %  liegen  und 
zugleich  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  dem  Strahl  31  konjugirt 
sind,  rücksichllicb  der  auf  %  liegenden  Mittelpunkte  von  Strahl- 
systemen, durch  ein  und  denselben  Punkt  und  zwar  durch  den 
vorgenannten  Punkt  B  gehen.  Der  Punkt  B  und  die  Gerade  % 
sollen  Pol  und  Polare  des  Netzes  heissen.  Dass  eine  solche 
Verflechtung  der  Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  möglich  ist, 
wird  die  sogleich  anzugebende  Konstruktion  lehren;  zuvörderst 
bemerken  wir,  dass  aus  der  gegebenen  Erklärung  unmittelbar 
folgt:  Jedes  einem  Punkte  B  zugehörige  Strablsystem 
liegt  mit  dem  seiner  Polare  31  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch;  denn  seien  .  a  und  a  irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  auf  dem  Träger 
91  und  B   der  Pol   desselben  (Fig.  81),  so  sind  auf  dem  Strahl 

B  a,  B  und  a  ein  Paar  konjugirter 
Punkte ,  weil  gleichzeitig  31  die  Polare 
von  B  ist  nach  dem  Obigen ;  zweitens 
sind  auch  u  und  a  konjugirte  Punkte, 
folglich  ist  B  a  die  Polare  von  a  und 
ebenso  Ba  die  Polare  von  a;  wenn 
nun  aber  a  der  Pol  von  B  a  ist,  so 
müssen  Ba  und  Ba  konjugirte  Strah- 
len sein;  denn  alle  zu  Ba  konjugirte  Strahlen  müssen  durch  a 
gehen;  also  liefert  das  beliebig  angenommene  Paar  konjugirter 
Punkte  aa  auf  dem  Träger  31,  mit  i?  verbunden,  ein  Paar  kon- 
jugirter Strablen  Ba  und  Ba  des  Strahlsystems,  welches  dem 
Punkte  B  zukommt,  und  es  liegen  daher  Punktsystem  und  Strahl- 
system perspektivisch.  Die  drei  Punkte  aaB  sind  in  der  Weise 
mit  einander  verknöpft,  dass  je  zwei  von  ihnen  konjugirte  Punkte 
des  Netzes  sind,  oder  jeder  der  Pol  des  Verbindungsstrahles  der 
beiden  andern;  sowie  auch  das  von  solchen  drei  Punkten  gebil- 
dete Dreiseit  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  je  zwei  Seiten  konju- 
girte Strahlen   des  Netzes  sind,   oder  jede  Seite  die  Polare  des 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem).  433 

Schnittpunktes  der  beiden  übrigen;  solche  drei  Punkte  sollen  ein 
Tripel  konjugirter  Punkte  und  ihre  drei  Verbindungslinien 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  des  Netzes  heissen.  Wir 
können  die  vorige  Eigenschaft  auch  umkehren:  Sind  b  und  ß 
irgend  zwei  konjugirte  Strahlen,  die  sich  in  B  treffen  und  sind 
auf  diesen  Trägern  von  Punktsystemen  die  dem  Punkte  B  kon- 
jugirten  Punkte  resp.  a  und  a ,  so  ist  a  der  Pol  von  ß  und  a  der 
Pol  von  b,  also  aaB  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und  bß%  ein 
Tripel  konjugirter  Strahlen.  Ferner  folgt  aus  dem  Obigen:  Die 
Polaren  b  von  sämmtlichen  Punkten  a  einer  Geraden 
31  laufen  durch  ein  und  denselben  Punkt  B,  den  Pol 
der  Geraden  ^  und  beschreiben  ein  Strahlbüschel, 
welches  mit  der  von  a  durchlaufenen  Punklreihe  pro- 
jektivisch  ist  (weil  der  Punkt  a  und  der  Schnittpunkt  a  seiner 
Polare  b  mit  dem  Träger  ^  das  diesem  zugehörige  Punktsystem 
bilden),  und  umgekehrt:  Die  Pole  a  sämmtlicher  durch 
einen  Punkt  B  gehenden  Strahlen  ß  liegen  auf  einer 
Geraden  91,  derPolare  des  Punktes  P,  und  beschreiben 
eine  mit  dem  von  ß  beschriebenen  Strahlbüschel  pro- 
jektivische  Punktreihe. 

Das  Involutions-Netz  kann  auf  folgende  Art  konstruirt  wer- 
den: Wenn  zwei  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  und 
auf  jedem  das  ihm  zugehörige  Punktsystem,  oder  wenn 
zwei  konjugirte  Punkte  des  Netzes  und  in  jedem  das 
ihm  zugehörige  Strahlsystem  gegeben  sind,  so  ist  das 
Netz'vollständig  bestimmt.  Seien  91  und  9li  zwei  beliebige 
Gerade,  welche  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  sein  sollen,  und 
"luf  jeder  derselben  ein  Punktsystem  durch  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  gegeben,  so  wird  dem  Schnittpunkt  J^j  der  Geraden  9l9(i 
in  der  ersten  Geraden  91  ein  bestimmter  Punkt  B^ ,  und  in  der 
zweiten  9li  ein  bestimmter  Punkte  für  jedes  der  beiden  Punkt- 
systeme konjugirt  sein  (Fig.  82);  die  Verbindungslinie  BB^  oder 

912  wird  die  Polare  von  B2  und  die  Punkte  B  und  B^  werden 
die  Pole  von  91  und   9li  sein.    Um  zu   einer  beliebigen  Geraden 

913  den  Pol  B^  zu  finden,  suchen  wir  zu  den  Schnittpunkten  a 
und  «1,  in  welchen  9I3  die  Geraden  91  und  9li  trifft,  die  konjugirten 
Punkte  of  und  cc^  auf,  dann  sind  Bei  und  Bice^  die  Polaren  von  a 
und  flp  folglich  der  Schnittpunkt  [Bcc,  B^a^)  :=  B^  der  gesuchte 
Pol  von  9I3;   es  ist  klar,   dass   derselbe   hiedurch    unzweideutig 

Schröter,  Tlieorie  d.  Kegelschn.  28  * 
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bestimmt  wird ,  und  rückwärts  findet  man   durch   dieselbe  Kon- 
struktion zu  jedem   beliebigen  Punkte  B^  die  Polare  9I3.    Diese 

(Fig.  82.) 


Konstruktion  zeigt  ferner,  dass,  wenn  wir  einen  veränderlichen 
Punkt  P4  auf  3I3  bewegen,  seine  Polare  beständig  durch  B^  läuft; 
denn  BB^  und  B^B^  treffen  51  und  Stj  in  den  Punkten  b  und  6,, 
und  da  jene  zwei  perspektivische  Strahlbuschel  beschreiben,  so 
sind  auch  die  von  b  und  b^  durchlaufenen  Punktreihen  projekti- 
visch ;  die  zu  b  und  &i  konjugirten  Punkte  ß  und  ß^ ,  deren  Ver- 
bindungslinie die  gesuchte  Polare  9I4  ist,  beschreiben  also  auch 
zwei  projektivische  Punktreihen,  weil  im  Punktsystem  b  und  ß, 
b^  und  ß^  projektivische  Punktreihen  beschreiben;  die  von  ß 
und  /?!  beschriebenen  Punktreihen  liegen  aber  perspektivisch, 
weil,  wenn  B^  in  den  Schnittpunkt  (3I2,  9I3)  fällt,  b  nach  B^ 
und  b^  nach  B  gelangt  und  die  zu  ihnen  konjugirten  ß  und  ßi 
in  J?2  zusammenfallen;  die  Polare  5I4  läuft  also  durch  einen 
festen  Punkt,  und  dass  dieser  B^  ist,  erhellt  unmittelbar;  denn 
gelangt  B^  nach  a,  so  ist  seine  Polare  Ba,  und  gelangt  B^  nach 
a^,  so  ist  seine  Polare  ^^c^],  also  der  Schnittpunkt  beider,  d.h. 
B^  ist  der  feste  Punkt,  durch  welchen  die  veränderliche  Polare 
3I4  läuft.  Es  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  die  von  B^  durchlau- 
fene Punktreihe  mit  dem  von  5(4  beschriebenen  Strahl büschel 
projektivisch  ist,  denn  jene  liegt  perspektivisch  mit  der  Punkt- 
reihe b  und  dieses  ist  perspektivisch  mit  der  Punktreihe  ß; 
b  und  ß  sind  aber  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems,  also  in 


Das  Involulions-Netz  (Polarsystem).    §  55.  435 

sich  projektivisch  (§  16) ;  folglich  ist  auch  die  von  B^  beschriebene 
Punktreihe  mit  dem  von  ^^  beschriebenen  Strahlbüschel  projek- 
tivisch, oder  wenn  wir  mit  384  den  Schnittpunkt  der  Polare  9I4  mit 
der  von  ^4  durchlaufenen  Geraden  ^3  bezeichnen,  so  durchlaufen 
B^  und  S34  auf  einander  liegende  projektivische  Punktreihen;  es 
erhellt  nun  ferner,   dass   diese   ein  Punktsystem  erzeugen,   denn 
die  Polare  von  584  muss,   wie   wir  eben  bewiesen  haben,  durch 
den  Pol  von  9I4  gehen,  dieser  ist  aber  B^  nach  der  oben  ange- 
gebenen Konstruktion ;  folglich  fallen  bei  den  beiden  auf  einander 
liegenden     projektivischen     Punktreihen    entsprechende     gleiche 
Strecken  verkehrt  auf  einander;  wir  haben  also  ein  Punktsystem 
auf  9I3  (§  16),   dessen  konjugirte  Punkte  B^  und  ©4  sind;   auf 
gleiche  Weise  erhalten  wir  ein  Strahlsystem  in  B^,  welches  mit 
diesem  Punktsystem  perspektivisch  liegt.     Jede  Gerade  ^3  wird 
also  durch  die  angegebene  Konstruktion  in  ein  Punktsystem,  jeder 
Punkt  ^3  in  ein  Strahlsystem  verwandelt  und  beide  Systeme  lie- 
gen perspektivisch,  wenn  B^  und  3I3  Pol  und  Polare  sind;  hier- 
durch werden  alle  für  das  Netz  geforderten  Bedingungen  erfüllt  und 
die  obige  Konstruktion  leistet  also  in  der  That  dasjenige,  was  wir  vom 
Involutions-Netze  forderten.  Nur'  für  eine  einzige  Lage  der  Geraden 
9(3  wird  die  Konstruktion  illusorisch.     Wenn  nämlich  3I3  mit  ^2 
zusammenfällt,  also  a  nach  B^  und  a^  nach  B  kommt,  mithin  cc 
und  a^  in  B^  zusammenliegen,  so  ergiebt  sich  zwar  B2  als  der 
Pol  von  ^2>  ^^^^  A^^  Punktsystem  auf  3I2  und  das  Strahlsystem 
in  B2  werden  nicht  unmittelbar  durch  die  obige  Konstruktion  er- 
halten.  Bedenken  wir  indessen,  dass,  wenn  für  irgend  eine  andere 
Gerade  3I3  der  Pol  B^  konstruirt  ist,  auch  für  den  Schnittpunkt 
{%2>  3I3)  die  Polare  die  Verbindungslinie  ^2^3  ^^^^  muss,    so 
sehen  wir,  wie  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  9l2  ^^^  konjugirte 
in  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem  konstruirt  werden  kann,  also 
auch  wie  das  ganze  Punktsystem   auf  ^2  ^^^  ^^^  ™^^  ^^^  P^^' 
spektivische  Strahlsystem  in  B2  erhalten  wird;  hieraus  lässt  sich 
folgende  Konstruktion  ableiten:    Um  zu  einem  beliebigen  Punkte 
«2  der  Geraden  ^2  ^^^  konjugirten  cc2  zu  erhalten,  ziehe  man 
durch  «(2  irgend   einen  Strahl,   welcher  in  a  und  a^  die  Träger 
%  und  %^  trifit;  sind  a  und  cc^  die  konjugirten  Punkte  zu  a  und 
fli  auf  diesen,   so  suche  man  den  Schnittpunkt  von  acc^  mit  ^2 
auf  und  nehme  den  ihm  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt 
1^2 >  indem  B  und  B^  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist; 

28* 
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dann  ist  ^2  der  gesuchte  konjugirte  Punkt  zu  aj.  Diese  Kon- 
struktion lehrt  zugleich,  zu  irgend  einem  durch  B^  gehenden 
Strahl  $[3  den  Pol  B^  zu  konstruiren,  welcher  auf  ^  liegen 
muss;  sobald  nämlich  das  dem  Punkte  B2  zugehörige  Strahlsystem 
ermittelt  ist»  wird  der  gesuchte  Pol  ^3  der  Schnittpunkt  des  zu 
$[3  konjugirten  Strahls  in  diesem  Strahlsystem  mit  der  Geraden 

Wir  erhalten  nach  dem  Vorigen  das  einem  beliebigen  Strahle 
$[3  des  Netzes  zugehörige  Punktsystem  sehr  einfach  dadurch,  dass 
wir  die  den  Schnittpunkten  {%%)  ?=  a  und  (%^i)  =  «i  kon- 
jugirten Punkte  cc  und  a^^  aufsuchen  und  aB,  cc^B^  ziehen,  welche 
Strahlen  ^3  beziehungsweise  in  a  und  a^  treffen  mögen;  dann 
sind  a  und  a,  a^  und  a^  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  des  ge- 
suchten Punktsystems  auf  ^3  und  Ba,  B^a^  schneiden  sich  in 
dem  Pole  ^^3;  da  nun  a  und  a,  a^  und  a^  die  Schnittpunkte  von 
zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierecks  BB^B^B^  sind, 
so  muss  jeder  durch  diese  vier  Punkte  gelegte  Kegelschnitt  die 
Transversale  %^  in  einem  Paar  .konjugirter  Punkte  ihres  durch 
die  genannten  beiden  Paare  bestimmten  Punktsystems  treffen, 
oder  umgekehrt  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  auf  dem 
Strahl  3I3  liegt  mit  den  vier  Punkten  BB^  B^  B^  auf  einem  Kegel- 
schnitt. Nun  sind  B^  und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
B^  und  384  auf  9I3  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  des  Netzes  und 
die  drei  Punkte -ß^jJ^j  sind  auch  ein  Tripel  des  Netzes,  welches 
zwar  zur  Konstruktion  desselben  verwendet  ist,  aber  durchaus 
nichts  vor  jedem  andern  Tripel  hinsichtlich  der  Eigenschaften  des 
Netzes  voraus  hat;  wir  schiiessen  daher  den  Satz: 

irgend  zwei  Tripel  konjugirter  Punkte  des  Netzes 
liegen  allemal  auf  einem  Kegelschnitt,  und  die  Seiten 
dieser  beiden  Dreiecke  berühren  zugleich  einen  an- 
dern Kegelschnitt. 

Das  Letztere  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folgerung  des 
Ersteren  (§28),  ergiebt  sich  aber  auch  hieraus  der  Bemerkung, 
dass  die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  die  Polaren  ihrer 
Ecken  sind.  Denn  wir  wissen,  dass  die  Polaren  einer  geraden 
Punktreihe  ein  Strahlbuschel  bilden,  welches  mit  jener  projekti- 
visch  ist  und  umgekehrt;  nehmen  wir  zwei  projektivische  gerade 
Punktreihen,  deren  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  so  werden 
die   beiden  Strahlbüschel  ihrer  Polaren   auch   projektivisch   sein 
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also  einen  neuen  Kegelschnitt  erzeugen;  dieser  ist  der  Ort  der 
Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren  und  der  Reeiprocität  wegen 
sind  seine  Tangenten  zugleich  die  Polaren  von  den  Punkten  des 
ersteren,  also: 

Von  allen  Punkten  des  Netzes,  welche  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  umhüllen  die  Polaren  einen  neuen 
Kegelschnitt  und  die  Punkte  des  letzteren  sind  zu- 
gleich die  Pole  von  den  Taugenten  des  ersteren;  solche 
zwei  Kegelschnitte  sind  (reciproke)  Polarfiguren  von  einander  in 
Bezug  auf  das  Netz.  Ein  Kegelschnitt  iT,  der  durch  zwei  Tripel 
des  Netzes  geht,  hat  daher  zu  seiner  Polarfigur  einen  neuen  Ke- 
gelschnitt ft,  welcher  von  den  sechs  Seiten  der  beiden  Tripel- 
dreiecke  berührt  wird.  Ein  solcher  Kegelschnitt  enthält 
unendlich  viele  Tripel  des  Netzes;  denn  nehmen  wir  von 
irgend  einem  Punkte  p  desselben  die  Polare  des  Netzes,  so  muss 
sie  eine  Tangente  von  S  sein,  und  schneidet  sie  den  ersten  Ke- 
gelschnitt E  in  den  Punkten  s  und  a,  so  muSs  die  Polare  des 
Punktes  s  einmal  durch  p  gehen  und  anderseits  eine  Tangente 
von  ^  sein  und  £benso  muss  die  Polare  von  a  eine  der  beiden 
von  p  an  den  Kegelschnitt  $  gelegten  Tangenten  sein;  der  durch 
das  erste  Tripel  und  die  beiden  Punkte  p  und  s  gehende  Kegel- 
schnitt E  muss  nun  den  dritten  Tripelpunkt  zu  p  und  s  enthal« 
ten,  also  ist  pa  die  Polare  von  s  und  ebenso  ps  die  Polare  von 
a ;  der  Kegelschnitt  ^  ist  also  dem  Dreiseit  ps a  einbeschrieben, 
sowie  der  Kegelschnitt  E  diesem  Tripel  umschrieben  ist;  über- 
haupt schneidet  jede  Tangente  des  Kegelschnitts  $ 
den  E  in  zwei  konjugirten  Punkten  des  Netzes,  und 
jedes  Tangentenpaar  aus  einem  Punkte  von  IT  an  ß  ist 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Netzes.  Diese  Eigen- 
schaft findet  auch  in  allgemeinerer  Weise  statt,  indem  es  auf 
einem  beliebigen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  eines  Netzes  im  All- 
gemeinen unendlich  -  viele  Paare  konjugirter  Punkte  giebt,  deren 
Verbindungsstrahlen  einen  andern  Kegelschnitt  umhüllen,  und 
anderseits  unter  den  Tangenten  eines  beliebigen  Kegelschnitts  in 
der  Ebene  eines  Netzes  unendlich-viele  Paare  konjugirter  Strah- 
len desselben  vorkommen,  deren  Schnittpunkte  auf  einem  neuen 
Kegelschnitt  liegen. 

Denken  «wir  uns  einen  beliebigen  Kegelschnitt  E  in  der  Ebene 
des  Netzes  und  nehmen  irgend  einen  Punkt  B  desselben,  so  wird 
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die  Polare  91  vod  B  den  K  im  Allgemeinen  in  zwei  Punklen  b 
und  h'  treffen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sowohl  B  und  h, 
als  auch  B  und  h'  je,  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Netzes 
sind,  welche  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  K  liegen;  veräD- 
dern  wir  B  auf  dem  Kegelschnitt  K,  so  erhalten  wir  unendlich- 
viele  solcher  Strahlenpaare  Bh  und  Bh\  deren  Umhüllungskurve 
ermittelt  werden  soll.  Zunächst  zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  drei 
solcher  Paare  [B  und  %,  B^  und  %^ ,  B^  und  ^2  ^^^^^  ^^^^ 
und  Polaren  des  Netzes  und  %  treffe  K  m  h  und  h\  %^  in  6, 
und  b{,  9I2  ^^  ^2  und  h^)  beliebig  herausnehmen,  diese  sechs 
Geraden  Bh,  Bh\  B^h^,  ^\^\>  ^2^2»  Bc^h2  tin^n  Kegelschnitt 
umhüllen;  die  beiden  Dreiecke:  BB^B2  und  das  von  den  Polaren 
^^1^2  gebildete,  liegen  nämlich  perspektivisch,  wie  aus  den 
Polareigenschaften  des  Kegelschnitts  (§31)  bekannt  ist  und  in 
gleicher  Weise  für  das  Netz  nachgewiesen  werden  kann  (§  57), 
so  dass  die  Schnittpunkte: 

(B.B^,  31)  =  a     {B^B,  9li)  =  «1     (BB^,  SK^)  =  a^ 
in  einer  Geraden  liegen;   nun  ist  früher  bei  anderer  Gelegenheit 
(§  48)  der  Satz  gefunden  worden: 

„Ist  einem  Kegelschnitt  JST  ein  Dreieck  BB^B^  einbeschrie- 
ben und  werden  die  Seiten  desselben  B^B^^  B^B,  B  B^  von 
einer  beliebigen  Geraden  in  den  Punkten  aor^orj  getroffen,  wird 
endlich  durch  jeden  dieser  Punkte  ein  beliebiger  Strahl  ge- 
zogen, der  den  Kegelschnitt  K  beziehlich  in  dem  Punktenpaar 
hb^\  b'b^;  b^h^  trifft,  so  berühren  die  sechs  Strahlen  Bb,Bh'\ 
B^b^,  ^i&/;  ^^2^2»  ^2^  einen  neuen  Kegelschnitt." 

Nachdem  hierdurch  bewiesen  ist,  dass  irgend  drei  Strahlen- 
paare von  der  beschriebenen  Art  denselben  Kegelschnitt  berüh- 
ren, denken  wir  uns  zum  Punkte  b  die  Polare  des  Netzes  kon- 
struirt,  welche  durch  B  gehen  muss  und  ausserdem  in  c  den  K 
treffe;  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  werden  dann  auch 

bB     B^b^      ^2^2!   sechs  Tangenten  eines  Kegel- 


:] 


bc      B^b^      ^2^2]     Schnitts  sein,  sowie  vorhin: 

Bb      B^b^      ^2h\ 
Bh'     B^b{     B^h^y 

Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  nun  fünf  Tangenten  ge- 
mein: ^i^^i,  ^i^i',  ^2^2»  ^2  V  "^^  ^^*  welches  identisch  ist  mit 
bB\  folglich  sind  die  Kegelschnitte  selbst  identisch  und  alle  sieben 
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(Geraden:  Bb,  Bb\  bc,  B^b^,  B^b^',  ^2^2»  ^2  V  berühren  einen 
und  denselben  Kegelschnitt.     Nehmen  wir  endlich  an  Stelle  des 

Mllkührlich  gewählten  Paares  ^2^2  ^^^  ^2  V  irgend  ein  anderes 
Paar,  so  gelten  dieselben  Schlösse  und  der  vorhin  erhaltene  Ke- 
gelschnitt tritt  wieder  hervor,  weil  er  durch  die  fünf  übrigen 
Tangenten  schon  bestimmt  ist;  also  berühren  alle  möglichen 
Strablenpaare  ^^2^2*  ^2^  ^^"  ^^^^  denselben  Kegelschnitt,  d.  h.: 
Sämmtliche  Geraden  Bb,  welche  je  zwei  konjugirte 
Punkte  des  Netzes,  die  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt £  liegen,  verbinden,  umhüllen  einen  andern 
Kegelschnitt  ^.  Nehmen  wir  für  das  Netz  ein  gewöhnliches 
Polarsystem  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  C,  so  sind  Bb  har- 
monisch gelegen  zu  den  Schnittpunkten  der  Geraden  Bb  mit  dem 
Kegelschnitt  C  und  der  vorige  Satz  lässt  sich  so  aussprechen: 

Sind  zwei  beliebige  Kegelschnitte  in  der  Ebene  ge- 
geben, so  können  im  Allgemeinen  unendlich-viele  Ge- 
rade von  solcher  Beschaffenheit  gefunden  werden,  dass 
ihre  je  vier  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Kegelschnit- 
ten harmonisch  gelegen  und  je  zwei  Schnittpunkte 
desselben  Kegelschnitts  zugeordnet  sind;  alle  diese 
Geraden  umhüllen  ein  und  denselben  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  insbesondere  auch  die  acht  Tangenten 
in  den  gemeinschaftlichen  Punkten  der  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  berührt  (§  27). 

Die  Bestimmung  der  Bedingungen,  unter  welchen  der  ge- 
fundene Kegelschnitt  reell  existirt  oder  nicht,  muss  dem  Leser 
überlassen  bleiben;  auch  knüpfen  sich  hieran  interessante  Fragen 
über  Vielecke,  welche  dem  Kegelschnitte  IC  einbeschrieben  und 
zugleich  dem  neuen  Ortskegelschnitt  umbeschrieben  sind,  indem 
man  von  B  zu  b  und  c  und  von  c  weitergehend  ein  solches 
Vieleck  bildet,  welches  sich  entweder  schliessen  wird«  oder  nicht; 
die  Untersuchung  dieser  Fragen  würde  uns  von  der  gegenwärtigen 
Betrachtung  zu  weit  abführen.  Ein  besonderer  Fall  ist  in  den^ 
oben  gefundenen  Tripeldreiecken  enthalten,  welche  gleichzeitig 
einem  Kegelschnitt  um-  und  einem  andern  einbeschrieben  sind. 

Die  angegebene  Konstruktion  des  Netzes  lässt  alle  wesent- 
lichen Eigenschaften,  welche  wir  als  Polareigenschaften  eines 
Kegelschnitts  kennen  gelernt  haben,  unabhängig  von  diesem  Kegel- 
schnitt selbst  hervortreten;  es  möge  hier  noch  eine  häufiger  be- 
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nutzte  angeführt  i^erden.  Die  obige  Konstruktion  für  ein  beliebiges 
Paar  von  Pol  (^3)  und  Polare  (3(3)  liefert  für  den  Schnittpunkt 
(%2>  5I3)  =  X  die  Polare  {B^,  B^  =  X  und  das  dieser  Gera- 
den X  zugehörige  Punktsystem  wird  durch  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  bestimmt,  indem  den  Punkten  B^  und  ^3  die  Schnitt- 
punkte von  X  mit  ^2  "^^  ^3  konjugirt  sind  (Fig.  82) ;  zu  einem 
beliebigen  Punkt  p  auf  X  ^vird  sich  also  der  konjugirte  tt  folgeo- 
dermaassen  finden  lassen:  Man  ziehe  p  B,  welches  3I3  in  q  treffe, 
qB2,  welches  ^^3  in  r  treffe,  und  xr,  welches  durch  n  gehen 
muss;  denn  in  dem  vollständigen  Viereck  Bqrx  treffen  zwei 
Seitenpaare:  J^a?  und  ^^r,  Brmi^xq,  in  zwei  Paaren  konjugirter 
Punkte  des  obigen  Punktsystems  die  Transversale  B^B.^,  folglich 
auch  das  dritte  Seitenpaar  Bq  und  ro;  in  einem  Paar  konjugirter 
Punkte  desselben  Punktsystems;  es  ist  daher  rx  die  Polare  von 
p,  weil  sie  durch  x  den  Pol  von  X  und  den  konjugirten  Punkt 
TT  geht;  hieraus  folgt,  dass  auch  p  und  r  konjugirte  Punkte  des 
Netzes  sind.  Nun  sind  aber  die  Punkte  p  und  r  so  auszu- 
drücken: 

(Bq,  B^B^)  =  p         [B^q,  BB^)  =  r, 

und  da  B  auf  der  Polare  von  B2,  q  auf  der  Polare  von  B^  liegt, 
so  sind  B  und  B2  ebenso  wie  q  und  ^3  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  des  Netzes;  da  diese  beiden  Paare  konjugirter  Punkte 
sonst  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  und  jede  zwei  anderen 
Paare  willkührlich  an  ihre  Stelle  gesetzt  werden  können,  so 
schliessen  wir  den  Satz: 

Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
des  Netzes  a  und  et,  b  und  ß,  so  bilden  allemal  die 
Schnittpunkte: 

(ab,  aß)  =  c         (aß,  ab)  =  y 

ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  und  diese  drei 
Paare  sind  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits. 

Die  der  auseinandergesetzten  Konstruktion  des  Netzes  gleich- 
laufende, welche  von  zwei  beliebigen  Strahlsyslemen,  deren  Blit- 
telpunkte  B  und  B^  als  konjugirte  Punkte  angenommen  werden, 
ausgeht,  bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Anmerkung.  Wir  machen  noch  auf  eine  Betrachtung  auf- 
merksam, welche  zwar  nicht  in  den  systematischen  Gang  unserer 
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Untersuchung  passt,  weil  sie  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
lässt  und  auf  die  Kugeloberfläche  übergeht,  aber  besonders  ge- 
eignet erscheint,  das  Wesen  des  Netzes  an  einem  sehr  einfachen 
Falle  anzuschauen  und  aus  diesem  auf  die  Eigenschaften  des 
ebenen  Netzes  zu  schliessen.  Wir  nennen  auf  der  Kugelfläche 
je  zwei  solche  Punkte  konjugirt,  welche  einen  Abstand  von  90® 
von  einander  haben ;  zu  einern^  beliebigen  Punkte  x  der  Kugel- 
fläche gehören  also  unendlich -viele  konjugirte,  die  auf  einem 
grössten  Kreise  X^  dem  Aequator  zu  dem  Pole  x,  liegen;  auf 
diesem  grössten  Kreise  bilden  sodann  solche  Punktenpaare,  die 
um  90®  von  einander  abstehen,  ein  (elliptisches)  Punktsystem; 
ein  Tripel  konjugirter  Punkte  heissen  solche  drei,  welche  die 
Ecken  eines  Kugeloktanten  sind;  je  zwei  grösste  Kreise,  deren 
Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  stehen,  heissen  konjugirt;  zu 
einem  grössten  Kreise  giebt  es  daher  unendlich -viele  konjugirte, 
welche  alle  durch  dieselben  beiden  diametral  gegenüber  liegenden 
Punkte  der  Kugelfläche  (Pole)  hindurchgehen;  alle  Paare  recht- 
winkliger Ebenen,  die  durch  denselben  Durchmesser  gehen,  bil- 
den ein  Ebenensystem  und  ihre  Schnitte  mit  der  Kugelfläche  ein 
Strahlsystem  grösster  Kreise;  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  be- 
grenzt einen  Oktanten  der  Kugelfläche;  zu  einem  Pol  x  gehört 
eine  bestimmte  Polare  X,  der  zugehörige  Aequator,  zu  diesem 
aber  Pol  und  Gegenpol,  die  Endpunkte  des  auf  der  Ebene  des 
Aequators  senkrechten  Kugeldurchmessers.  Projiciren  wir  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  das  Netz  der  Kugelfläche  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  so  erhalten  wir  ein  Involutions-Netz  (besonderer  Art); 
Pol  und  Polare  werden  bestimmt  durch  einen  Durchmesser  und 
die  darauf  senkrechte  Diametralebene  der  Kugel  und  hieraus  fin- 
den die  Eigenschaften  des  Involutionsnetzes  unmittelbar  ihre  Be- 
stätigung. 

§  56.     Der  Kern -Kegelschnitt;  hyperbolisches  und 

elliptisches  Netz. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  vermittelst  der  im  vorigen 
Paragraphen  angegebenen  Konstruktion  des  Netzes  solche  Punkte 
in  der  Ebene  desselben,  deren  Polaren  durch  sie  selbst  gehen, 
oder  solche  Strahlen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen,  sowie 
den  Ort  dieser  und  jener  zu  ermitteln.  Wir  treffen  jeden  Punkt 
der  Ebene,  indem  wir  eine  doppelte  Bewegung  ausfuhren,  ein- 
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mal  auf  einer  beliebigen  Geraden  ®  einen  veränderlicben  Punkt 
bewegen  und  dann  diese  Gerade  um  einen  beliebigen  in  ihr  fest- 
gehaltenen Punkt  herumdrehen.  Wenn  nun  der  Punkt  B  auf  der 
Geraden  ®  sich  bewegt,  so  beschreibt  seine  Polare  91  ein  Strahl- 
büschel,  welches  im  veränderlichen  Punkte  B  die  Gerade  ©trifft. 
Die  Punkte  B  und  B  bilden  ein  Punktsystem ,  und  wenn  dasselbe 
hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  Asymptotenpunkte  von  der  verlangten 
BeschafTenheit,  dass  ihre  Polaren  durch  sie  selbst  hindurchgehen.  Ist 
ein  solcher  Asymptotenpunkt  s  gefunden ,  so  wird  für  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  hinsichtlich  desjenigen  Punktsystems  auf  ihr, 
welches  dem  Netze  zugehört,  dieser  Punkt  s  allemal  ein  Asymptoten- 
punkt sein,  und  indem  wir  die  Gerade  @  um  den  Punkt  s  drehen, 
haben  wir  nur  den  Ort  des  andern  Asymptotenpunktes  aufzu- 
suchen, um  sämmtliche  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zu  er- 
halten, deren  Polaren  durch  sie  hindurchgehen.  Dies  geschieht 
also:  Sind  die  beiden  Asymptotenpunkte  auf  der  zuerst  ange- 
nommenen Geraden  ®  (Fig.  83):  s  und  t,   ein  beliebiger  Punkt 

(Fig.  83.) 


derselben  p  und  treffe  seine  Polare  8  die  Gerade  @  in  q,  so  sind 
p  und  q  konjugirte  Punkte  des  Netzes,  liegen  also  harmonisch  zu 
den  Asymptotenpunkten  s  und  t;  ziehen  wir  eine  beliebige  andere 
Gerade  durch  s,  welche  in  a  der  S  begegnen  mag,  und  sei  pa 
die  Polare  von  a,  d.  h.  a  der  konjugirte  Punkt  zu  a  in  dem  der 
Geraden  £  zugehörigen  Punktsystems  des  Netzes,  so  wird  der 
Schnittpunkt  von  sa  und  pa  der  konjugirte  Punkt  zu  a  in  dem 
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auf  5  a  befindlichen  Punktsystem  sein,  also  der  vierte  harmonische, 
dem  s  zugeordnete  Punkt  x  muss   der  andere  Asymptotenpuokt 
dieses  Punktsystems  sein,  von  dem  s  einer  ist;   um  den  vierten 
harmonischen  Punkt  x  zu  finden,  haben  wir  nur  at  zu  ziehen, 
denn  da  p  q  s  t  harmonisch  liegen  und  $  a  von  et  p  und  ccq  in 
einem  Paar  zugeordneter  Punkte  getroflen  wird,  $  aber  der  Schnitt- 
punkt von  pq  und  sa  ist,  so  wird  der  vierte  harmonische,  dem 
s  zugeordnete  Punkt  der  Schnittpunkt  {$a^  ia)  sein;  drehen  wir 
jetzt  den  Strahl  sa  um  den  festen  Punkt  s,  so  ergiebt  sich  leicht 
der  Ort  des  Punktes  x;  denn  a  und  cc  sind   konjugirte  Punkte 
des  auf  £  befindlichen  Punktsystems  im  Netze,   beschreiben  also 
z\rei  auf  einander  liegende  projektivische  Punktreihen,  sa  und  tcc 
beschreiben  mithin  zwei  projektivische  Strahlbäschel  und  der  Ort 
des  Punktes  x  =  {sa,  ta)  ist  also  ein  Kegelschnitt  £*.     Die  Tan- 
genten dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten  s  und  t  erhalten  wir, 
indem  wir  in  den  beiden  ihn  erzeugenden  projektivischen  Strahi- 
buscheln   diejenigen  Strahlen  aufsuchen,  welche  den  in  der  Ver- 
bindungslinie   der    Mittelpunkte  s  t   zusammenliegenden  Strahlen 
entsprechen;  wir  suchen  also  den  Punkt  r  in  S  auf,  welcher  dem 
^konjugirt  ist,  oder  den  Pol  \on  pq  im  Netze,  dann  sind  r«  und 
rt  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  £;  dies  sind  offenbar  die  Po- 
laren  der  Punkte  5  und  t  in  dem  Netze,  welche  durch  s  und  t 
selbst  hindurchgehen  müssen;   folglich  ist  pqr  ein  Tripel  konju- 
girter  Punkte  nicht  nur  für  das  Netz,   sondern    auch   für   den 
Kegelschnitt  ÜT;  auch  ist  pcc  die  Polare  von  a  und  pa  die  Polare 
von  a  für  den  Kegelschnitt  Z,  wie  für  das  Netz;   hieraus  folgt, 
dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  {sr,pa)  mit  o;  verbinden ,  diese 
Verbindungslinie  die  Tangente  im  Punkte  x  für  den  Kegelschnitt 
K  sein   muss,    auf  derselben  Linie  also  auch    der  Schnittpunkt 
{ir,  pa)  liegen  muss;  der  Punkt  [sr,  pa)  hat  im  Netze  zu  seiner  Po- 
lare sa  und   der  Punkt  {tr,  pa)  hat  im  Netze   zu  seiner  Polare 
ta,  und  da  sich  sa  und  tcc  in  x  treffen,  so  ist  die  Verbindungslinie 
der  Schnittpunkte  (sr,  pa)  und  {tr,  pa)  die  Polare  des  Punktes  x 
im  Netze,  welche  nothwendig  durch  o:  selbst  hindurchgehen  muss 
und,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  die  Tangente  in  x  am  Kegel- 
schnitt IC  ist.     Hieraus  ersehen  wir,  dass  für  sämmtliche  Punkte 
X  des  gefundenen  Kegelschnitts  IC  die  Polare  des  jedesmaligen  x 
im  Netze  die  Tangente  dieses  Punktes  an  IC  ist,   und  hiernach 
können  wir  folgendes  Resultat  aussprechen: 
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Der  Ort  solcher  Punkte  des  Netzes,  deren  Polaren 
durch  sie  selbst  gehen,  ist  im  Allgemeinen  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  und  alle  solche  Strahlen  in 
der  Ebene  des  Netzes,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen,  umhüllen  denselben  Kegelschnitt,  indem  ein 
Punkt  und  die  zugehörige  Tangente  dieses  Kegel- 
schnitts Pul  und  Polare  des  Netzes  von  der  verlang- 
ten Art  sind.  Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Asymp- 
totenpunkte aller  Punktsysteme,  welche  auf  sämmt- 
lichen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  vorkommen, 
und  die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind  zugleich 
die  Asymptoten  sämmtlicher  Strahl  Systeme  des  Netzes. 
Er  heisst  der  Kern  des  Netzes  und  dieses  ist  nichts 
anderes,  als  das  gesammte  Polarsystem  für  den  Kern- 
Kegelschnitt,  d.  h.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts 
sind  allemal  Pol  und  Polare  für  das  Netz. 

Die  vorige  Untersuchung  ging  von  der  Voraussetzung  aus, 
dass  das  auf  der  willkuhrlich  angenommenen  Geraden  @  befind- 
liche Punktsystem  ein  hyperbolisches  sei  mit  den  Asymptoten- 
punkten s  und  t;  wenn  dies  Punktsystem  aber  elliptisch  ist,  so 
fällt  die  Untersuchung,  welche  sich  wesentlich  auf  die  Realität 
der  Asymptotenpunkte  stützte;  wir  werden  also,  um  den  Kern- 
kegelschnitt zu  finden,  überhaupt  eine  solche  Gerade  @  in  der 
Ebene  aufzusuchen  haben ,  deren  Punktsystem  im  Netze  ein  hyper- 
bolisches ist;  wenn  irgend  eine  solche  existirt,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  und  der  Ort  ihrer  Asymptotenpunkte  ist  der  Kern- 
kegelschnitt, welcher  auf  die  angegebene  Art  konstruirt  werden 
kann.  Ob  es  aber  immer  eine  solche  Gerade  geben  muss  oder 
ob  unter  Umständen  gar  kein  hyperbolisches  Punktsystem  im 
Netze  vorkommt,  werden  wir  aus  den  zur  Konstruktion  des 
Netzes  erforderlichen  Daten  erkennen  können  (§  55). 

Sind  die  auf  den  Trägern  31  und  5li,  welche  konjugirte  Strah- 
len des  Netzes  sein  sollen,  angenommenen  Punktsysteme  beide 
hyperbolisch  oder  auch  nur  eines  von  ihnen,  so  hat  nach  dem 
Vorigen  das  Netz  einen  reellen  Kern ;  wenn  dagegen  beide  ge- 
gebenen Punktsysteme  elliptisch  sind,  so  ist  die  Frage  zu  ent- 
scheiden, ob  sonst  in  dem  Netze  hyperbolische  Punktsystenae 
vorkommen,  oder  nicht.  Sei  der  Konstruktion  des  Netzes  gemäss 
(§  55)  ^2  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  31  3li  und  die 
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beiden  ihm  konjugirten  Punkte  in  den  gegebenen  Punktsystemen: 
B  auf  %  und  B^  auf  91,  also  [BB^  =  3I2  die  Polare  von  J^j, 
so  wird,  wenn  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  elliptisch  sind, 
auch  das  dem  Strahle  ^^  zugehörige  Punktsystem  des  Netzes 
elliptisch  sein;  um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  auf  91 
einen  beliebigen  Punkt  a  zwischen  B^B^  und  auf  %^  einen  be- 
liebigen Punkt  a^  zwischen  B^B,  so  dass  die  Verbindungslinie  a a^ 
also  nothwendig  in  einem  Punkte  a^  ausserhalb  BB^  den  Strahl 
%  trifft  (Fig.  84);  die  konjugirten  Punkte  aa^  zu  0  und  a,  auf 
den  Trägern  %%^  der  beiden  *    .    '     . 

gegebenen  Punktsysteme  müs- 
sen, da  die^e  elliptisch  sind, 
ausserhalb  B^B^  und  ausser- 
halb B^B  liegen;  ihre  Verbin- 
dungslinie muss  also  auch  die 
dritte  Dreiecksseite  B  B^  in 
einem  Punkte  ausserhalb  BB^ 
treffen  und  der  vierte  harmo- 
nische, weicher  ctc^  ist,  liegt 
daher  zwischen  B  und  B^;  da 
nun  BB^,  ein  Paar  konjugirter  Punkte,  getrennt  wird  durch  «2^2» 
ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  des  auf  9I2  befindlichen  Punkt- 
systems, so  ist  das  letztere  elliptisch;  in  gleicher  Weise  wurden 
wir  gesehen  haben,  dass,  wenn  beide  gegebenen  Punktsysteme 
auf  91  und  9l|  hyperbolisch  sind,  das  dritte  Punktsystem  auf  9I2 
elliptisch  sein  muss,  wenn  dagegen  eines  von  beiden  gegebenen 
Punktsystemen  auf  91  oder  9li  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch 
ist,  alsdann  das  dritte  auf  9I2  hyperbolisch  sein  muss.  Wir 
schliessen  hieraus: 

Von  den  drei  auf  einem  Tripel  konjugirter  Strah- 
len des  Netzes  befindlichen  Punktsystemen  lAüssen 
entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines  elliptisch 
und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sein;  und  daher 
auch:  Von  den  drei  einem  Tripel  konjugirter  Punkte 
zugehörigenStrahlsystemen  müssen  entweder  alle  drei 
elliptisch  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern 
hyperbolisch  sein. 

In  dem  zu  untersuchenden  Falle,  wo  alle  drei  den  Tripel- 
strahlen  %  %^  9(2  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind ,  zeigt 
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sich  nun,  dass  überhaupt  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
des  Netzes  das  ihr  zugehörige  Punktsystem  elliptisch  ist,  also 
kein  einziger  reeller  Punkt  des  Kernkegelschnitts  existirt.  Wir 
können  von  dem  Tripeldreieck  B^B^B,  dessen  drei  Seiten  die 
drei  elliptischen  Punktsysteme  enthalten,  irgend  zwei  der  letzle- 
ren mit  ihren  Punktsystemen  als  zur  K(^struktion  des  Netzes 
gegeben  ansehen;  irgend  eine  Gerade  9I3  in  der  Ebene  kann  als- 
dann nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  zu  dem  Dreieck 
B^B^B  haben;  nämlich  1)  sie  schneidet  zwei  Dreiecksseiten  zwi- 
schen den  Eckpunkten,  die  dritte  in  der  Verlängerung,  oder  2)  sie 
schneidet  alle  drei  Seiten  in  ihren  Verlängerungen;  untersuchen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  nehmen  an,  5I3  treffen  B^B^ 
in  a  und  B^B  in  a^  zwischen  den  Eckpunkten  des  Dreieds 
(Fig.  85);  das  Punktsystem  des  Netzes  auf  9I3  wird  dadurch  be- 

(Fig.  85.) 


stimmt,  dass  wir  zu  a  und  a^  die  konjugirten  Punkte  a  und  c^t 
nehmen  und  die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien  aB  mit  % 
(den  Punkt  a)  und  cc^B^  mit  %^  (den  Punkt  a,)  aufsuchen;  die 
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beiden  Paare  a,'a  und  a^,  aj  sind  konjugirte  Punkte  des  Punkt- 
systems auf  9I3.  Da  nun  a  nothwendig  ausserhalb  der  Strecke 
^2-^1  liegen  muss,  weil  das  auf  51  gegebene  Punktsystem  ellip- 
tisch ist,  so  kann  Ba  die  Gerade  91^  nur  in  der  endlichen  Strecke 
zwischen  a^  und  öj  trefiPen  («2  ist  der  Schnittpunkt  von  Slg  mit  2I3), 
und  da  ebenso  «^  ausserhalb  B2B  liegt,  so  kann  B^a^  die  Ge- 
rade 2I3  nur  in  den  Theilen  von  a  durch  00  bis  «2  treffen;  das 
Stück  zwischen  aa^  bleibt  beidemal  verschont  und  die  Punkte 
aa^a  a^  liegen  also  so,  dass  das  eine  Paar  konjugii;ter  Punkte  aa 
durch  das  andere  a^a^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  3I3 
ist  also  elliptisch;  dasselbe  Raisonnement  bleibt  bestehen,  wenn 
3I3  eine  solche  Lage  hat,  dass  sie  zwei  andere  Seiten  des  Tripel- 
dreiecks  B^B^B  zwischen  den  Ecken  und  die  dritte  in  der 
Verlängerung  trifft;  im  zweiten  Falle  nun,  wenn  die  Punkte  a 
und  «1  ausserhalb  B^B^  und  B^B  liegen,  müssen  a  und  cc^  zwi- 
schen -02^1  ^^^  ^2^  liegen;  der  Strahl  Ba  kann  also  9I3  nur 
in  dem  Theile  von  a^  (durch  00)  bis  a^  treffen  und  B^  a^  nur  in 
dem  Theile  von  a^  bis  a\  der  Theil  aa^  bleibt  also  wiederum 
verschont  und  die  Schnittpunkte  a  und  a^  liegen  wie  früher  so, 
dass  das  eine  Paar  konjugirter  Punkte  aa  durch  das  andere  Paar 
a^QL^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  5I3  ist  also  wieder  ellip- 
tisch; da  aber  die  Gerade  %^,  wie  sie  auch  in  der  Ebene  liegen 
mag,  nothwendig  eine  der  beiden  untersuchten  Lagen  haben  muss, 
so  folgt,  dass  alle  Punktsysteme,  die  im  Netze  vorkommen,  ellip- 
tisch sind  und  also  auch  alle  Strahlsysteme. 

Wir  unterscheiden  hiernach  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  des  Netzes: 

a)  Das  elliptische  Netz  enthält  nur  elliptische  Punkt- 
systeme auf  allen  Geraden  und  daher  auch  nur  elliptische  Strahl- 
systeme in  allen  Punkten  der  Ebene  (da  jedes  Strahlsystem  mit 
dem  ihm  zugehörigen  Punktsystem  auf  der  Polare  perspektivisch 
liegt  und  also  gleichartig  ist). 

b)  Das  hyperbolische  Netz  enthält  theHs  elliptische,  theils 
hyperbolische  Punktsysteme  und  ebenso  Strahlsysteme;  bei  einem 
Tripel  konjugirter  Strahlen  und  Punkte  sind  immer  zwei  Systeme 
hyperbolisch  und  das  dritte  elliptisch;  die  Asymptotenpunkte  aller 
Punktsysteme  liegen  auf  dem  Kernkegelschnitt  und  die  Asymp- 
toten aller  Strahlsysteme  berühren  denselben  Kernkegelschnitt; 
das  Netz  ist  das  gewöhnliche  Polarsystem  für  diesen  Kegelschnitt. 
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Ein  Punktsystem  hat,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  zwei  reelle 
Asymptotenpunkte,  welche  dasselbe  vollkommen  bestimmen,  und 
umgekehrt  zwei  reelle  Punkte  einer  Geraden,  als  die  Asymptoten- 
punkte eines  hyperbolischen  Punktsystems  aufgefasst,  werden  durch 
dieses  Punktsystem  vertreten;  dagegen  wenn  das  Punktsystem 
elliptisch  ist,  hat  es  keine  reellen  Asymptotenpunkte  und  ist 
nichtsdestoweniger  ein  völlig  reelles,  in  ganz  gleicher  Weise  kon- 
struirbares  Gebilde,  von  dem  wir  der  Uebereinstimmung  wegen 
sagen,  dass  es  zwei  imaginäre  Asymptotenpunkte  hat;  durch  das 
elliptische  Punktsystem  wird  also  ein  imaginäres  Punktenpaar  ver- 
treten; —  analogerweise  haben  wir  in  dem  Involutionsnetz  ein 
völlig  reelles,  immer  in  derselben  Art  konstruirbares  Gebilde,  wel- 
ches, wenn  es  hyperbolisch  ist,  einen  reellen  Kegelschnitt,  seinen 
Kern,  vertritt  und  von  dem  wir  wiederum  der  Uebereinstimmung 
wegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  sagen,  es  habe  einen  imaginären 
Kern,  so  dass  das  elliptische  Netz  einen  imaginären  Kegel- 
schnitt vertritt.  Wir  verstehen  hiernach  unter  einem  imaginären 
Kegelschnitt  den  Kern  eines  elliptischen  Netzes  und  operiren  mit 
dem  Netze,  dessen  wesentliche  Eigenschaften  bestehen  bleiben  un- 
abhängig davon,  ob  der  Kern  reell  oder  imaginär  ist.  Es  ist 
ersichtlich,  dass  es  für  die  synthetische  Behandlung  geometrischer 
Probleme  von  grosser  Bedeutung  ist,  ein  völlig  reelles  Gebilde  zu 
besitzen,  welches  an  Stelle  eines  imaginären  Kegelschnitts  zu 
setzen  ist. 

Nehmen  wir  zur  Bestimmung  eines  Netzes  zwei  hyperbolische 
Punktsysteme  auf  den  Trägern  älälj,  die  konjugirte  Strahlen  des 
Netzes  sein  sollen,  und  sei  dem  Schnittpunkt  der  Träger  z  auf 
dem  ersten  der  Punkt  y,  auf  dem  andern  der  Punkt  x  konjugirt, 
seien  ferner  die  Asymptotenpunkte  des  ersten  Punktsystems  acr, 
die  des' zweiten  &/?,  so  kann  man  zwei  neue  Punktsysteme  aus 
denselben  Punkten  bilden,  die  elliptisch  sind,  indem  man  einmal 
X  und  y,  a  und  cc,  das  andere  Mal  z  und  x,  h  upd  ß  als  Paare 
konjugirter  Punkt<4  auffasst,  die  jedesmal  ein  elliptisches  Punkt- 
system erzeugen,  weil  sie  harmonisch  gelegen  sind.  Dadurch  hat 
man  auf  jedem  der  Träger  zwei  Punktsysteme,  ein  hyperbolisches 
und  ein  elliptisches,  und  indem  man  zwei  auf  verschiedenen  Trä- 
gern beßndliche  zur  Bildung  eines  Netzes  verwendet,  was  auf  vier 
Arten  geschehen  kann,  erhält  man  vier  verschiedene  Netze,  die  in 
eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander  stehen ;  ihre  Kernkegel- 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem).    §  56.  449 

schnitte  sind  nämlich  vier  barmoniscb-zugeordnete  Kegel- 
schnitte (§54),  von  denen  drei  reell,  der  vierte  imaginär  ist; 
wenn  wir  nämlich  die  Punlctsysteme  auf  den  beiden  Trägern  durch 
(Ä)  (e)  (Äj)  [e^)  bezeichnen  und  die  vier  Verbindungen: 
W(Äi),  {h)(e,),  {e)(h,),  (e){e,) 
auf  den  konjugirten  Trägern  91  St^  zur  Erzeugung  der  Netze  ver- 
wenden ,  so  werden  die  drei  ersten  Netze  hyperbolisch ,  das  letzte 
elliptisch.  ^ 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus 
der  Konstruktion  der  vier  Mittelpunkte  dieser  Netze;  denn  da  xyz 
ein  gemeinschaftliches  Tripel  für  alle  ist,  so  sind  sie  vollkommen 
bestimmt,  sobald  man  noch  den  Mittelpunkt  kennt;  seien  (i  und 
fi^  die  Mittelpunkte  von  (k)  und  (ä^),  so  geht  aus  §  16  hervor, 
dass  der  Mittelpunkt  v  des  Systems  {e)  der  vierte  harmonische  zu 
zy(i,  dem  ^  zugeordnete  und  ebenso  der  Mittelpunkt  v^  des 
Systems  {e^)  der  vierte  harmonische  zu  2:0;^^,  dem  ^^  zugeordnete 
Punkt  ist,  folglich  haben  wir: 

{xiA,  y(i^)  =  ajl  {xfi,  yv^)  =  9Jl' 

{xv,  yv^  =  SR'"  {xv,  y(i^)  =  SR" 

als  Mittelpunkte  dieser  vier  Netze.  Dies  ist  aber  nach  §  54 
(Fig.  79)  genau  die  Lage  der  vier  Mittelpunkte  von  vier  harmo- 
nisch-zugeordneten  Kegelschnitten,  welche  das  Tripel  xyz  ge- 
meinschaftlich haben. 

Wir  müssen  jetzt  noch  einige  Specialitäten  erwähnen:  Beim 
hyperbolischen  Netz  wird  die  doppelt -unendliche  Schaar  von  Ge- 
raden in  der  Ebene,  welche  theils  elliptische,  theils  hyperbolische 
Punktsysteme  enthalten,  in  diese  beiden  Gattungen  getrennt  durch 
eine  einfach-unendliche  Reihe  von  solchen  Geraden,  welche  para- 
bolische Punktsysteme  enthalten;  wir  haben  ein  prabolisches  Punkt- 
system einen  solchen  speciellen  Fall  des  hyperbolischen  genannt, 
bei  welchem  die  beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen;  es 
hat  die  Eigenthümlichkeit,  dass  zu  diesem  Doppelpunkte  jeder 
beliebige  andere  Punkt  der  Geraden  als  konjugirter  und  wiederum 
zu  jedem  beliebigen  Punkt  der  Geraden  der  Doppelpunkt  als  konju- 
girter anzusehen  ist;  für  alle  diejenigen  Geraden,  welche  Tangenten 
des  Kernkegelschnitts  sind ,  ist  also  das  zugehörige  Punktsystem  ein 
parabolisches  und  sie  bilden  die  genannte  Grenze.  Anderseits 
giebt  es  unter  den  doppelt  unendlich -vielen  Punkten  der  Ebene, 
deren  Strahlsysteme  theils  elliptisch,  theils  hyperbolisch  sind,  eine 
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einfach -unendliche  Reihe  solcher  Punkte,  deren  Strahlsysteme 
parabolisch  werden;  dies  sind  die  Punkte  des  Kernkegelschnilts 
und  sie  bilden  die  Grenze  zwischen  dem  einen  und  dem  andern 
Gebiet;  in  jeder  Tangente  des  Kernkegelschnitts,  welche  ein 
parabolisches  Punktsystem  des  Netzes  enthält,  ist  der  Berührungs- 
punkt der  Doppelpunkt  des  Systems  und  für  jeden  Punkt  des 
Kernkegelschnitts,  welcher  ein  parabolisches  Strahlsystem  ent- 
hält, ist  die  «Tangente  der  Doppelstrahl  desselben. 

In  besonderer  Weise  vereinfacht  sich  das  parabolische  Netz, 
wenn  wir  von  den  beiden   erzeugenden  Punktsystemen  eines  pa- 
rabolisch annehmen;  sei  das  Punktsystem  auf  ^  parabolisch,  so  ist 
B^  der  Doppelpunkt  desselben  (Fig.  86) ,  weil  er  zu  jedem  belie- 
(Fig.  86.)  bigen  Punkte  der  konjugirte  ist, 

mithin  auch  zu  B^,  dem  Schnitt- 
punkte (51,  5li);  die  Polare  5I2  von 
B2,  welche  B^B  verbindet,  wird 
alsdann  nach  der  Konstruktion  des 
Netzes  ein  Punktsystem  enthalten, 
welches   ebenfalls  parabolisch   ist 
und  seinen  Doppelpunkt  in  B^  hat; 
um  den  Kern  eines  solchen  beson- 
deren Netzes  zu  finden,  kommt  es 
darauf  an  zu  wissen,  ob  das  zweite 
auf  3li  gegebene  Punktsystem  hy- 
perbolisch oder  elliptisch  ist;  wenn 
es  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymp- 
totenpunkten s  und  t,  so  zeigt  die  frühere  Konstruktion  des  Kern- 
kegelschnitts,   dass    dasselbe   in    das    Linienpaar   B^s   und   B^i 
degenerirt;  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  wird  der 
Pol  der  feste  Punkt  B^  und  von  jedem  beliebigen  Punkte  in  der 
Ebene  geht  die  Polare  durch  J5,;  das  Strahlsystem,  welches  in  ^| 
seinen  Mittelpunkt  hat  und  mit  dem  auf  ^^  gegebenen  Punktsystem 
perspektivisch  liegt,   schneidet  daher  sämmtliche  Geraden  in  der 
Ebene  in  denjenigea  Punktsystemen,  welche  ihnen  im  Netze  zu- 
gehören; wenn  dagegen  zweitens  das  auf  3li  gegebene  Punktsystem 
elliptisch  ist,   so  reducirt  sich  der  Kernkegelschnitt  auf  den  ein- 
zigen Punkt  B^;  alle  Punktsysteme  sind  elliptisch  mit  Ausnahme 
derjenigen  >  welche  auf  den  durch  B^  laufenden  Strahlen  liegen, 
und  diese  sind  sämmtlich  parabolisch;  wir  können  auch  sagen, 
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(lass  sich  in  diesem  Falle  der  Kernkegelscbnitt  auf  ein  imaginäres 
Linienpaar  reducirt,  dessen  reeller  Doppelpunkt  B^  ist,  indem 
dieses  Linienpaar  von  den  imaginären  Asymptoten  des  in  ^j 
befindlichen  elliptischen  Strahlsystems  gebildet  wird.  In  dem 
Falle,  wo  der  Kernkegelschnitt  des  Netzes  sich  auf  ein  reelles 
Liüienpaar  oder  einen  Punkt  (imaginäres  Linienpaar)  reducirt, 
heisst  das  Netz  ein  parabolisches.  Das  parabolische  Netz  be- 
steht also  eigentlich  aus  nichts  anderem,  als  einem  gewöhnlichen 
ebenen  Strahlsystem. 

Werden  beide  erzeugenden  Punktsysteine  parabolisch  ange- 
nommen mit  den  Doppelpunkten  B^B,  so  zieht  sich  der  Kern- 
kegelschnitt anstatt  auf  ein  Linienpaar  auf  eine  einzige  doppelt  zu 
zählende  Gerade  ^^^  zusammen;  nehmen  wir  an,  dass  von.  den 
beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  parabolisch  mit  dem  Dop- 
pelpunkt ^|,  das  andere  hyperbolisch  sei  und  einen  Asymptoten- 
punkt  in  B^  habe,  dieser  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger 
wird,  so  ist  das  Netz  unbestimmt  und  verlangt  zu  seiner  völligen 
Bestimmung  noch  ein  weiteres  Datum.  Gehen  wir  von  der  Be- 
stimmung des  Netzes  durch  zwei  Strahlsysteme  aus,  deren  Mittel- 
punkte zugeordnete  Punkte  sein  sollen,  so  ergeben  sich  analoge 
besondere  Fälle,  wenn  wir  eines  derselben  parabolisch  wählen. 
Der  Kernkegelschnitt  reducirt  sich  auf  ein  reelles  oder  imaginäres 
Punktenpaar,  dessen  Träger  immer  reell  ist,  oder  wenn  beide 
Strahlsysteme  parabolisch  sind,  auf  einen  einzigen  doppelt  zu  zäh- 
lenden Punkt.  Wir  kehren  nach  diesen  Besonderheiten  wieder  zu 
dem  allgemeinen  Involutionsnetz  zurück. 

§  57.     Verschiedene  Bestimmungs- Arten  des  Netzes. 

Wenn  wir  als  bestimmende  Elemente  des  Netzes  annehmen: 
1)  ein  Paar  konjugirter  Punkte  oder  Strahlen,  2)  ein  Punktsystem,  wel- 
ches zwei  Paare  konjugirter  Punkte  vertritt,  oder  ein  Strahlsystem, 
3)  ein  Paar  Pol  und  Polare,  welches  ebenfalls  zwei  Paar  kon- 
jugirter Punkte  oder  Strahlen  vertritt,  endlich  4)  ein  Tripel  kon- 
jugirter Punkte  oder  Strahlen,  welches  drei  Paar  konjugirter 
Punkte  oder  Strahlen  vertritt,  so  lassen  sich  diesQ  Elemente 
in  mannichfacher  Weise  zur  Bestimmung  des  Netzes  zusammen- 
stellen; von  diesen  Bestimmungsarten  wollen  wir  einige  hier  an- 
fuhren, und  zwar  nur  solche,  die  das  Netz  eindeutig  bestim- 
men. 

29* 
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Die  im  §  55  zur  Konstruktion  des  Netzes  angenommenen  Be- 
stimmungsstucke waren: 

1)  zwei  konjugirte  Stralilen  des  Netzes  {%  und  ^^) 
und  auf  jedem  das  Punktsystem,  welclies  dem  Netze 
zugehören  soll,  oder  auch  zwei  konjugirte  Punkte  und  in 
jedem  das  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes.  Hieraus  ergiebt 
sich  sofort  eine  zweite  ßestimmungsart  durch  " 

2)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  des  Netzes 
und  eine  beliebige  Gerade  ^3  mit  dem  ihr  zugehörigen 
Punktsystem;  denn  die  drei  Verbindungslinien:  (^^^2)=^ 
(^2^)  =  5jij  [BB^)  =  5K2  mögen  die  Gerade  9I3  in  den  Punkten 
aa^a^  beziehlich  treffen;  seien  die  drei  konjugirten  Punkte  zu 
diesen  in  dem  auf  9I3  gegebenen  Punktsystem  cca^u^,  so  treffen 
sich  aB,  cc^B^,  cc^B^  in  eineoi  Punkte  B^,  dem  Pol  von  3I3,  und 
zugleich  treffen  sie9{3li^2^^  solchen  Punkten  ddi^a^f  welche  auf 
diesen  drei  Geraden  konjugirt  sind  den  Punkten  aa^a^\  da  nun 
je  zwei  Tripelpunkte  ausserdem  ein  zweites  Paar  konjugirter 
Punkte  sind,  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  konjugir- 
ten Strahlen  des  Netzes,  also  nach  1)  das  ganze  Netz.  In  ana- 
loger Weise  ist  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Tripel  konjugirter 
Strahlen  und  ein  beliebiges  Strahlsystem  B^,  welches  dem  Netze 
zugehören  soll;  ferner  ergiebt  sich,  dass  es  auch  bestimmt  wird 
durch 

3)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  ein 
beliebiges  Paar  Pol  und  Polare  ^3  und  9I3;  denn  möge  9I3 
die  beiden  Verbindungslinien  B^B^  und  B^Bm  a  und  a^  treffen  und 

seien  die  Schnittpunkte  [BBc^,  ^2^1)=^*^»  (^1  ^3> -^2^)  = ''i» 
so  sind  a  und  ci,  sowie  a^  und  a^  konjugirte  Punkte  des 
Netzes,  und  da  auch  zwei  Tripelpunkte  immer  konjugirt  sind,  so 
kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  des 
Netzes,  mithin  nach  1)  das  ganze  Netz.  Umständlicher  wird  schon 
die  Bestimmung  des  Netzes  durch 

4)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  zwei 
beliebige  Paare />  und  %,  p^'und  n^,  welche  konjugirte 
Punkte  sein  sollen.  Hier  können  wir  so  verfahren,  dass  wir 
durch  %  eine  beliebige  Gerade  legen,  dieselbe  als  Polare  von  p 
auffassen,  wodurch  dann  nach  3)  das  Netz  bestimmt  ist,  und  für 
das  so  bestimmte  Netz  die  Polare  zu  p^  konstruiren;  verändern  wir 
dann  die  durch  n  angenommene  Gerade,  so  verändert  sich  auch 
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die  zuletzt  konstruirte  Polare;  sobald  es  vorkommt,  dass  sie  durch 
den  gegebenen  Punkt  n^  geht,  ist  das  Netz  den  gegebenen  Be- 
dingungen gemäss  bestimmt.  Die  dabei  eintretende  Veränderung 
lässt  sich  aber  leicht  überschauen ,  wenn  wir  folgende  Bemerkung 
vorausschicken :  Das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ist  durch  zwei 
Paar  konjugirter  Punkte  a  und  cc,  b  und  ß  bestimmt  und  zu  einem 
dritten  Punkte  c  kann  der  konjugirte  y  nach  §  15  so  gefunden 
werden  (Fig.  87):  durch  c  ziehe  man  eine  beliebige  Gerade,  nehme 

(Fig.  87.) 


auf  ihr  zwei  Punkte  P  und  Q  an,  suche  die  Schnittpunkte: 

[Pa,  Qb)  =  R         {Pß,  Qa)  =  S, 

dann  gehti^iSi  durch  y,  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  PQRS,  dessep  Seiten  von  einer  Transversale  in  sechs 
Punkten  einer  Involution  geschnitten  werden;  wenn  wir  nun  von 
den  vier  zur  Bestimmung  des  Punktsystems  erforderlichen  Punk- 
ten  accbß  drei  acc  und  b  festhalten,  den  vierten  ß  aber  verän- 
dern, so  variirt  das  Punktsystem  und  zu  dem  festen  Punkt  c  ge- 
hört jedesmal  ein  anderes  y;  aus  der  Konstruktion  geht  aber 
hervor,  dass  bei  der  Bewegung  von  ß,  während  die  Punkte 
aab  c  PQ  festgehalten  werden,  auch  R  fest  bleibt,  S  dagegen  sich 
verändert,  indem  es  auf  Qcc  eine  mit  ß  perspektivisch  liegende 
Punktreihe  durchläuft;  y  durchläuft  wiederum  eine  mit  S  perspek- 
tivische Punktreihe,  also  beschreiben  auch  ß  und  y  zwei  auf- 
einanderliegende  projektivische  Punktreihen,  deren  Doppelelemente 
a  und  (X  werden.  Dies  vorausgeschickt,  sei  nun  BB^B^  das  ge- 
gebene Tripel,  also  [B^B^  =  91  und  (-^2^)  =  ^i  konjugirte  Strah- 
len; 91  werde  yon  pB  xknip^B  in  a  und  6  getroffen,  %^  dagegen 
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von  p'B^  und  p^B^  in  a^  und  b^;  wenn  wir  durch  n  eine  belie- 
bige Gerade  S  ziehen,  welche  ^  und  %i  in  a  und  (v^  trifft  und  nun 
auf  %  das  durch  die  Paare  ^2^1  ^^'^^  ^^'  dagegen  auf  Sl^  das 
durch  die  Paare  B2B  und  a^cc^^  bestimmte  Punktsystem  auffassen 
und  in  dem  ersten  zu  b  den  konjugirten  Punkt  ß,  in  dem  andern 
zu  b^  den  konjugirten  Punkt  ß^  bestimmen,  so  ist  ßß^  die  Polare 
von  pj^ ;  indem  wir  nunmehr  die  Gerade  S  um  den  Punkt  tc  drehen, 
verändern  sich  a  und  cc^  und  mit  ihnen  ß  und  /?^;  aus  der  vor- 
ausgeschickten Hülfsbetrachtung  geht  hervor,  dass  ß  und  a  projek- 
tivische  Punktreihen  beschreiben,  deren  Doppelelemente  B2  und  B^ 
sind ;  ebenso  beschreiben  ß^  und  a^  projektivische  Punktreihen  mit 
den  Doppelpunkten  B^  und  B;  a  und  c^^  durchlaufen  aber  perspek- 
tivische Punktreihen,  deren  Projektionspunkt  n  ist,  folglich  be- 
schreiben auch  ß  und  ß^  projektivische  Punktreihen  auf  den  Trä- 
gern %  und  älx  und  dieselben  liegen  perspektivisch,  denn  wenn 
et  nach  B2  kommt,  so  geht  auch  a^  dahin,  nach  dem  Vorigen 
aber  auch  ß  und  ß^,  mithin  fallen  in  den  Schnittpunkt  der  Träger 
entsprechende  Punkte  der  projektivischen  Punktreihen,  diese  liegen 
daher  perspektivisch,  also  ßßi  läuft  durch  einen  festen  Punkt  0, 
der  durch  zwei  beUebig  gewählte  Lagen  für  S  leicht  zu  kon- 
struiren  ist;  auch  sehen  wir,  dass  diese  Polare  j5/?^  =  2^  des 
Punktes  p^  ein  Strahlbüschel  beschreibt,  welches  projektivisch  ist 
mit  dem  von  £  beschriebenen;  durch  den  letzten  gegebenen 
Punkt  7t^  giebt  es  also  nur  eine  einzige  Gerade  2i,  nämlich  die 
Verbindungslinie  n^o  (es  müsste  denn  der  besondere  Fall  ein- 
treten, dass  7c^  mit  0  zusammenfiele,  dann  wäre  das  Netz  unbe- 
stimmt]; ziehen  wir  nach  der  Konstruktion  des  Punktes  0,  7t^o 
und  nehmen  diese  Gerade  als  Polare  von  p^ ,  so  ist  das  Netz  durch 
dies  Paar  Pol  und  Polare  und  durch  das  Tripel  BB^B^  nach  3) 
völHg  bestimmt  und  genügt  offenbar  den  verlangten  Bedingungen; 
das  Netz  ist  also  im  Allgemeinen  vollkommen  und  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  und  die  Konstruk- 
tion desselben  aus  der  vorigen  Betrachtung,  wenn  auch  ein  wenig 
umständlich ,  doch  allein  mittelst  des  Lineals  ausführbar.  Am  ein- 
fachsten gestaltet  sich  diese  Konstruktion,  wenn  wir  für  die  eine 
Lage  von  2  xlie  Gerade  nB  und  für  die  andere  Lage  rcB^  neli- 
men;  dann  fällt  das  eine  Mal  ct^  nach  B,  folglich  auch  ß^  nach 
B,  das  andere  Mal  a  nach  B^  und  auch  ß  nach  B^  und  der  Punkt 
0  wird  auf  folgende  Art  gefunden:   Sind  das  Tripel  B^B^B  und 
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das  Paar  konjugirter  Punkte  p,  n  gegeben,  so  ziehe  man  BB^, 
BB^  und  Bp,  Bit^  wodurch  man  zwei  Paar  Strahlen  erhält, 
welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  und  suche  den  zu  Bp^  kon- 
jugirten  Strahl  dieses  Strahlsystems;  zweitens  ziehe  mdiii 'B^B^, 
B^B  und  B^p,  B^n,  wodurch  man  zwei  Strahlenpaare  eines  an- 
dern Strahlsystems  erhält,  in  welchem  man  den  dem  Strahle  B^p^ 
konjugirten  aufsuche ;  dieser  und  der  vorige  in  dem  Strahlsystem 
[B)  schneiden  sich  im  gesuchten  Punkt  o;  man  erhält  auch  ein 
drittes  Strahlsystem  in  B^  durch  die  Strahlenpaare  B^B,  B^B^ 
und  B^p,  B^n  und  der  zu  B^Pi  konjugirte  Strahl  des  letzten 
Strahlsystems  muss  ebenfalls  durch  o  gehen.  Hieraus  ergiebt  sich 
der  Satz:  Für  alle  Netze,  welche  ein  Tripel  BB^B^  und 
ein  Paar  konjugirter  Punkte  p,n  gemeinschaftlich 
haben,  laufen  die  Polaren  ein  und  desselben  P unk tes(/>j) 
durch  einen  festen  Punkt  (o)  (§61). 

5)ZweiTripelkonjugirterPunkte  J5^iJ52"«<J^^^i^^2* 
enthalten  mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  er- 
forderlich und  ausreichend  sind;  wenn  diese  sechs  Punkte  aber 
der  Bedingung  genügen,  das»  sie  auf  einem  Kegelschnitt  liegen 
(§  ^)  >  so  ist  wiederum  das  Netz  vollkommen  und  eindeutig  durch 
sie  bestimmt;  es  genügt  alsdann,  zu  seiner  Konstruktion  das  Tripel 
BB^B^  und  das  Paar  Pol  und  Polare:  B^  und  B^B^  zu  wählen, 
wodurch  nach  3)  das  Netz  bestimmt  wird,  dann  müssen  ^^^  und 
B.^  von  selbst  ein  Paar  konjugirter  Punkte  sein. 

An  die  in  1)  enthaltene  Entstehungsweise  des  Netzes  durch 
zwei  Punktsysteme,  deren  Träger  oder  zwei  Strahlsysteme,  deren 
Mittelpunkte  konjugirte  Elemente  sind,  knüpft  sich  noch  eine  neue 
Bestimmungsart  durch  ein  Punktsystem  und  ein  Strahlsystem, 
welche  perspektivisch  liegen  und  Pol  und  Polare  des  Netzes  lie- 
fern; hierdurch  allein  ist  aber  das  Netz  noch  nicht  völlig  bestimmt; 
zu  seiner  Bestimmung  ist  noch  erforderlich  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  oder  Strahlen;  also: 

6)  ein  Strahlsystem  mit  dem  Mittelpunkt  B,  das  auf 
einer  beliebigen  Geraden  31  durch  das  Strahlsystem 
ausgeschnittene  Punktsystem,  die  Bedingung,  dass  B 
und  ^  Pol  und  Polare  des  Netzes  seien  mit  den  ihnen 
zugehörigen  Systemen,  und  endlich  noch  ein  beliebiges 
Paar  konjugirter  Punkte  p,  %  bestimmen  das  Netz  vollstän- 
dig; treffe  nämlich  p%  die  Gerade  ^  in  5  und  sei  is  der  kon- 
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jugirte  Punkt  in  dem  auf  91  gegebenen  Punktsystem,  so  wird  Bc 
die  Polare  von  5  sein,  also  p7r  in  einem  solchen  Punkte  (1  treffen, 
dass  prc,  s(S  zwei  Paar  kon jugirte  Punkte  sind,  welche  das  dem 
Netze '  zugehörige  Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bestimmen; 
nehmen  wir  daher  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  .^1^2  ^^^ 
auf  %  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  ein  Tripel  ^^j ^2 
und  ausserdem  ein  Punktsystem  auf  pn,  wodurch  das  Netz  nach 
2)  bestimmt  ist;  in  gleicher  Weise  ist  das  Netz  bestimmt,  sobald 
Pol  und  Polare  mit  ihren  Systemen  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  gegeben  sind. 

7)  Zwei  beliebige  Paare  vonPol  und  Polare:  B\xnd% 
B^  und  91^,  und  ein  Paar  konjugirter  Punkte^,  n  bestim- 
men das  Netz  ebenfalls  eindeutig;  sei  der  Schnittpunkt  (3(,  ^i)  =^2 
und  die  Verbindungslinie  [B  B^  =  %2'  ^^  ^^"^  ^^  ^^^^  B^m^ 
5(2  ein  Paar  Pole  und  Polare;  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte 
{%  3I2)  =  B  und  (21,  %)  =  B, ,  so  haben  wir  auf  %  zwei  Paar 
konjugirter  Punkte  ^B  und  ^^B^,  also  das  ganze  dem  Netze  zu- 
gehörige Punktsystem  und  zugleich  das  mit  ihm  perspektivische 
Strahlsystem  in  B^,  welches  dem  Netze  zugehört,  weil  B^  der 
Pol  von  %2  ^^^>  ^^^  haben  nun  ausserdem  noch  ein  Paar  konjugir- 
ter Punkte  pn,  wodurch  nach  dem  vorigen  Falle  6)  das  Netz  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt  wird. 

8)  Drei  beliebigePaarevonPol  und  Polare:  ^und3(, 
B^  und  %[,  B2  und  $(2  enthalten  mehr  Elemente,  als  zur 
Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  sind;  wir  können  indessen 
die  Abhängigkeit  dieser  sechs  Stücke  ermitteln ,  welche  stattfinden 
muss,  damit  sie  das  Netz  bestimmen,  ohne  sich  zu  widersprechen. 
Nehmen  wir  B  und  31,  B^  und  91^  und  den  Punkt  B^  willkühr- 
lich  an  (Fig.  88),  so  ist  die  Verbindungslinie  [BB^  =  2I3  die  Polare 
des  Schnittpunktes  (91  Sl,)  =  ^3!  das  Punktsystem  auf  9I3  ist  be- 
stimmt durch  zwei  Paare  konjugirter  Punkte:  B  und  den  Schuitl- 
punkt  33  =  (9I9I3),  B^  und  den  Schnittpunkt  Sj  =  (SliSla);  ziehen 
wir  B^B^,  so  muss  der  Pol  dieser  Geraden  auf  3I3  liegen  mid 
der  konjugirte  Punkt  (7  zu  dem  Schnittpunkte  s  sein,  in  welchem 
B^B^  die  3I3  trifil;  es  sind  also  B,^  und  a  konjugirte  Punkte, 
d.  h.  die  Polare  von  B^  muss  durch  tf  gehen;  sie  ist  mithin  niclit 
mehr  vollkommen  frei,  sondern  muss  durch  einen  bestimmten,  von 
den  beiden  andern  Paaren  Pol  und  Polare:  B  und  91  >  B^  unA% 
und  dem  Punkt  B^  abhängigen  festen  Punkt  <s  gehen;  ziehen  wir 
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durch  <s  eine  beliebige  Gerade  9I2  als  Polare  von  B2,  so  ist  jetzt* 

das  Netz  bestimmt  und  die  Abhängigkeit  der  drei  Punkte  BB^B^ 

(Fig.  88.) 


und  ihrer  Polaren  91^1^2  ^^^  einander  stellt  sich  in  folgender 
Weise  heraus:  der  Schnittpunkt  (2(3l2)  sei  ß^  und  der  Schnitt- 
punkt (^liSlj)  s®^  ß  ""^  ®s  mögen  sich  Bß  und  B^ß^  in  0  treffen, 
dann  gehen  in  dem  vollständigen  Viereck  ßoß^B.^  zwei  Seiten- 
paare durch  die  Punkte  ^93  und  B^^^  des  auf  9I3  befindlichen 
Punktsystems,  vom  dritten  Seitenpaar  geht  ein  Theil  ßß^  durch  a, 
folglich  der  andere  B20  durch  den  konjugirten  Punkt  s,  d.  h. 
Bß,  B^ß^,  ^2^3  schneiden  sich  in  einem  Punkte;  nun  sind 
aber  BB^B^  die  £cken  eines  Dreiecks  und  B^ßß^  die  Ecken  des 
von  den  drei  Polaren  ^9li9l2  gebildeten  Dreiseits;  diese  beiden 
Dreiecke  liegen  also  perspektivisch  (§  31)  und  es  gilt  der  Satz : 
Hat  man  in  einem  Netze  drei  beliebige  Punkte  BB^B^ 
und  deren  drei  Polaren  %%^%,  welche  sich  paarweise 
in  den  Punkten  (9l2li)  =  83,  [%%)^'R,  [%%)  =  'Ry^  schnei- 
den, so  liegen  die  beiden  Dreiecke  BB^B^  und  FB1B2 
perspektivisch,  d.  h.  ^B,  B^'B^,  ^2^2  schneiden  sich  in 
einem  Punkte.  Hieraus  folgt  die  gleichbedeutende  Bedingung, 
dass  die  Schnittpunkte  von  %  mit  B^B^,  9li  mit  B^B  und  ^2  ^^^ 
BB^  drei  Punkte  in  gerader  Linie  sein  müssen.  Um  dann  zu 
irgend  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  die  Polare  S  zu  konstruiren, 
kann  man,  wie  leicht  nachzuweisen  ist,  in  folgender  Weise  ver- 
fahren: Man  ziehe  PB,  welches  9li  in  ß^  trifft,  und  PB^,  wel- 
ches %  m  ß  treffe,  dann  wird  [ßß^,  ^^i)  '=' ^  ein  Punkt  der 
Polare  S  sein ;  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die  Schnittpunkte : 
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[PBy,     %)  (PB,.     %), 

SO  trifft  ihre  Verbindungslinie  B^B2  in  y  einem  zweiten  Punkte  der 
gesuchten  Polare  £;  diese  ist  also  schon  bekannt;  man  kann  noch 
einen  dritten  Punkt  z  von  ihr  ßnden,  indem  man  die  Schnitt- 
punkte: 

{PB^,  21)  {PB,  gij) 

verbindet  und  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnittpunkte  mit 
BB^  verlängert,  welcher  z  ist.  Die  drei  Punkte  xyz  liegen  auf 
einer  Geraden  S.  Nun  können  wir  auch  rückwärts  schliessen: 
Wenn  die  zur  Bestimmung  des  Netzes  gegebenen  drei  Paare  Pole 
und  Polaren,  ^  und  91,  B^  und  9li,  B^  und  Slj,  der  Bedingung 
genügen,  dass  die  beiden  Dreiecke  BB^B^  und  9l9l]9l2  bezieh- 
lieh  perspektivisch  liegen,  dann  ist  ein  Netz  durch  sie  vollstän- 
dig und  eindeutig  bestimmt. 

9)  Zwei  beliebige  Punktsysteme   auf  den  Trägern 
%  und  9li,  welche  nicht  konjugirte  Strahlen  sein  sollen, 
und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  p,  tt  bestimmen 
das  Netz;  sei  B^  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ^%^y  dann 
ist  die  Verbindungslinie  derjenigen    beiden  Punkte  der  Träger, 
welche  ihrem  Schnittpunkte  konjugirt  sind  in  den  gegebenen  Punkt- 
systemen, die  Polare  von  Bc^\  auf  der  Verbindungslinie  p%  ken- 
nen wir  nur  dies  eine  Paar   konjugirter  Punkte;  wäre   uns  das 
ganze  Punktsystem   auf  dieser  Geraden   bekannt   und  bezeichnen 
wir  ihren   Schnittpunkt  mit  31  durch  B^^  mit  %^  durch  B,  so 
hätten  wir  auch  die  Polaren  von  B  und  B^ ,  indem  wir  die  ihnen 
konjugirteii  Punkte  in  den  beiden  Paaren  von  Punktsystemen  ver- 
binden,  deren  Träger  sich   einmal   in  B^  das  andere  Mal  in  B^ 
trefifen,  wir  hätten  dann  also  drei  Paare  Pole  und  Polaren,  weiche 
der  in   8)   gefundenen  Bedingung   Genüge  leisten;    sei   nämlich 
(Fig.  89)  in  dem  auf  91  gegebenen  Punktsystem  dem  B^  konjugirt 
j?2»  dem  B^  konjugirt  &j,  in  dem  auf  9li  gegebenen  Punktsystem 
dem  B^  konjugirt  h^,  dem  B  konjugirt  /?  und  endlich  in  dem  auf 
der  Verbindungslinie  (5i?,)  =  9l2  angenommenen  Punktsystem  dem 
B  konjugirt  6,  dem  J9j  konjugirt  /?|,   so  ist  die  Polare  von  ^2- 
62/^2»  ^^"  B:  bß,  von  B^:  b^ß^;  es  müssen  nun  die  Seiten  dieses 
Polardreiseits  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  BB^B^  in 
drei  Punkten  einer  Geraden   treffen,   nämlich  (62/^2»  BB^=^o^, 
{bß,  B^B^)  =  0,   (fti/5i,   B^B)  =  0^;    von    diesen   drei  auf 
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einer  Geraden  liegenden   Punkten  O2OO]   ist  einer,   nämlich  Oj» 
gegeben  als  der  Schnittpunkt  der  durch  die  beiden  Punktsysteme 

(Fig.  89.) 


auf  31 3{,  bekannten  Polare  von  B^  mit  der  Verbindungslinie  pn\ 
wir  können  also  durch  den  bekannten  Punkt  o^  eine  veränder- 
liche Gerade  S  ziehen,  durch  welche  dann  das  Netz  völlig  be- 
stimmt wird,  und  für  dieses  so  bestimmte  Netz  zu  dem  gegebenen 
festen  Punkte  p  den  konjugirten  Punkt  auf  ^^  bestimmen;  mit  der 
Veränderung  von  S  verändert  sich  auch  der  zuletzt  konstruirte 
Punkt  und  es  wird  nur  einmal  vorkommen,  dass  er  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  tt  zusammenfällt;  durch  diese  besondere  Lage  der 
Geraden  S  ist  alsdann  das  Netz  allen  Bedingungen  der  Aufgabe 
gemäss  bestimmt.  Es  ist  leicht  in  der  Figur  zu  verfolgen, 
wie  sich  mit  der  Drehung  von  S  um  o^  das  durch  sie  bestimmte 
Punktsystem  auf  ^2*  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^  festen  Punkt  j9  jedesmal 
konjugirte  Punkt  )p  verändert.  In  der  That  0  und  Oj  beschreiben 
zwei  perspektivische  Punktreihen  auf  31  und  3li,  also  h^o^  und 
ßo  zwei  projektivische  Strahlbüschel,  die  Punkte  ß^  und  b  zwei 
projektivische  Punktreihen  auf  3I2  der  Art,  dass,  wenn  ß^  nach  B 
gelangt,  h  nach  B^  kommt  und  zugleich,  wenn  ß^  na|ch  B^  kommt, 
h  nach  B  gelangt,  also  ß^  und  h  erzeugen  bei  der  Bewegung 
selbst  ein  neues  Punktsystem,  von  dem  ^  und  ^^  ein  Paar  kon- 
Jugirter  Punkte  ist.     Nun  bestimmen  die  beiden  Paare  Bb  und 
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B^ß^  dasjenige  Punktsystem  auf  ^2*  ^^  welches  der  dem  festen 
Punkt  p  konjugirte  f)  bestimmt  werden  muss;  nach  der  bekannten, 
schon  öfters  angewandten  Konstruktion  eines  sechsten  Punktes  der 
Involution  ziehen  wir  durch  p  irgend  eine  Gerade  >  nehmen  zwei 
beliebige  Punkte  P  und  Q  derselben,  bestimmen  die  Schnittpunkte: 

{PB,  QB,)  =  R     ;     (P/Ji,  Qh)  =  S, 

dann  trifft  RS  die  Gerade  ^2  ^^  ^^^  gesuchten  Punkte  p.  Bei 
der  auszuführenden  Bewegung  wird  nun  R  fest  bleiben  und  S 
einen  Kegelschnitt  beschreiben,  weil  h  und  ß^  projektiviscbe 
Punktreihen  durchlaufen;  dieser  Kegelschnitt  geht  durch  P  und  iß, 
aber  auch  durch  R,  weil,  wenn  /J^  nach  B  gelangt,  h  nach  ^, 
kommt;  folglich  beschreibt  RS  ein  Strahlbüschel,  weiches  mit  PS 
projektivisch  ist,  also  auch  mit  der  Punktreihe  ß^  und  h,  daher 
mit  0^,  0  und  schliesslich  mit  dem  von  der  Geraden  S  erzeugten 
Strahlbüschel;  der  Schnittpunkt  f)  der  Geraden  RS  mit  ^2  ^^' 
schreibt  daher  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem  durch  die 
Bewegung  von  S  hervorgerufenen  Strahlbüschel  projektivisch  ist. 
Nachdem  diese  projektiviscbe  Beziehung  erkannt  und  durch  eine 
einfache  Konstruktion,  zu  welcher  man  nur  des  Lineals  bedarf, 
hergestellt  ist,  leuchtet  es  ein,  dass  nur  für  eine  einzige  bestimmte 
Lage  von  S  der  veränderliche  Punkt  p  mit  dem  gegebenen  %  zu- 
sammenfallen kann,  und  diese  Lage  von  £  ist  durch  die  bekannte 
projektiviscbe  Beziehung  allein  mittelst  des  Lineals  zu  ermitteln, 
indem  man  zu  dem  gegebenen  Punkte  tt,  als  der  Punktreihe  (p) 
angehörig,  den  entsprechenden  Strahl  des  Strahlbüschels  (S)  auf- 
sucht. Hierdurch  wird  nun  die  letzte  gegebene  Bedingung  erfüllt, 
dass  p  und  n  konjugirte  Punkte  des  Netzes  seien;  das  Netz  ist 
also  vollständig  und  eindeutig  durch  die  oben  angegebenen  Stücke 
bestimmt.  Die  Konstruktion  wird  zwar  in  vollständiger  Aus- 
führung etwas  umständlich,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  ist 
allein  mittelst  des  Lineals  zu  bewerkstelligen. 

In  analoger  Weise  ist  das  Netz  durch  zwei  beliebige  Strahl- 
sysleme  [B)  und  {B^ ,  deren  Mittelpunkte  nicht  konjugirte  Punkte 
sein  sollen,  und  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Strahlen  l,  X  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt. 

10)  Drei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trägern 
%  9lj[  %2  enthalten  mehr  Elemente ,  als  zur  BesümmuDg  des 
Netzes  ausreichend  sind;  wir  können  indessen  aus  dem  Vorigen 
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die  Bedingung  ermitteln,  welche  erfüllt  werden  muss,  damit  das 
Netz  durch  dieselben  bestimmt  wird  und  die  Bestimmungsstucke 
keinen  Widerspruch  involviren.  Es  ist  nämlich  schon  in  9)  an- 
gegeben, dass,  wenn  für  den  Schnittpunkt  {^^^2)  ^^^  beiden 
konjugirten  Punkte  auf  diesen  Trägern  b  und  ß,  für  den  Schnitt- 
punkt (^2^)  ^^^  konjugirten  Punkte  bi  und  ßi,  endlich  für  den 
Schnittpunkt  (^^i)  die  konjugirten  Punkte  2^2  ^^^  ß2  ^^^^>  ^^^ 
drei  Verbindungslinien  bß,  b^ß^,  ^21^2  ^^^  Polaren  jener  drei 
Schnittpunkte  sein  werden  und  daher  die  drei  Punkte: 

(bß.  21)  (b,ß„  91.)  {b,ß„  SU,) 

in  einer  Geraden  liegen  müssen.  Ist  diese  Bedingung  für  die 
Lage  der  drei  Punktsysteme  erfüllt,  so  bestimmen  sie  ein  Netz, 
dessen  Konstruktion  aus  8)  sich  ergiebt. 

11)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  51,  ein  Paar 
Pol  und  Polare:  B^  und  5li  und  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  p  und  tc  bestimmen  das  Netz;  sei  nämlich  der  Schnitt- 
punkt (3l2lJ  =  Ä  und  sein  konjugirter  Punkt  a  in  dem  auf  21 
gegebenen  Punktsystem,  so  wird  'B^a  die  Polare  von  s  sein  und 
Sj  in  einem  solchen  Punkte  t  treffen,  dass  B^st  ein  Tripel  kon- 
jugirter Punkte  ist;  nehmen  wir  auf  Sl^  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  TT^pj  des  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  zur  Kennt- 
niss  des  Netzes  ein  Tripel  und  zwei  Paar  konjugirter  Punkte,  wo- 
durch also  das  Netz  bestimmt  wird  und  nach  4)  zu  konstruiren  ist; 
dass  dabei  die  Punkte  p^n^  mit  einem  Tripelpunkte  (s)  in  gerader 
Linie  liegen,  ändert  im  Wesentlichen  nichts  in  der  Konstruktion. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Paar 
Pol  und  Polare,  ein  Strahlsystem  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter Strahlen. 

12)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  91  und  drei 
beliebige  Paare  konjugirter  Punkte  p  und  n,  p^  und  tt,, 
P2  und  7t2  bestimmen  das  Netz;  um  es  zu  konstruiren,  können 
wir  in  folgender  Weise  verfahren:  Nach  einem  früher  (§55) 
bewiesenen  Satze  sind,  wenn  p,  n  und  x,  |  irgend  zwei  Paare 
konjugirter  Punkte  sind,  allemal  die  Schnittpunkte: 

[px,n^)z=y  {pLnx)=iri 

ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte,  und  in  dem  vollständigen 
Viereck  pnx^  geht  die  Verbindungslinie  yri  durch  die  beiden 
vierten  harmonischen  Punkte,   welche  zu  dem  Schnittpunkte  der 
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beiden  Geraden  pn  und  x^  zugeordnet  harmonisch  liegen,  indem 
das  zweite  Paar  zugeordneter  Punkte  einmal  pn,  das  andere 
Mal  x^  ist;  wählen  wir  nun  für  pn  das  erste  gegebene  Paar 
konjugirter  Punkte  und  für  x^  ein  beliebiges  Paar  konjugirter 
Punkte  des  auf  dem  Träger  31  gegebenen  Punktsystems,  so  werden, 
indem  wir  das  letztere  Paar  verändern,  sich  auch  die  Punkte 
y  und  ri  verändern,  ihre  Verbindungslinie,  aber  durch  einen 
festen  Punkt  o  auf  pTC,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnitt- 
punkte mit  ^  zugeordneten  Punkt  gehen.  Die  Punkte  y  and  i\ 
beschreiben,  wie  leiclit  zu  sehen  ist,  ein  und  denselben  be- 
stimmten Kegelschnitt  Ä,  weil  px  und  n^  projektivische  Strahl- 
büschel  beschreiben  und  in  ihnen  auch  p^  und  nx  entsprechende 
Strahlen  sind;  jeder  durch  o  gehende  Strahl  trißl  daher  diesen 
vollständig  bestimmten  und  leicht  herzustellenden  Kegelschnitt  S 
in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  des  zu  konstruirenden  Netzes. 
Setzen  wir  an  Stelle  des  Punktenpaares  pn  das  zweite  gegebene 
Punktenpaar  p^  tc^  und  operiren  mit  ihm  in  ganz  derselben  Weise, 
so  erhalten  wir  einen  zweiten  Kegelschnitt  ft^  und  einen  Punkt  o, 
aufpjTT^  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  durch  Oj  gehende 
Strahl  den  Kegelschnitt  Ä^  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  des 
Netzes  trifft.  Ziehen  wir  nun  die  Verbindungslinie  oo^  und  möge 
sie  den  Kegelschnitt  $  in  ^  und  a,  den  ^^  in  s^  und  (S^  treffen, 
so  haben  wir  auf  oo^  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  des  Netzes, 
welche  auf  dieser  Geraden  das  ganze  dem  Netze  zugehörige  Punkt- 
system bestimmen;  da  ausserdem  die  Gerade  ^  mit  dem  ihr  zu- 
gehörigen Punktsysteme  gegeben  ist,  so  haben  wir  nunmehr  zwei 
bekannte  Punktsysteme  auf  den  Trägern  21  und  oo^,  ausserdem 
noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  P2^2f  ^^^  durch  diese  Stücke 
ist  das  Netz  nach  9)  vollkommmen  bestimmt.  Es  ist  hierbei  noch 
der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  eines  oder  beide  Punktenpaare 
sa,  s^a^,  welche  zur  Bestimmung  des  Punktsystems  auf  oo^  dienen, 
imaginär  werden  können;  in  diesem  Falle  werden  sie  vertreten 
durch  die  elliptischen  Punktsysteme,  welche  dem  Träger  oo^  in 
Bezug  auf  die  bekannten  Kegelschnitte  $  und  ^j  zugehören;  auch 
in  dem  reellen  Falle  können  die  Punktenpaare  so,  s^<s^  durch 
die  hyperbolischen  Punktsysteme  vertreten  werden,  welche  dem 
Träger  ooi  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  St  und  St\  zu- 
gehören;  diese  beiden  PunktQnpaare  haben  nun  im  Allgemeinen 
ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte,  welches  sowohl 
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lusCy  als  auchzus^a^  harmonisch  liegen  muss,  also  die  Asymp- 
totenpunkte des  neuen  Punktsystems  liefert,  dessen  Bestimmung 
durch  die  Paare  sc  und  s^a^  gegeben  wird.  Wir  schliessen  daher: 
Wenn  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  Träger  oo^  —  oder  auch 
nur  eines  —  elliptisch  sind,  so  suchen  wir  ihr  gemeinschaftliches 
Paar  konjugirter  Punkte  (§§  16  und  31);  dieses  ist  noth wendig 
reell,  sobald  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind;  wir 
nehmen  dieses  Paar  zu  den  Asymptotenpunkten  eines  dritten  hy- 
perbolischen Punktsystems,  welches  auf  dem  Träger  ooi  dem  zu 
bestimmenden  Netze  zugehört,  und  haben  daher  in  jedem  Falle 
eine  völlig  reelle  Konstruktion  des  Netzes. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Strahl- 
.^ystem  und  drei  beliebig  liegende  Paare  konjugirter  Strahlen. 

13)  Ein  Paar  Pol  und  Polare:  ^und2l,  und  ausser- 
dem drei  beliebige  |Paare  konjugirter  Punktejound  tc, 
/>!  und  TT^ ,  p2  u^d  %  bestimmen  das  Netz;  um  es  zu  konstruiren, 
bemerken  wir,  dass  zu  dem  Punkte  ^  jeder  beliebige  Punkt  der 
Polare  51  als  konjugirter  zu  betrachten  ist;  nehmen  wir  daher 
einen  beliebigen  Punkt  p  auf  der  Geraden  31  und  bestimmen  die 
Schnittpunkte  (Bp,  np)  =  x,  {Bn,  pp)  =:  ^,  so  sind  nach  dem 
oben  angezogenen  Satze  auch  x  und  "^  konjugirte  Punkte  des 
Netzes,  und  wenn  wir  p  auf  der  Geraden  91  verändern,  so  erhal- 
ten wir  unendlich  viele  Paare  konjugirter  Punkte  x  und  ^,  von 
denen  der  eine  eine  Punktreihe  auf  Bp,  der  andere  auf  Bn 
durchläuft,  und  beide  Punktreihen  sind  offenbar  projektivisch,  weil 
sie  beide  mit  der  von  p  beschriebenen  Puqktreihe  perspektivisch 
liegen.  Nehmen  wir  nunmehr  das  zweite  gegebene  Paar  konjugir- 
ter Punkte  p^  und  n^  und  verbinden  dieselben  mit  x  und  ^^  so 
dind  allemal 

ein  neues  Paar  konjugirter  Punkte ;  da  nun  x  und  ^  zwei  projek- 
tivische  Punktreihen  auf  den  Geraden  Bp  und  Bn  beschreiben, 
so  wird  der  Punkt  y  einen  Kegelschnitt  erzeugen  und  daher  im 
Aligemeinen  zwei  Mal  in  die  Gerade  91  hineinfallen;  für  eine 
solche  besondere  Lage  y'  und  y''  sind  die  oben  konstruirten 
Punkte  ri'  und  ??"  zu  ihnen  konjugirt;  zugleich  aber,  da  y'  und  y" 
auf  der  Polare  51  des  Punktes  B  liegen,  sind  y'  und  B,  ebenso 
y"  und  B  konjugirte,   also  Brj'  ist  die  Polare  von  y'  und  Bri'' 
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die  Polare  von  y";  wir  kennen  daher  vom  Netze  Pol  und  Polare 
und  die  ihnen  zugehörigen  Punkt-  und  Strahl -Systeme,  ausser- 
dem noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  ^2^2  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^^ 
daher  nach  6)  vollständig  bestimmt.  Es  bleibt  hierbei  noch  der 
Fall  zu  erörtern  übrig,  wenn  die  beiden  Punkte  y'  und  y",  von 
deren  Realität  die  angegebene  Konstruktion  des  Netzes  abbing, 
imaginär  werden,  d.  h.  der  Kegelschnitt,  dessen  Ort  der  Punkt  tf 
ist,  die  Gerade  31  nicht  trifft;  in  diesem  Falle  würde  die  vorige 
Konstruktion  illusorisch  werden ;  wir  könnten  uns  aber  dadurch 
helfen,  das  wir  an  Stelle  des  Paares  p^n^  gewisse  andere  Paare 
konjugirter  Punkte  herstellen,  die  sich  in  unzähliger  Menge  aus 
dem  Paare  p^n^  ableiten  lassen;  nehmen  wir  nämlich  einen  be- 
liebigen Punkt  p^  der  Geraden  %  so  bestimmen  die  Schnittpunkte*. 

i^Pi »  ^iPi)  =  oci  {B7t^,  p^pi)  =  ^1 

neue  Paare  konjugirter  Punkte  x^  und  |^,  die  auf  den  Geraden 
Bp^  und  Bn^  projektivische  Punktreihen  durchlaufen,  ebenso  wie 
X  und  ^  auf  den  Geraden  Bp  und  Bn;  es  kommt  nun  darauf 
an,  irgend  zwei  solche  Paare  x^  und  ^^^^  ausfindig  zu  machen, 
dass  der  Schnittpunkt  {xx^,  H^)  auf  die  Gerade  31  fällt;  nehoien 
wir  einen  solchen  Punkt  für  y\  so  bleibt  die  vorige  Konstruktioo 
bestehen.  Es  scheint  aber  die  Auffindung  solcher  Paare  mit  der- 
selben Schwierigkeit,  welche  eben  vermieden  werden  sollte,  be- 
haftet zu  bleiben;  wir  verlassen  daher  diesen  Weg  und  schlagen 
einen  neuen  ein,  welcher  zugleich  den  allgemeinsten  Fall  erledigt, 
wenn 

14)  fünf  beliebige  Paare  konjugirter  Punkte  zur 
Bestimmung  des  Netzes  gegeben  sind;  in  diesem  Falle  ist 
offenbar  der  vorige  enthalten;  um  das  Netz  aus  diesen  gegebenen 
Bestimmungsstücken  auf  eindeutige  Weise  zu  konstruiren,  wieder- 
holen wir  noch  ein  Mal  die  Fälle  7)  und  13),  welche  die  Kon- 
struktion vorbereiten,  und  bedienen  uns  dabei  einer  etwas  abge- 
änderten, mehr  symmetrischen  Bezeichnung:  a)  Zur  Bestimmung 
des  Netzes  sind  gegeben:  Zwei  Punkte  B  und  B^,  ihre  resp. 
Polaren  91  und  3li  und  ein  Paar  konjugirter  Punkte  B2  und  63»  ^** 
Polare  3I2  ^on  B2  soll  also  durch  &2  S^^en;  betrachten  wir  nun 
das  Dreieck  BB^B^  und  das  von  den  drei  Polaren  dieser  Punkte: 
31 3li  3(2  gebildete  Dreiseit,  so  müssen  bekanntlich  diese  beiden 
Figuren  perspektivisch  liegen,  oder  die  drei  Schnittpunkte: 
[B,B2.%         [B^B^Sm,)         (BB,;%2) 
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liegen  auf  einer  Geraden  (§31);  durch  die  beiden  ersten  Punkte 
ist  diese  Gerade  schon  bestimmt;  der  Punkt,  in  welchem  sie 
BB^  trifit,  muss  auf  ^2  U^S^n,  also  seine  Verbindungslinie  mit 
&2  die  Polare  ^2  sein^  Haben  wir  sonach  drei  Paar  Pole  und 
Polaren:  B%;  B^%i;  ^2  ^2»  ^^  können  wir  zu  einem  beliebigen 
Punkte  B^  die  Polare  ^3  nach  demselben  Prinzip  konstruiren, 
indem  wir  uns  das  Dreieck  BB^B^  und  sein  Polardreiseit^  ferner 
BB^B^  und  sein  Polardreiseit,  endlich  noch  B^B^B^  und  sein 
Polardreiseit  denken  in  der  nothwendigen  perspektivischen  Lage 
und  dadurch  für  ^3  drei  Punkte  finden,  von  denen  zwei  schon 
zur  Bestimmung  dieser  Geraden  ausreichen.  Die  Konstruktion 
lässt  sich  also  folgendermassen  hinschreiben: 

Gegeben:   B  und  %,    B^  und  Stü^,   B^  und  h^ 
Bestimme: 

(^1^2,2l)  =  5i2  (^2^'3li)  =  52o  [BB^,  S^^S^fD  =  S^^ 

(^1  ^3,  21 )  =  *,3  (B^B  ,  SKi)  =  S30  (BB,,  s,^s^)  =  (Joi 
{B^B^,  91 )  =  %  (^3^  ,  %)  =  (^30  [BB^,  ^23^30)  =  <^02 
(B,B^,  2li)  =  Ö23  (^3^1,  21 J  =  <y3i  [B^B^,  a^^a^^)  =  a^^, 

dann  liegen  die  drei  Punkte  a^^  a^^  <>i2  ^uf  der  Geraden  2I3,  der 
Polare  des  Punktes  B^  für  das  oben  bestimmte  Netz.  Da  durch 
zwei  dieser  Punkte  die  Gerade  2(3  schon  bestimmt  wird,  so  liegt 
bierin  ein  geometrischer  Satz,  den  wir  indessen  nicht  weiter  her- 
vorheben wollen.  V 

Wir  denken  uns  jetzt  unter  den  zur  Bestimmung  des  Netzes 
gegebenen  Stücken  die  Gerade  2(i  um  einen  festen  Punkt  b^  ge- 
dreht, so  dass  für  jede  Lage  von  2li  ein  anderes  Netz  entsteht, 
und  ermitteln  nach  der  vorigen  Konstruktion  für  jedes  derselben 
die  dem  Punkte  ^3  zugehörige  Polare  2(3;  es  wird  sich  zeigen, 
dass  alsdann  auch  2(3  um  einen  festen  Punkt  p^  sich  dreht  und 
ein  Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  2(]  beschrie- 
benen projektivisch  ist.  In  der  That,  bei  der  Bewegung  von  2li 
um  den  festen  Punkt  b^  bleiben  die  Punkte  ^^2  ^13  ^23  ^^®^'  ^^^ 
Punkt  «20  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe  auf  dem  Träger  B2B, 
ebenso  Sq^  auf  dem  Träger  BB^,  die  Gerade  2I2  beschreibt  also 
ein  Strahlbüschel  um  &2 »  welches  mit  dem  von  2(]  beschriebenen 
projektivisch  ist;  ^3^  und  ^3^  durchlaufen  daher  auf  dem  Träger 
^3^  Punktreihen,  die  gleichfalls  mit  dem  Strahlbüschel  (2[i)  pro- 
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jektivisch  sind,  und  die  Punkte  cr^^  6^^  durchlaufen  endlich  auf  den 
Trägern  B^B  und  B^B  projektivische  Punktreihen;  diese  beiden 
Punktreihen  liegen  nun  perspektivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt 
ihrer  Träger,  B,  ein  Paar  entsprechende  Punkte  hineinfallen; 
nehmen  wir  nämlich  insbesondere  an,  dass  die  bewegliche  Ge- 
rade 9li  durch  B  gehe  ,  so  gelangt  unter  dieser  Annahme  %  nach 
B,  ebenso  auch  «20  ^^^  %>  ^'^  8^^^  ^"^^  ^2  ^urch  B,  mithin 
kommen  in  diesem  Falle  auch  a^^  6^  und  0^2  nach  B;  es  fallen 
daher  zwei  entsprechende  Lagen  der  Punkte  6^^  und  a^j  ^^^^  ^ 
und  die  von  a^^^  tf^^  durchlaufenen  Punktreihen  liegen  daher  per- 
spektivisch; die  Verbindungslinie  entsprechender  Punkte,  d.  h. 
die  Gerade  $[3  läuft  folglich  durch  einen  festen  Pankt  p^  und 
beschreibt  ein  mit  (^J  projektivisches  Strahlböschel.  Fugen  wir 
jetzt  zur  Bestimmung  des  Netzes  noch  die  neue  Bedingung  hin- 
zu, dass  die  Polare  von  B^  durch  einen  gegebenen  Punkt  63 
gehen  soll,  oder  ^3  und  63  konjugirte  Punkte  seien,  so  giebt  es 
unter  den  unzählig  vielen  Netzen  nur  ein  einziges,  welches  den 
Bedingungen  genügt,  dass 

B  und  21  Pol  und  Polare, 

und  2^1,  B2  und  &2*  ^3  und  b^  konjugirte  Punkte  des  Netzes 

seien,  und  wir  gelangen  zur  Bestimmung  dieses  Netzes,  indem 
wir  den  vorhin  ermittelten  Punkt  p^  mit  63  verbinden  und 
(p^b^)  7=  9I3  als  Polare  von  B.^  annehmen,  so  dass  alsdann  das 
Netz  auf  die  vorige  Art  durch  die  Bestimmungsstücke  B  und  9. 
B^  und  9I3,  B2  und  ftj  (oder  auch  B^  und  b^)  konstruirt  wird. 
Es  bleibt  nun  übrig,  für  das  durch  die  gegebenen  Stucke  be- 
stimmte Netz  zu  einem  gegebenen  Punkte  B^  die  Polare  9(4  zu 
konstruiren,  und  hierzu  ist  es  erforderlich,  den  Punkt  p«  zu  ken- 
nen,  welchen  wir  so  ermitteln ,  dass  wir  zwei  beliebige  Lagen  von 
9li  durch  den  Punkt  b^  annehmen  und  vermöge  der  obigen  Kon- 
struktion die  zugehörigen  Lagen  von  9I3  bestimmen,  deren  ge- 
meinschaftlicher Punkt  p^  sein  wird.  Diese  Konstruktion  wird 
nun  zwar  etwas  weitläufig,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  ivir 
werden  uns  die  Mühe  nicht  ersparen  können,  sie  hinzuschreiben : 

Gegeben  B  und  81  >  B^  und  b^,  B2  und  &2>  -^3  "p<^  ^3»  ^ 
soll  zu  ^4  die  Polare  8(4  konstruirt  werden;  wir  ziehen  durch 
&i  zwei  beliebige  Gerade  31/  und  9(/'»  und  besümmen  folgende 
Schnittpunkte  und  Verbindungslinien: 


M^, 


Das  Involution« -Netz  (Polarsystem).   §67.  467 

[B,B^,  «  )  =  5,2     [B^B  ,  31/)  =  52o'     [B  ^1,  512V)  =  5o/; 

[B,  B^.%)—s,^     [B^  B  ,  21/0  =  *2o"    (^  B,,  s,^  ^^o")  =  ^c  "  ' 


'Ol 


'  ^l»  ^13  *3o')  ^01  1 

\B^,  %'<?3i')  =  <5n] 


(5,53,9l)=5j3       (53^,91/)  =  ^    -(^ 
(^2^3.«/)  =  %'     (^3^1.SK2')  =  ^3/     (^1 

K/^12')  =  % 
[B,B^,  91    )  =  S,3      (^3^  ,  «/')  =  V'    (^  ^P  ^13  *30'0  =  <'\ 

(B,B,,  «/')  =  s,,-  (B,B,,  «/')  =  03/'  (5,^2»  V'^3i")=  ^12"/ 

Kr  ^'la")  =  913" 

(«3'»  V)  =-  P3  (M3)  =  «3 

(^2^3,  91    )  =  «23       (^  B^,  %   )  =  ^02      (B3B,   5^23   «02  )  =  «30 

(62%)  =  9I2 

(^3^4.  «   )  =  *34      (^4^*  3I3   )   =  ^40      (BB.,,  ^34   540  )  =  (^03  1 

(B,B^,%)  =  s,^     [BB^,%)  =  c^,    (Br,B,s,^a^,)  =  a^^j. 

Dies  ist  die  Konstruktion  der  gesuchten  Geraden  9(4,  möglichst 
kurz  ausgedrückt  und  mit  Aufgabe  vollkommener  Symmetrie,  in- 
dem von  den  Geraden  9I3'  9I3"  9I4  nur  je  zwei  zu  ihrer  Bestim- 
mung erforderliche  Punkte  ermittelt  sind,  der  dritte,  leicht  an- 
gebbare ,  aber  fortgelassen  ist.  Wir  denken  uns  jetzt  diese  Figur 
einer  neuen,  letzten  Veränderung  unterworfen,  indem  wir  die 
Gerade  9(  inn  einen  festen  Punkt  b  drehen,  und  untersuchen  die 
von  dieser  Bewegung  abhängige  Veränderung  der  Geraden  9I4;  es 
wird  sich  dabei  zeigen,  dass  9I4  um  einen  festen  Punkt  p^  sich 
dreht  und  ein  Strahlbuschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  91 
beschriebenen  projektivisch  ist.  Hieraus  wird  dann  folgen,  dass, 
wenn  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Netzes  noch  die  neue 
Bedingung  hinzutritt:  9(4  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  b^ 
gehen,  das  Netz,  wie  oben  angegeben,  durch  fünf  Paare  konju- 
girter  Punkte:  B  und  b,  B^  und  6j,  B^  und  &2*  B^  und  63, 
^4  und  64  völlig  bestimmt  ist  und  in  eindeutiger  Weise  herge- 
stellt werden  kann.  Das  Verfolgen  der  Bewegung  von  91  in  der 
zuletzt  ausgeführten  Konstruktion  ist  ohne  erhebliche  Schwie- 
rigkeit, wenn  auch  etwas  umständlich,  was  in  der  Natur  der 
Sache  liegt.  Aus  dem  obigen  Schema  erkennen  wir  zunächst, 
dass  Si2,  ^13  und  «23  gerade  Punktreihen  durchlaufen,  welche  mit 
dem  von  der  Geraden  91  beschriebenen  Strahlbuschel  projektivisch 

sind;   die  Punkte  «jo»  «20'»  ho»  %"»  h-i   ""^  «23"  bleiben  fest; 

30* 
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daher  werden  «q/,  Sq^"  projektivische  Punktreihen  auf  BB^,  also 
%2  und  ^2'  projektivische  Strabibuschel  beschreiben,  die  mit 
dem  Strahlbüschel  (^)  projektivisch  sind;  hiernach  durchlaufen 
auch  (Tq/  und  6^2  projektivische  Punktreiben  auf  den  Trägern 
BB^  und  B^B^;  in  den  Schnittpunkt  B^  dieser  Träger  fallen 
aber  zwei  entsprechende  Punkte  hinein;  denn  sobald  der  verän- 
derliche Strahl  %  durch  B^  geht,  fallen  a^i  und  6^2  ebenfalls  in 
B^  hinein;  die  Verbindungslinie  (Tq/  a^^'  ^^^^^  ^3'  '^^ft  also  durch 
einen  festen  Punkt  n^'  und  In  ganz  gleicher  Weise  die  Gerade 
3I3"  durch  einen  festen  Punkt  jtj"  und  beide  ^beschreiben  Strabi- 
buschel, welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahlbüschel  (%),  also 
auch  unter  einander  projektivisch  sind;  es  zeigt  sich  aber  noch 
weiter,  dass  dieselben  perspektivisch  liegen;  denn  sobald  insbeson- 
dere %  durch  B^  geht,  fallen,  wie  wir  gesehen  haben,  ^2'  "^^  ^2' 
zusammen  in  die  Gerade  &2^i>  ^3"^  und  3(3''  müssen  auch  durch 
J9|  gehen;  ausserdem  können  wir  von  der  Geraden  ^3'  noch  einen 
dritten  Punkt  a^^   bestimmen,  nämlich: 

und  von  der  Geraden  9I3"  den  Punkt  (y^j": 

Da  nun  in  dem  Falle,  dass  91  durch  ^^  geht,  die  Geraden  %' 
und  ^2'  zusammenfallen,  so  werden  die  Punkte  a^'  und  c^" 
offenbar  auch  zusannnenfallen  und  hiernach  auch  002'  und  ö^^'l 
da  die  Geraden  ^3'  und  ^3'"'  in  dem  genannten  Falle  schon  den 
Punkt  B^  gemein  haben  und  ausserdem  noch  diesen  leicht  zu 
konstruirenden  Punkt  Cq^,  welchen  wir  so  erhalten: 

SO  fallen  sie  ganz  zusammen  und  es  liegen  daher  die  beiden 
Strabibuschel  (%^')  und  [^^")  perspektivisch,  weil  zwei  entspre« 
chende  Strahlen  auf  einander  fallen;  die  Punkte  n^'  und  %'' 
müssen  daher  in  gerader  Linie  liegen  mit  B^  und  das  Erzeug- 
niss  der  beiden  von  ^3'  und  9(3"'  beschriebenen  Strabibuschel 
oder  der  Ort  des  Punktes  p^  wird  eine  gerade  Linie  oder  der  Träger 
einer  geraden  Punktreihe,  welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahl* 
büschel  (%)  projektivisch  ist  (Wir  können  das  vorige  Resultat 
auch  aus  der  Bemerkung  schliessen,  dass  das  Netz  in  dem  Falle 
parabolisch  wird,  wenn  vdr  91  durch  B^  l^en,  also  der  Pol 
jeder  nicht  durch  B^  gebenden  Geraden  sich  in  B^  befindet, 
wahrend   die   Polare  jedes   Punktes  der  Ebene  durch  B^  gebt 
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u.  s.  f.)    Da  hiernach  ^3  =  [b^p^)  ein  mit  (3()  projektivisches 
Strahlbüschcl  beschreibt,  so  durchlaufen  $23  und  Sq^  projektivische 
Punktreihen  auf  den  Trägern  ^2^3  ""^  ^^2*  ^^^  Verbindungs- 
linie ^23^02  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  ^2^3  und 
BB2  berührt;  dieser  Kegelschnitt  berührt  gleichzeitig  ^^3,  denn 
sobald  %  durch  ^3  geht,  muss  3(3  durch  B  gehen;  dies  folgt 
sowohl  aus  der  Grundeigenschaft  des  Involutionsnetzes,   als  auch 
aus  dem  obigen  Konstruktionsschema,  weil  in  dem  Falle,  dass  % 
durch  ^3  geht,  die  Punkte  <;q/  und  öq^"  nach  B  gelangen,  also 
zwei  entsprechende  ^3'  und  ^3"  sich  in  B  treffen,  p^  nach  B 
gelangt  und   9I3  durch  B  geht.     Der  Kegelschnitt,  welchen  die 
Verbindungslinie  $23  ^02  uuihüllt,   ist  also  dem  Dreieck  B^B^B 
einbeschrieben  und  die  Tangente  B^  B  wird  von  der  veränder- 
lichen Tangente  ^23^02  ^u  einem  Punkte  %  getroffen,  welcher 
eine  gerade  Punktreihe  durchläuft,  die  mit  der  von  %  ^^^^  ^02 
durchlaufenen  Punktreihe  projektivisch  ist  (§  20);  hieraus  folgt, 
dass  auch  ^2  ^^u  'mit  (^)  projektivisches  Strahlbüschel  beschreibt; 
endlich  erglebt  sich  in  gleicherweise,  dass  s^^  und  %  und  auch 
^03*  ^42'  ^04  und  6q2  projektivlschc  Punktreihen  durchlaufen;  die 
beiden  von  ^03  nnd  0^2  auf  den  Trägern  BB^  und  BB2  durch- 
laufenen Punktreihen   liegen    aber   perspektivisch,    weil   in   den 
Schnittpunkt   der   Träger,    B,   zwei   entsprechende   Punkte    der 
beiden  Punktreihen  hineinfallen,  denn  sobald  91  durch  B^  geht, 
gelangen  sowohl  ^^3  als  auch  a^,2  uach  B,  fallen  also  in  diesem 
Punkte  zusammen;  hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Verbindungs- 
linie (tfo3  ^02)  =  ^4  durch  einen  festen  Punkt  p^  läuft  und  ein 
Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  31  beschriebenen 
projektivisch  ist.  Dies  Resultat  lässt  sich  als  Satz  so  aussprechen : 
Es  giebt  unendlich-viele  Netze  von  der  Beschaf- 
fenheit,   dass  vier  gegebene  Punktenpaare  B  und  b, 
B^  und  &j,  B2  und  i^2>  ^3  und  63  konjugirte  Punkte  für 
jedes  dieser  Netze  sind;   wenn  man  zu  irgend  einem 
festen  Punkte  B^  für  jedes  Netz  die   Polare  8(4  kon- 
struirt,  so  laufen  diese  sämmtlichen  Geraden  $(4  durch 
einen  festen  Punkt  p^  und  bilden  ein  Strahlbüschel; 
irgend  zwei  solcher  Strahlbüschel  sind  allemal  pro- 
jektivisch und  entsprechende  Strahlen  derselben  je 
zwei  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz.     Eine  solche 
Gruppe  von  Netzen  besitzt  also  dieselbe  Eigenschaft,  wie  ein  Kegel- 
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schnittbuschel  von  vier  Punkten  (§  46)  und  in  der  That  bilden  die 
Kernkegelscbnitte  dieser  Netze  ein  solches  Büschel  (vgl.  §  61). 
Fügen  wir  nun  noch  die  fünfte  Bedingung  hinzu,  dass  die  Polare 
des  gegebenen  Punktes  B^  durch  einen  gegebenen  Punkt  ^4  gehen 
soll,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Netz,  welches  diesen  fünf  Be- 
dingungen gleichzeitig  genügt,  dass  c)  ^  und  h,  J9^  und  &p 
B^  und  ^2»  ^3  uod  ^3,  B^  und  64  fünf  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  Netzes  seien.  Die  Konstruktion  dieses  Netzes 
geschieht  auf  reellem  und  eindeutigem  Wege  durch  Ermittelung 
des  Punktes  p^  und  derselbe  wird  gefunden,  indem  wir  die  vor- 
hin angegebene  Konstruktion  zwei  Mal  ausführen  für  zwei  belie- 
bige durch  den  Punkt  h  gezogene  Gerade  91'  und  21",  zwei  be- 
sondere Lagen  von  21;  wir  erhalten  dadurch  zwei  bestimmte 
Gerade  2I4'  und  2I4",  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  p^ 
Schneiden;  die  Verbindungslinie  {h^p^  ^=%j^  ist  dann  die  Polare 
des  Punktes  ^4  in  dem  zu  bestimmenden  Netze,  und  indem  w 
die  vorige  Konstruktion  noch  einmal  anwendeir  unter  Annahme 
der  Bestimmungsstücke:  B^  und  2I4,  ^3  und  63,  B^  und  h^*  B^ 
und  h^  (oder  B  und  h),  sind  wir  im  Stande,  zu  jedem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  Br^  die  rücksichtlich  des  Netzes  zugehörige 
Polare  2I5  zu  konstruiren,  also  das  ganze  Netz  herzustellen.  Die 
Ausführung  dieser  Konstruktion  wird  zwar  etwas  weitläufig,  ist 
aber  ohne  theoretische  Schwierigkeit  und  wir  glauben  sie  über- 
gehen zu  dürfen,  weil  der  Verlauf  derselben  aus  dem  oben  an- 
gegebenen, nur  drei  Mal  zu  wiederholenden  Konstruktionsschema 
ersichtlich  hervortritt. 

§  58.     Durchmesser   und  Mittelpunkt,    System  der 
konjugirten  Durchmesser  und  Axen  des  Netees. 

Es  giebt  einige  besondere  Elemente  des  Netzes,  welche 
dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  gleichnamigen  besonderen 
Elemente  des  Kegelschnitts.  Da  der  Mittelpunkt  eines  Punkt- 
systems derjenige  ist,  dessen  konjugirter  der  unendlich-entfernte 
ist,  so  wird  jeder  Punkt  m  in  der  Ebene  eines  Netzes  als  der 
Mittelpunkt  einer,  aber  im  Allgemeinen  nur  einer  einzigen  Ge- 
raden 21  rücksichtlich  des  auf  ihr  befindlichen  Punktsystems  auf- 
treten, nämlich  derjenigen,  welche  mit  der  Polare  des  Punktes  m 
im  Netze  parallel  durch  m  gezogen  wird.  Gäbe  es  insbesondere 
einen  solchen  Punkt  M  in  der  Ebene  des  Netzfes,  welcher  Mittel- 
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punkt  für  die  Punktsysteme  zweier  durch  ihn  gehenden  Geraden 
wäre,  so  müsste  seine  Polare  durch  die  beiden  unendlich-entfern- 
ten Punkte  jener  beiden  Geraden  gehen,  mithin  ganz  im  Unend- 
lichen liegen  oder  ®^  sein ;  dann  würde  M  zugleich  der  Mittel- 
punkt sämmtlicher  durch  ihn  gehenden  Geraden  rücksichtlich  der 
auf  ihnen  befindlichen  Punktsysteme  sein;  und  umgekehrt  der  Pol 
der  unendlich  -  entfernten  Geraden  ®^  ist  Mittelpunkt  für  alle 
Punktsysteme  der  durch  ihn  gehenden  Geraden,  (wofern  er  nicht 
selbst  unendlich -entfernt  liegt).  Um  den  so  beschaffenen  Punkt 
M  zu  finden,  sei  m  der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  durch  m 
gehenden  Geraden  %  und  A  der  konjugirte  Strahl  für  das  dem 
Punkte  m  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes,  dann  wird  A  durch 
den  Mittelpunkt  derjenigen  Geraden  9R  gehen ,  welche  die  Polare 
von  m  ist  und  zugleich  die  Polare  desjenigen  unendlich  -  entfern- 
ten Punktes  sein,  nach  welchem  die  parallelen  Geraden  31  und  9ß 
gerichtet  sind ;  sucht  man  nun  den  Mittelpunkt  M  der  Geraden  A, 
so  wird  dieser  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  zugleich  Mittel- 
punkt  der  Geraden  zu  sein,  welche  durch  ihn  parallel  zu  % 
(oder  SR)  gezogen  wird  und  er  wird  also  der  Mittelpunkt  für 
jede  durch  ihn  gehende  Gerade  sein. 

Dieser  Punkt  M  soll  Mittelpunkt  des  Netzes  genannt 
werden;  dass  es  nur  einen  solchen  Punkt  geben  kann,  ist  klar, 
denn  gäbe  es  zwei,  so  müsste  die  Gerade,  welche  beide  ver- 
bände, jeden  ihrer  Punkte  zum  Mittelpunkt,  also  zwei  Mittel- 
punkte haben,  was  dem  Wesen  des  Punktsystems  widerstreitet. 
Ferner  sollen  sämmtliche  Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt 
M  gehen,  Durchmesser  des  Netzes,  die  konjugirten  Strahlen 
des  dem  Punkte  M  rücksichtlich  des  Netzes  zugehörigen  Strahl- 
systems konjugirte  Durchmesser  und  die  Axen  dieses  Strahl- 
systems die  Axen  des  Netzes  genannt  werden.  Hiernach  ist 
die  Konstruktion  des  Mittelpunktes  il/  und  des  ihm  zugehörigen 
Strahlsystems  durch  folgende  Eigenschaft  gegeben: 

Wenn  man  nach  einer  beliebigen  Richtung  zwei 
oder  mehrere  parallele  Gerade  in  der  Ebene  eines 
Netzes  zieht,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  ihnen 
zugehörigen  Punktsysteme  allemal  auf  einem  Durch- 
messer des  Netzes;  verändert  man  die  angenommene 
Richtung,  so  laufen  alle  Durchmesser  durch  einen 
festenPunkt,  den  Mittelpunkt  des  Netzes,  und  je  zwei 
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Durchmesser,  von  denen  einer  der  angenommeneu 
Richtung  parallel  ist,  der  andere  die  Mittelpunkte 
aller  zu  dieser  Richtung  parallelen  Geraden  enthält, 
sind  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems 
oder  konjugirte  Durchmesser,  indem  auch  umgekehrt 
die  dem  letzt  er  enj)arallelen  Geraden  ihre  Mittelpunkte 
sämmtlich  auf  dem  ersteren  haben. 

Dies  lässt  sich  mit  anderen  Worten  auch  so  aussprechen: 
Der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  ist  der  Pol  der  unendlich-entfern- 
ten Geraden  @^ ,  das  konjugirte  Durchmesser-System  das  diesem 
Punkte  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes.  Fällt  insbesondere 
der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  selbst  ins  Unendliche,  so  liegt  er 
auf  seiner  Polare  und  ist  also  ein  Punkt  des  j&erns  vom  Netze; 
das  Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt 
offenbar  eine  Parabel.  Liegt  dagegen  der  Mittelpunkt  M  des 
Netzes  nicht  im  Unendlichen,  so  wird  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system entweder  ein  hyperbolisches  oder  ein  elliptisches  sein;  ist 
es  ein  hyperbolisches,  so  enthält  jede  der  beiden  Asymptoten 
zwei  zusammenfallende  konjugirte  Strahlen,  und  da  der  uneniMich- 
entfernte  Punkt  des  einen  Strahls  der  Pol  des  konjugirten  Strahls 
ist,  so  liegt  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Asymptote  zugleich 
auf  seiner  Polare,  ist  daher  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze;  das 
Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eme 
Hyperbel.  Ist  das  Strahlsystem  des  Mittelpunktes  M  dagegen  ein 
elliptisches,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder  ist  das 
Netz  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschuitt  eine  Ellipse, 
oder  das  Netz  ist  ein  elliptisches  und  der  Kernkegelschnitt  ima- 
ginär; der  erste  Fall  tritt  ein,  sobald  das  auf  irgend  einem  Durch- 
messer befindliche  Punktsystem  des  Netzes  ein  hyperbolisches,  der 
letzte  Fall,  sobald  es  ein  elliptisches  ist;  alsdann  sind  auch  die 
Punktsysteme  sämmtlicher  Durchmesser  im  ersten  Fall  hypc^rbo- 
lisch,  im  letzten  elliptisch. 

Wh*  / bemerken  noch,  dass  das  einem  beliebigen  Punkte  B 
in  der  Ebene  des  Netzes  zugehörige  Strahlsystem  immer  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  besitzt,  welche  einem  Paar  konjugirter  Durch- 
messer parallel  laufen,  und  dass  sogar  der  eine  jener  Strahlen 
mit  dem  einen  dieser  Durchmesser  zusammenfällt;  denn  zieiien 
wir  BMy  so  läuft  der  konjugirte  Durchmesser  parallel  mit  dem 
ZM  BM  konjugirten  Strahle  des  Strahlsystems  {B) ;  hieraus  folgt, 
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dass  alle  Strahlsysteme,  deren  Mittelpunkte  in  einem  und  dem- 
selben  Durchmesser  liegen,  ein  System  paralleler  konjugirler 
Strahlen  haben,  von  denen  die  eine  Hälfte  zusammenfallen  auf 
diesen  Durchmesser. 

Ziivischen  den  verschiedenen  Punktsystemen  auf  sämmtlichen 
Durchmessern  des  Netzes  bestehen  ganz  analoge  Beziehungen,  wie 
zwischen  den  konjugirten  Durchmessern  des  Kegelschnitts  (§  33). 
Dieselben  lassen  sich  auf  analogem  Wege  aus  der  Konstruktion 
der  Axen  ableiten;  nehmen  wir  zu  diesem  Zweck  ein  Paar  kon- 
jugirter  Durchmesser  mit  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsyste* 
men  als  gegeben  an;  diese  sind  bekanntlich  zur  Bestimmung  des 
Netzes  erforderlich  und  ausreichend;  stellen  wir  uns  dann  die 
Aufgabe,  die  Axen  mit  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen 
zu  konstruiren.  Durch  den  Mittelpunkt  und  den  unendlich -ent- 
fernten Punkt  ist  auf  jedem  Durchmesser  bereits  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  gegeben  und  durch  ein  zweites  Paar  wird  also 
das  Punktsystem  vollständig  bestimmt    Seien  (Fig.  90)  ^  und  93 

(Fig.  90.) 


Ih 


die  i»ch  in  M  schneidenden  gegebenen  konjugirten  Durchmesser, 
auf  dem  ersteren  das  Paar  konjugirter  Punkte  a  und  or,  auf  dem 
letzteren  h  und  ß  gegeben  und  setzen  wir  den  Fall  eines  ellip- 
tischen Netzes  voraus,  weil  dieser  in  dem  Früheren  nicht  enthal- 
ten ist;  dann  müssen  a  und  u  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  M 
und  ebenso  h  und  ß  liegen;  das  Produkt  Ma  .  Ma  heisst  die  Po- 
tenz des  auf  dem  Durchmesser  91  befindlichen  Punktsystems  und 
ist  eine  uegative  Grösse,  weil  Ma  und  Mu  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben  (der  Gang  der  Untersuchung  bleibt  im  Wesentlichen 
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ungeändert  für  jede  andere  Annahme  hinsichtlich  der  Lage  der 
Punkte  aa,  bß).  Wir  bezeichnen  die  Potenz  des  auf  dem  Durch- 
messer 31  hefindlichen  Punktsystems  durch  P^  =  Ma .  Ma  und 
ebenso  P^  =  Mb  .  Mß.  Wäre  das  Punktsystem  auf  51  hyper- 
bolisch, so  wäre  die  Potenz  P^  positiv  und  gleich  dem  Quadrat 
des  Abstandes  von  einem  Asymptotenpunkte  bis  zum  Mittelpunkte, 
also  gleich  dem  Halbmesser  des  Kernkegelschnitts  auf  dem  Durch- 
messer 51.  Um  die  Axen,  des  Netzes  zu  finden,  müssen  wir  das 
dem  Mittelpunkte  M  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes,  tod  dem 
wir  bis  jetzt  nur  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  haben,  vollständig 
kennen  und  seine  Axen  ermitteln,  welche  die  gesuchten  Axen 
des  Netzes  sind.  Die  Polare  des  Punktes  a  ist  nun  die  durch  a 
zu  93  gezogene  Parallele  und  die  Polare  von  b  die  durch  ß  z\x% 
gezogene  Parallele,  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Parallelen  s 
also  der  Pol  von  ab;  der  unendlich- entfernte  Punkt  von  ab  hat 
zu  seiner  Polare  offenbar  Ms;  ziehen  wir  also  durch  M  eine 
Parallele  zu  ab,  nennen  dieselbe  93',  Ms  aber  51',  so  sind  ^' 
und  33'  ein  neues  Paar  konjugirter  Durchmesser  oder  ein  zweites 
Paar  konjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  {M)  und  dieses  ist 
hierdurch  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch  ein  drittes  Paar 
konjugirter  Durchmesser  erhalten,  indem  wir  durch  a  und  b  ein 
Paar  Parallele  zu  93  und  51  ziehen,  die  sich  in  a  treffen,  dann 
ist  Ma  (=  51")  und  die  durch  M  zu  aß  gezogene  Parallele  83' 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Durchmesser  des  Netzes.  Um  die 
Axen  des  Strahlsystems  {M)  zu  finden,  lassen  wir  dasselbe  durch 
die  Gerade  (Transversale)  schneiden,  welche  aus  a  parallel  zu  S 
gezogen  ist;  auf  dieser  Transversale  wird  durch  das  Strahlsystem 
[M)  ein  Punktsystem  ausgeschnitten,  dessen  Mittelpunkt  offenbar 
a  ist.  Die  Kreise,  welche  über  den  Strecken  zwischen  je  zwei 
konjugirten  Punkten  dieses  Punktsystems  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  können,  bilden  eine  Kreisscbaar  mit  zwei 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  oder  einer  ideellen  gemein- 
schaftlichen Sekante  und  es  giebt  einen  einzigen,  leicht  konstniir- 
baren  Kreis  dieser  Schaar,  welcher  durch  M  geht;  dieser  Kreis 
schneidet  die  Transversale  offenbar  in  zwei  solchen  konjugirten 
Punkten  ihres  Punktsystems,  welche  mit  M  verbunden  zwei  koa- 
jugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  {M)  liefern ,  und  da  diese 
Strahlen  einen  Winkel  im  Halbkreise  einschliessen ,  also  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  so  sind  es  die  gesuchten  Axen,  aund6. 
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des  Netzes.  Seien  Mx  und  Ml^  die  so  konstruirten  Axen,  x  und 
$  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Transversale  durch  a,  so  ist  zu  be- 
merken, dass  wegen  der  konstanten  Potenz  ax  ,  al  gleich  ist 
dem  analogen  Produkt  für  irgend  zwei  andere  konjugirte  Punkte 
des  Punktsystems  auf  der  Transversale,  also  auch  für  ihre  bei- 
den Schnittpunkte  mit  %"  und  ^'\  d.  h.  =  acr  .  a6'\  nun  ist 
aber  aa  =:  Mb  und  wegen  der  Parallehtät  verhält  sich: 

aa  MB         , 

-rr-  =  — ^,     also: 
Ma        a  M 

xa.a^  =  Mb.Mß.^^, 

eine  Relation,  von  welcher  wir  sogleich  Gebrauch  machen  wer- 
den. Es  bleibt  jetzt  übrig,  nachdem  die  Axen  des  Netzes  ge- 
funtlen  sind,  die  auf  ihnen  befindlichen  Punktsysteme  zu  ermit- 
teln. Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen:  Die  Polare  von  x 
muss  parallel  laufen  zu  y¥|  (Fig.  91),   also  senkrecht  stehen  auf 

(Fig.  91.) 


Mx,  ferner  muss  sie  durch  den  Punkt  a  gehen,  weil  x  auf  der 
Polare  von  cc,  nämlich  der  'durch  a  parallel  zu  33  gezogenen  Ge- 
raden liegt;  folglich  wird  das  aus  a  auf  Mx  gelallte  Perpendikel 
die  Polare  von  x  sein,  also  Mx  in  dem  Punkte  x'  treffen,  wel- 
cher der  konjugirte  von  x  ist  für  das  auf  der  a-Axe  befindliche 
Punktsystem  des  Netzes;  ebenso  trifft  das  aus  a  auf  die  6-Axer 
herabgelassene  Perpendikel  dieselbe  in  ^\  dem  konjugirten  Punkte 
zu  £  in  dem  der  5-Axe  zugehörigen  Punktsystem.  Da  wir  ausser- 
dem den  Mittelpunkt  M  für  diese  beiden  Punktsysteme  kennen, 
so  ist  uns  ihre  Potenz: 

Mx.  Mx'  =  Pa    uod     itfl  .  Mi'  =  Pö 
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bekannt  und  hierdurch  auch  jedes  der  beiden  Punktsysteme  selbst. 
Zugleich  ergeben  sich  die  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  P^  P»  P«  Pb,  wie  folgt: 

Wir  haben  bereits  in  §  33  auf  ein  Paar  elementare  Hölfs* 
Sätze  übers  rechtwinklige  Dreieck  aufmerksam  gemacht,  welche 
so  lauten:  „Wenn  das  rechtwinklige  Dreieck  xM^  in  M  den 
rechten  Winkel  hat  und  a  irgend  ein  Punkt  seiner  Hypotbenuse 
ist^  die  Perpendikel  aus  a  nutMx  und  M^  geßllt  die  Katheten 
in  y  und  ri  treffen,  so  ist  allemal: 

(I.)     Mx  .  My  ,  M^  .  Mfi  =s  xa  .  a^  Ma^  sin'  {Ma,  a^) 
(IL)     Mx  .My  +  M^.Mfi  =  Ma^  +  xa  .  «g. 

Der  ganz  elementare  Beweis  dieser  Sätze  ist  oben  (§  33) 
gegeben  worden:  der  zweite  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  eines 
bekannten  Satzes  für  den  besonderen  Fall,  dass  a  in  der  Mitte 
der  Hypothenuse  liegt. 

Die  Strecken  My  und  Mri  können  wir  nun,  indem  wir  diese 
Sätze  auf  unsere  Figur  anwenden,  ersetzen  durch  ilfo;''  und  M^^ 
denn  die  Parallelität  liefert  folgende  Verhältnisse: 

My  Ma Mrj , 

Mx~Ma~Mf'' 

dies  in  die  vorigen  Relationen  substituirt,  giebt: 

Mx  .  Mx  .  M^  .  TÄfg'  =  xa.a^.  Ma^  .  sin^  («,  S) 

Mx  .  Mx'  +  Ml .  Ml'  =  Ma  .  Ma  +  xa  .  a^  .  ^, 

oder  wenn  füra:a.ö|  =  i*f6.  Mß  .  j^  gesetzt  und  die  Pro- 
dukte   durch    die    eingeführte  Bezeichnung    der  Potenz    ersetzt 

werden  * 

(I.)    P^.P^.  8in2  (21,  SB)  =  P«  .  Pb 
(IL)    P«  +  P»  =  Pa  +  Pb. 

(I)  „Das  Produkt  aus  den  Potenzen  der  auf  einem 
Paar  konjugirter  Durchmesser  des  Netzes  befindlichen 
Punktsysteme  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  des  sinus 
des  Winkels  zwischendiesen  beiden  konjugirten  Durch- 
messern ist  konstant." 

(II)  „Die  Summe  der  Potenzen  der  auf  einem  Paar 
konjugirter  Durchmesser  des  Netzes  befindlichen 
Punktsysteme  ist  konstant." 

Diese  Sätze  sind  conform  mit  den  bekannten  Eägenscbaften 
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der  konjugirter  Durchmesser  des  Kegelschnitts;  sie  bleihen  be- 
stehen für  das  Netz,  auch  wenn  dasselbe  elliptisch  ist,  also  kei-^ 
nen  reellen  Kernkegelschnitt  besitzt,  wofern  wir  nur  an  die  Stelle 
der  Durchmesser  den  allgemeineren  BegrlfT  der  Totenz  des  zu- 
gehörigen Punktsystems  setzen.  In  dem  Falle  eines  elliptischen 
Netzes  sind  allemal  beide  Werthe  P^  und  P^  negativ,  in  dem 
Falle  eines  hyperbolischen  Netzes  entweder  beide  positiv  (Kern- 
kegelschnitt-Ellipse) oder  einer  positiv,  der  andere  negativ  (Kern- 
kegelschnitt-Hyperbel). Für  zwei  konjugirte  Hyperbeln,  welche 
dasselbe  Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  haben  (§  32), 
findet  allemal  ein  derartiges  Verhalten  statt,  dass,  wenn  bei  der 
einen  P^  positiv  und  P^  negativ,  bei  der  andern  umgekehrt  P^ 
negativ  und  P^  positiv  ist,  übrigens  aber  die  absoluten  Werthe 
dieser  Potenzen  beziehlich  dieselben  sind.  In  diesem  Sinne  kön- 
nen wir  uns  auch  zu  der  Ellipse  den  konjugirten  Kegelschnitt, 
der  vollständig  imaginär  ist,  denken,  indem  wir  ihm  dasselbe 
Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  zutheilen,  aber  auf 
jedem  Paar  konjugirter  Durchmesser  die  Potenzen  der  zugehöri- 
gen Punktsysteme  gleich  und  entgegengesetzt  annehmen,  also  die 
hyperbolischen  Punktsysteme  in  gleichwerthige  elliptische  verwan- 
deln.    Solche  vier  Netze  (Kegelschnitte),  welchen  die  Werthe: 


-Pa 
—  Pö 


+  Pa     +Pa    —Pa 
+  />^     -P,     +P* 

zukommen,    sind    vier    harmonisch- zugeordnete    Kegel- 
schnitte, wie  aus  §  56  hervorgeht. 

Sind  insbesondere  die  Werthe  von  Pa  und  Pb  einander  gleich, 
so  lässt  die  obige  Konstruktion  erkennen,  dass,  wenn  beide  po- 
sitiv oder  beide  negativ  sind,  das  dem  Mittelpunkte  il/  zugehörige 
Strahlsystem  des  Netzes  (das  konjugirte  Durchmessersystem)  ein 
Kreissystem  wird,  also  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  auf  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  woraus  denn  folgt,  dass  der  Kernkegel- 
schnitt des  Netzes  ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  wird.  Hier- 
aus folgt  die  bekannte  Eigenschaft  eines  solchen  besonderen 
Netzes,  dass  die  Polare  irgend  eines  Punktes  p  senkrecht  steht 
auf  der  Verbindungslinie  (pM)  desselben  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Netzes,  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  n  dieses  Durchmes- 
sers pM,  für  welchen  ilfp  .  Mtv  gleich  dem  festen  (positiven  oder 
negativen)  Werthe  der  Potenz  Pa  (=  P*).  Sind  dagegen  die 
Werthe   von  Pa  und  Pi,  gleich   und  entgegengesetzt,  so  ist  das 
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x'y  ,  xz  =  xx.l^x'  c=  const. 

.Wenn  wir  also  den  Punkt  x  festhalten  und  das  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  y,  z  auf  seiner  Polare  X  beliebig  verändern,  d.  b. 
das  ganze  Punktsystem  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Höhen- 
punkt \  des  Tripeldreiecks  xyz  immer  derselbe  feste  Punkt 

Die  Fusspunkte  y  und  z  der  aus  y  und  z  auf  die  Seiten 
des  Tripeldreiecks  xyz  gefällten  Perpendikel  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass  yy  und  y  z,  ebenso  z'y  und  z'  z  je  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  Netzes  sind  und,  da  diese  auf  einander  senkrecht 
stehen,  die  Axen  der  den  Punkten  y  und  z  zugehörigen  Strabl- 
systeme  des  Netzes.  Bei  der  Veränderung  von  y  und  z  beschrei- 
ben nun  y  und  z  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  x%  ist.  Jeder 
Punkt  dieses  Kreises  mit  x  und  |  verbunden  liefert  die  Axen 
des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze. 

Um  die  Veränderung  zu  verfolgen ,  welche  mit  der  Bewegung 
des  Punktes  x  eintritt,  müssen  wir  ermitteln,  wie  der  Punkt  \ 
mit  X  sich  verändert;  mit  x  verändert  sich  zunächst  JT,  indem 
es  sich  beständig  parallel  bleibt  und 

Mx  .  Mx'  ==  const. 

ist;  die  durch  x  gezogene  Gerade  Y  soll  auch^  wie  oben  be- 
stimmt ist,  in  ihrer  Richtung  festgehalten  werden,  der  Pol  y  nird 
also  auf  dem  zu  dieser  Richtung  konjugirten  Durchmesser  My 
sich  bewegen;  das  Perpendikel  yy  bleibt  beständig  sich  parallel 
und  es  bleiben  daher  die  Verhältnisse  konstant: 

— ^  =  const.     -^^  =  const. 

M%  My 

und  hieraus  auch: 

Mx 

-— —  =  const. 

iw| 

Diese  Relation  mit  der  obigen  verbunden,  giebt 

Mx  .  M^  =  const. 

und  hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Punkte  x  und  |  konjugirte 
Punkte  eines  bestimmten  neuen,  auf  der  Axe  befindlichen  Punkt- 
systems sind,  welches  denselben  Mittelpunkt  M  hat  (Wollten 
wir  die  kleine  Rechnung  vermeiden,  so  wäre  ebenso  leicht  zu 
zeigen ,  dass  bei  der  Bewegung  von  x  der  Punkt  |  eine  mit  ihm 
projektivische  Punktreihe  durchläuft  und  dass  entsprechende 
gleiche  Strecken  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  verkehrt 
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auf  einander  fallen,  d.  b.  wenn  ^  nach  x  gelangt,  x  nach  ^ 
kommt,  woraus  dann  ebenfalls  die  involutorische  Eigenschaft  des 
Punktenpaares  [x,  i)  erbellt.) 

Nachdem  diese  Abhängigkeit  der  Punkte  x  und  ^  von  ein- 
ander ermittelt  ist,  wird  die  ursprünglich  vorgelegte  Frage  leicht 
zu  beantworten  sein.  Soll  nämlich  das  dem  Puokte  x  zugehörige 
Strahlsystem  ein  Kreissystem  werden,  so  muss  das  Tripeldreieck 
xyz  bei  x  rechtmnklig  sein,  d.  h.  der  Höhenpunkt  §  dieses 
Dreiecks  muss  mit  der  Ecke  x  zusammenfallen,  und  umgekehrt: 
Wenn  der  Höhenpunkt  |  mit  x  zusammenfällt  und  nur  dann, 
werden  Y  und  Z  rechtwinklig  zu  einander  sein.  Da  nun  x  und 
^  konjugirte  Punkte  eines  bestimmten  und  aus  dem  Obigen 
leicht  zu  ermittelnden  Punktsystems  sind,  so  kommt  es  nur  dar- 
auf an,  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  zu  finden. 
Diese  sind  nur  reell,  wenn  das  Punktsystem  hyperbolisch  ist,  im 
andern  Falle  werden  sie  durch  dieses  bestimmte  (elliptische) 
Punktsystem  vertreten.  Es  kann  also  auf  jeder  Axe  des  Netzes 
höchstens  zwei  Punkte  der  verlangten  Beschaffenheit  geben, 
dass  die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme  des  Netzes  Kreissysteme 
werden.  Um  zu  erfahren,  ob  diese  Punkte  reell  sind,  müssen 
wir  das  oben  ermittelte  Punktsystem  {x,  5)  auf  jeder  Axe  genauer 
zu  bestimmen  suchen.  Da  die  Punkte  x,  ^  auf  der  in  Betracht 
gezogenen  Axe  des  Netzes  ein  Punktsystem  bilden,  so  werden 
sämmtliche  über  den  Strecken  x^  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreise  eine  Kreisscbaar  bilden  und  zwar  mit  einer  reellen  ge- 
meinschaftlichen Sekante,  wenn  das  Punktsystem  [x,  ^)  elliptisch 
ist,  dagegen  mit  einer  ideellen  gemeinschaftlichen  Sekante,  wenn 
das  Punktsystem  [x,  ^)  hyperbolisch  ist,  indem  die  beiden  Asymp- 
totenpunkte desselben  die  Grenzpunkte  (Null- Kreise)  der  Kreis- 
scbaar werden.  Welcher  Art  aber  auch  diese  Kreisscbaar  sei, 
immer  giebt  es  durch  einen  Punkt  B  der  Ebene  nur  einen  ein- 
zigen, stets  reellen  Kreis,  welcher  der  Schaar  angehört,  oder  mit 
andern  Worten,  die  Kreisscbaar  erfüllt  die  ganze  unendliche 
Ebene.  Wir  haben  nun  oben  gesehen,  dass  jeder  Punkt  eines 
solchen  Kreises,  welcher  über  x^  als  Durchmesser  beschrieben 
ist,  mit  X  und  J  verbunden  zwei  rechtwinklige  Strahlen  liefert, 
welche  die  Axen  seines  Punktsystems  im  Netze  sind.  Da  aber 
jedem  Punkte  B  in  der  Ebene  des  Netzes  nur  ein  bestimmtes 
Strahlsystem  zugehört  und   auch  durch  jeden  Punkt  B  nur  ein 
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bestimmter  Kreis  der  Kreisschaar  hindurchgeht,   so  können  wir 
umgekehrt  schliessen: 

Denkt  man  sich  in  sämmtiichen  Punkten  B  der 
Ebene  eines  Netzes  die  Axen  der  ihnen  im  Netze  zu- 
gehörigen Strahlsysteme  ermittelt  und  trifft  ein  sol- 
ches Axenpaar  eine  (oder  die  andere)  Axe  des  Netzes 
in  dem  Punktenpaar  x,  |,  so  bildet  die  Gesammtheit 
dieser  Paare  x,  i  ein  bestimmtes  Punktsystem  auf  der 
Axe  des  Netzes  oder  x,  |  sind  allemal  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  eines  und  desselben  Punktsystems,  wo 
auch  der  Punkt  B  angenommen  werden  mag. 

Hierdurch  wird  das  Punktsystem  [x^  |)  auf  eine  zweite  sehr 
einfache  Weise  bestimmt  und  zwar  für  jede  der  Axen  des  Netzes 
in  gleichartiger  Weise,  denn  die  eine  der  Betrachtung  zu  Grunde 
gelegte  Axe  hat  vor  der  anderen  nichts  voraus,  und  durch  einen 
bestimmten  Punkt  B  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  Axen  desje- 
nigen Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B  im  Netze  zugehört. 
Denken  wir  uns  also  einen  beliebigen  Punkt  B  in  der  Ebene  und 
die  Axen  seines  Strahlsystems,  welche  in  x  und  £  die  eine,  in 
y  und  ri  die  andere  Axe  des  Netzes  treffen  mögen,  so  bestim- 
men X,  ^  und  der  Mittelpunkt  M  das  eine,  y,  rj  und  der  Mittel- 
punkt M  das  andere  Punktsystem  auf  den  Axen  des  Netzes  und 
es  ist  jetzt  leicht  ersichtlich,  dass  von  diesen  beiden  Punktsyste- 
men nothwendig  eines  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch  sein 
muss;  denn  sobald  x  und  ^  auf  derselben  Seite  von  M  gelegen 
sind,  müssen  y  und  17  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  M  liegen 

und  umgekehrt  (Flg.  93).    Die 


(Fig.  93.) 


vier  Punkte  x^yti  liegen  näm- 
lich so,  dass  jeder  von  ihnen 
der  Höhenpunkt  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  und  es  findet  demzufolge  die 
Bedingung  statt: 
Mx  .M^  +  My  .Mfi  =  0; 
das  eine  dieser  beiden  Produkte 
ist  also  gleich,  aber  entgegen- 
gesetzt dem  andern,  d.  h.  wenn 
das  eine  positiv  ist,  muss  das 
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andere  negativ  sein  und  umgekehrt.  Von  den  beiden  auf  den 
Axen  des  Netzes  hervorgerufenen  Punktsystemen  ist  also  eines 
nothwendig  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch.  Die  Asymptoten- 
punkte des  hyperbolischen  Punktsystems  F  und  F^  sind  die  ein- 
zigen reellen  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes,  fär  welche  das 
zugehörige  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird;  sie  -heissen  die 
Brennpunkte  des  Netzes;  auf  der  andern  Axe  giebt  es  ein 
bestimmtes  elliptisches  Punktsystem,  dessen  Potenz  den  gleichen 
aber  entgegengesetzten  Werth  hat  und  dessen  imaginäre  Asymp- 
totenpunkte als  das  zweite  Paar  Brennpunkte  des  Netzes  aufge- 
fasst  werden  können.  Wollen  wir  noch  die  unendlich  -  entfernte 
Gerade  ®^  als  dritte  Axe  des  Netzes  gelten  lassen,  insofern  sie 
der  dritte  Tripeistrahl  zu  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes 
ist  und  gewissermaassen  als  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  senk- 
recht stehend  angenommen  werden  kann,  so  wird  auf  dieser 
dritten  Axe  ebenfalls  ein  Punktsystem  [z,  f)  durch  die  Axen  eines 
jeden  Strahlsystems  im  Netze  bestimmt  werden  und  dieses  Punkt- 
system ist  ein  für  allemal  dasselbe  (elliptische),  indem  es  von 
je  zwei  unendiich-enlfernten  Punkten  in  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  erzeugt  wird.  Die  imaginären  Asymptoten- 
punkte desselben  sind  die  imaginären  Kreispunkte  der  unend- 
lich-entfernten Geraden  (§  35)  und  können  allemal  als  ein  Paar 
imaginäre  Brennpunkte  für  jedes  Netz  angesehen  werden. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Potenz  des  Punktsystems  [x,  |), 
welche  gleich  und  entgegengesetzt  der  des  andern  Punktsystems 
[y,  ri)  ist,  zu  bestimmen  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Abstand  jedes 
der  Brennpunkte  F  F^  von  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes  zu 
ermitteln;  dieser  ist  leicht  auszudrücken  durch  die  Potenzen  Pa 
und  Pjb  derjenigen  beiden  Punktsysteme,  welche  den  Axen  des 
Netzes  zugehören.  Nehmen  wir  von  den  beiden  Axen  des  dem 
Punkte  B  zugehörigen  Strahisystems  eine,  welche  in  x  und  y  die 
Axen  des  Netzes  trefiFeii  möge,  so  wird  ihr  Pol  P  auf  der  andern 
liegen  müssen  (Fig.  93),  also  in  der  durch  B  auf  ihr  gezogenen 
Senkrechten,  welche  in  |  und  ri  die  Axen  des  Netzes  trifft;  die 
Polare  von  x  muss  nun  durch  P  gehen  und  senkrecht  stehen  auf 
Mx,  also,  wenn  das  aus  P  auf  Mx  herabgelassene  Perpendikel 
diese  Gerade  in  x'  trifft,  so  ist  Mx  ,  M x  =  Pa  und  ebenso 
My  .  My'  =  Pi,,  wo  y'  den  Fusspunkt  des  aus  P  auf  My  her- 
abgelassenen Perpendikels,  d.  h.  der  Polare  von  y  bedeutet.   Aus 
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der  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke  folgt  nun: 

Mji  __  y'ri    ^  yji^ Mn  —  My 

m\         y*  P        Mx'  Mx 

und  setzen  wir  dies  Verhältniss  in  die  oben  gefundene  Relation: 

Mx  .Ml  +  My  .  Mri  =  0 
ein,  so  folgt: 

Mx  .  Mx'  —  My  .  My'  =  —  My  .  Mtf  =  Mx  .  M'^ 
oder: 

Mx  .Mlz=:Pa—Pb 

My  .Mri  =  Pb—  Pa. 

Die  Potenz  desjenigen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunke 
die  Brennpunkte  des  Netzes  sind,  ist  hiernach  gefunden,  also 
auch  die  Entfernung  der  Brennpunkte  FF^  vom  Mittelpunkte, 
deren  Quadrat  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  [Pa  —  Pb)  ist. 

Es  ist  vorhin  erwähnt  worden,  dass  die  Kreise,  welche  über 
je  einer  Strecke  x  l  zwischen  zwei  konjugirten  Punkten  des  Punkt- 
systems [x,  I)  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  eine  Kreis- 
schaar  bilden,  deren  Grenzpunkte  (Nullkreise)  die  Brennpunkte 
des  Netzes  sind.  Wir  erhalten  hiernach  für  die  beiden  endlichen 
Axen  des  Netzes  zwei  Kreisschaaren ,  deren  eine  zur  ideellen,  die 
andere  zur  reellen  gemeinschaftlichen  Sekante  die  eine  und  die 
andere  Axe  des  Netzes  und  die  jedesmaHge  zweite  Axe  zur  Cen- 
trale hat;  da  die  Potenz  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  die  Kreise 
der  einen  Schaar  gleich  aber  entgegengesetzt  der  Potenz  dessel- 
ben Punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise  der  andern  Schaar  ist,  so 
schneidet  jeder  Kms  der  einen  jeden  der  andern  Schaar  recht- 
winklig, und  die  Kreise  über  xl  und  yi]  als  Durchmesser  stehen 
daher  in  der  bekannten  Beziehung  zu  einander,  dass  sie  zwei 
konjugirte  Kreisschaaren  bilden.  Wir  können  dies  als  Satz 
folgendermaassen  aussprechen : 

Dfe  beiden  Brennpunkte  auf  der  einen  Axe  des 
Netzes  und  die  Schnittpunkte  der  andern  mit  irgend 
einem  Axenpaar  des  Strahtsystems,  welches  einem  be- 
liebigen Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zugehört, 
liegen  allemal  auf  einem  Kreise. 

Das  dritte  zu  den  beiden  konjugirten  Kreisschaaren  zugebö- 
rlge  Kegelschnittbuschel,  welches  aus  sämmtlichen  gleichseitig«'» 
Hyperbeln  besteht,  die  M  zum  Mittelpunkt  haben  und  durch  die 
Brennpunkte  FF^  gehen  (§  50),   scheint  bei  dieser  Betrachtung 
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uiclit  besonders  hervorzutreten,  auch  wenn  man  ®^  als  dritte 
Axe  des  Netzes  hinzunimrat. 

§  60.   Einige  Eigenschaften  der  Axen  sämmtlioher  Strahl- 
systeme, welche  den  Funkten  in  der  Ebene  eines  Netzes 

zugehören. 

Wir  haben  in  §  56  das  Gesetz  aufgesucht,  welchem  die 
Asymptoten  sämmtlicher  Sirahlsysteme,  die  den  Punkten  in  der 
Ebene  eines  Netzes  zugehören,  unterworfen  sind,  sowie  den  Ort 
sämmtlicher  Asymptotenpunkte  auf  allen  Geraden  in  der  Ebene 
des  Netzes;  letzterer  war  der  Kern  des  Netzes  und  sämmtliche 
Asymptoten  Tangenten  dieses  Kernkegelschnitts.  Es  bietet  sich 
jetzt  die  Frage  dar,  welchem  Gesetze  die  Axen  sämmtUcher 
Strahlsysteme  im  Netze  unterworfen  sind?  Jede  Gerade  21  in  der 
Ebene  ist  Axe  eines  bestimmten  Strahlsystems;  denn  treffe  sie 
eine  Axe  X  des  Netzes  in  x  und  sei  §  der  konjugirte  Punkt  in 
demjenigen  Strahlsyslem  (x,  J)  auf  dieser  Axe  (§  59),  dessen 
Asymptotenpunkte  die  reellen  (oder  imaginären)  Brennpunkte  des 
Netzes  sind,  so  wird  das  Perpendikel  aus  £  auf  die  Gerade  2( 
dieselbe  in  demjenigen  Punkte  p  treffen,  für  welchen  die  Gerade 
%  und  die  darauf  Senkrechte  die  Axen  des  dem  Punkte  p  zuge- 
hörigen Strahlsystems  im  Netze  sind.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  in  der  Ebene  gehen  also  unendlich -viele  Gerade  2(, 
welche  als  Axen  für  bestimmte  dem  Netze  zugehörige  Strahl- 
systeme auftreten;  suchen  wir  den  Ort  der  zugehörigen  zweiten 
Axe  33  zu  bestimmen.  Das  von  der  Geraden  21  beschriebene 
Strahlbuschel  (P)  trifft  die  Axe  X  des  Netzes  in  der  Punktreihe 
[x)  und  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  @^  in  einer  Punktreihe, 
die  mit  der  Punktreihe  {x)  perspektivisch  liegt;  denken  wir  uns 
das  Strahlbuschel  [P]  um  90^  gedreht,  so  trifft  es  die  @^  in 
einer  neuen  Punktreihe,  welche  ebenfalls  mit  dem  Strahlbuschel 
{P)  projektivisch  ist;  der  dem  x  konjugirte  Punkt  J  beschreibt 
bei  der  Bewegung  von  x  eine  Puuktreihe  (J),  welche  wegen  der 
projektivi$chen  Natur  des  Punktsystems  (§  16)  ebenfalls  mit  der 
Punktreihe  (x)  projektivisch  ist,  und  die  Perpendikel  aus  §  auf 
den  jedesmaligen,  Strahl  21  sind  nichts  anderes,  als  Verbindungs- 
strahlen entsprechender  Punkte  zweier  projektivischer  Punktreihen 
auf  den  Trägern  X  und  ®^ ,  indem  letztere  von  dem  um  90® 
gedrehten  Strahlbuschel  (21)  auf  ®     ausgeschnitten  wird.    Die 
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der  Axe  ^  zugehörige  zweite  Axe  SB  umhüllt  daher  einen  K^l- 
schnitl  und  zwar  eine  Parabel,  weil  @^  eine  Tangente  ist; 
diese  Parshel  berührt  die  beiden  endlichen  Aien  X  und  F  des 
Netzes  und  der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  ist  daher  ein  Punkt  der 
Leitlinie  dieser  Parabel,  weil  durch  ihn  zwei  rechtwinklige  Tan- 
genten an  dieselbe  gehen  (g§  34,  36).  Da  Terner  dem  Testen 
Punkte  P  selbst  ein  hestimuites  Strahlsystem  im  Netze  zugehört, 
dessen  Axen  ein  besonderes  Axenpaar  %,  33  ist,  so  liegt  auch  ? 
in  der  Leitlinie  und  PM  ist  daher  die  Leitlinie  der  Parabel.  Wir 
können  auch  leicht  den  Brennpunkt  dieser  Parabel  ermitteln;  die 
Axen  des  dem  Punkte  P  zugehörigen  Strahlsystems  mögen  X  In 
aiolo  """^  ^  'ii  yo*!!)  treffen  (Fig.  94),  dann  gehören  die  beiden 
(Fig.  94.) 


über  Xq  I0  und  y^,  ijg  als  Durchmesser  beschriebeneu  Kreise  deo 
beiden  Trüber  (§  59)  erwähnten  konjugirten  Kreisschaaren  an;  diese 
beiden  Kreise  haben  nun  ausser  dem  Punkte  P  noch  einen  zwei- 
ten (reellen)  Punkt  <»  gemein  und  <&  ist  der  Brennpunkt  unserer 
Parabel;  denn  da  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  welche  einem 
Dreiseit  einbeschrieben  ist,  allemal  auf  dem  dem  Dreisett  um- 
schriebenen Kreise  liegt  [§  43)  und  wir  hier  zwei  der  Parabel 
umschriebene  Dreiecke  Px%  und  Py^  haben,  so  muss  der  ge- 
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memscbaiUiche  Punkt  der  ihnen  umschriebenen  Kreise  der  gesuchte 
Brennpunkt  der  Parabel  sein;  da  aber  P  dieser  Punkt  offenbar 
nicht  sein  kann,  so  ist  (Z>  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Es  ist 
ferner  leicht  zu  sehen,  dass  O  =  (xQtiQ^  t/o^o)  ^^^  Schnitt- 
punkt der  beiden  Geraden  Xq  r^^^  und  ^9^0  ^^^  ""^  ^^^  dieselben 
auf  einander  senkrecht  stehen,  oder  dass  (2>  der  dritte  Diagonal- 
punkt des  vollständigen  Vierecks  otq  ^0  ^0  Vo  ist,  dessen  beide 
andern  P  und  M  sind.  Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der 
aus  <2>  auf  die  Axen  X  Y  gefällten  Perpendikel  verbindet,  ist  also 
nach  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  die  Tangente  im  Schei- 
tel derselben  und  läuft  parallel  der  Leitlinie  PM.  Die  hier  auf- 
tretende Parabel  ist  uns  also  jetzt  durch  Leitlinie  und  Brenn- 
punkt vollständig  bekannt  und  wir  können  das  Ergebniss  der  vorigen 
Untersuchung  folgendermaassen  zusammenfassen: 

Jede  Gerade  %  in  der  Ebene  eines  Netzes  ist  eine 
Axe  eines  bestimmten  dem  Netze  zugehörigen  Strahl- 
systems; die  andere  AxeS3wird  gefunden,  indem  man 
den  Schnittpunkt  x  der  Geraden  91  mit  einer  Axe  X 
des  Netzes  aufsucht,  den  konjugirten  Punkt  i  des- 
jenigen Punktsystems  bestimmt,  welches  die  (reellen 
oder  imaginären)  Brennpunkte  des  Netzes  auf  dieser 
Axe  zu  Asymptotenpunkten  ba't,  und  aus  |  ein  Perpen- 
dikel auf  ^  herablässt;  dieses  Perpendikel  ist  die  an- 
dere Axe  93  und  der  Schnittpunkt  (^,93)=p  derjenige 
Punkt  von  91,  dessen  S.trahlsystem  im  Netze  %  und  93 
zu  Axen  hat.  Bewegt  man  die  Gerade  %  um  einen  be- 
liebigen festen  Punkt  P,  so  verändert  sich  auch  93  und 
umhüllt  eine  Parabel  P^^K  Diese  Parabel  hat  PM,  die 
Verbindungslinie  des  festen  Punktes  P  mit  dem  Mit- 
telpunkte ilf  des  Netzes,  zur  Leitlinie  und  berührt  so- 
wohl die  beiden  Axen  des  Netzes,  als  auch  die  bei- 
den  Axen  des  besonderen  Strahlsystems,  welches  dem 
Punkte  P  im  Netze  zugehört.  Jedem  Punkte  P  in  der 
Ebene  entspricht  also  eii|e  bestimmte  Parabel  P^^); 
bewegt  sich  P  auf  einer  Geraden  SIq»  so  durchläuft 
P(^>  eine  Parabelschaar  von  vier  festen  Tangenten, 
nämlich:  die  unendlich-entfernte  Gerade®^,  die  bei- 
den Axen  X  Y  des  Netzes  und  diejenige  Gerade  93o> 
welche  die  andere  Axe  zu  ^q  ist;  die  Leitlinien  dieser 
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Parabelschaar  laufen  durch  den  festen  Punkt  M  (§43) 
u.  8.  f. 

Halten  wir  den  Punkt  P  fest  und  suchen  etwas  näher  deo 
Zusammenhang  der  Parabel  P^^^  mit  den  beiden  konjugirten  Kreis- 
schaaren  zu  erkennen,  denen  wir  noch  das  dritte  konjugirte  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  hinzufügen,  so  zeigen  sich  die  in  §  50 
allgemein  gefundenen  Eigenschaften  dreier  konjugirter  Kegel- 
schnittbüschel für  diesen  besonderen  Fall  einfach  bestätigt.  Ein 
Kegelschnitt,  welchem  die  beiden  Punktsysteme  [x,  |)  und  (y,  t?) 
auf  den  Axen  X  und  Y  des  Netzes  zugehören,  ist  allemal  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  welche  ^  zum  Mittelpunkte  hat;  denn  nach 
der  in  §  31  angegebenen  Konstruktion  geht  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  P  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt,  welcher 
die  Punktsysteme  [x,  ^)  und  (^,  i^)  zu  zugehörigen  hat,  und  dieser 
Kegelschnitt  wird  gefunden,  indem  wir  das  einzige  Strahlenpaar 
durch  P  aufsuchen,  welches  gleichzeitig  sowohl  das  eine,  wie  das 
andere  Punktsystem  in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  trilFt.  hi 
unserm  Falle  ist  nun  dieses  Strahlenpaar  immer  reell ,  nämlich 
das  Axenpaar  des  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Strahl- 
systems,  welches  in  x^'^  die  Axe  X  und  in  y^iy^  die  Axe  Y  trifft. 
Die  Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  die  Polare  des 
Schnittpunkts  (Z,  F)  =  Tlf ,  d:h.  @^  treffen,  also  die  unendlich- 
entfernten  Punkte  jener  beiden  rechtwinkligen,  durch  P  gehenden 
Strahlen  sind  (§  31)  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  und 
dieser  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  er  zwei  unend- 
lich-entfernte Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Rich- 
tungen hat.  Diese  beiden  Punkte,  die  Brennpunkte  des  Netzes 
FF^,  und  der  Punkt  P  bestimmen  vollständig  den  Kegelschnitt. 
Nennen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  Kreise,  welche  x^l^  und 
y^ri^  zu  Durchmessern  haben,  ^^  und  ^y,  die  gleichseitige  Hy- 
perbel ^  (Fig.  94),  so  hat  ^  mit  jedem  der  beiden  Kreise  noch 
einen  reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  ausser  P,  und  diese  Punkte 
HH^  sind  leicht  zu  finden;  x^lE^  sind  nämlich  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  für  die  Hyperbel  S^  und  P^ein  Punkt  derselben;  die  Strahlen 
Pxq  und  jP^q  treffen  die  Hyperbel  §  in  den  beiden  unendlich-ent- 
fernten Punkten,  deren  Verbindungslinie  (@^)  den  Pol  von  a:^,^ 
in  Bezug  auf  die  Hyperbel  enthält,  weil  x^  ^q  durch  M  gebt; 
folglich  müssen  (§  31)  die  durch  x^  und  ^q  parallel  zu  P^  und 
Pxq  gezogenen  Geraden  sich  in  einem  Punkte  H  der  Hyperbel  ^ 
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treffen;  dieser  liegt  gleichzeitig  auf  dem  Kreise  Sa:,  denn  er  ist 
der  diametral  gegenüberliegende  Punkt  zu  P  auf  diesem  Kreise 
oder,  was  dasselbe  bedeutet,  der  zweite  Schnittpunkt  der  Tangente 
in  P  am  Kreise  Sy,  mit  dem  Kreise  ff.r;  in  gleicher  Weise  trifft  die 
Tangente  in  P  am  Kreise  So;  den  Kreis  ffy  in  einem  Punkte  H^ 
der  Hyperbel  §;  die  beiden  Punkte  iT  und  iT,  liegen  in  gerader 
Linie  mit  O,  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise  ^^  und  $y, 
denn  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Mitten  der 
Strecken  PH  und  PH^  und  die  Centrale  halbirt  die  gemeinschaft- 
liche Sekante  PO;  da  sie  zugleich  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  ist 
auch  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  HH^O  liegen,  zur  Ge- 
raden PO  rechtwinklig.  Ferner  zeigt  sich,  dass  PO  die  Tan- 
gente im  Punkte  P  an  der  Hyperbel  §  ist,  denn  da  Xq^q  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  ist  in  Bezug  auf  ^  und  y^^  ein  zweites 

Paar,  so  ist  (§  31)  das  Paar  [x^y^ ,  Io^ü)  =  ^  "»<>  (^o^o »  ^W  =  ^ 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte,  für  die  Hyperbel  §;  und  da 
P  selbst  auf  ihr  liegt,  so  ist  PO  Tangente  in  P.  Die  Gerade 
HH^  O  ist  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  ihm  ent- 
sprechende Parabel  P^^K  denn  P  liegt  in  der  Leitlinie  dieser 
Parabel,  deren  Pol  der  Brennpunkt  O  derselben  ist;  ferner  steht 
HH^  senkrecht  auf  PO\  folglich  ist  nach  bekannten  Eigenschaf- 
ten, der  Parabel  HH^  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Parabel 
P^^^\  die  Schnittpunkte  von  iTiTi  mit  den  beiden  durch  P  gehen- 
den rechtwinkligen-  Strahlen  Pxq  und  P^^  sind  daher  deren  Be- 
rührungspunkte mit  der  Parabel  P^^^  und  hieraus  folgt,  dass  H 
und  Hy  die  Pole  der  durch  P  zu  X  und  Y  gezogenen  Parallelen 
in  Bezug  auf  die  Parabel  P(^)  sind,  ebenso  wie  O  der  Pol  von 
PM  ist.  Wir  können  hiernach  folgendes  Ergebniss  zusammen- 
stellen : 

Die  auf  den  Geraden  X,  F,  Z  (=@^)  des  Netzes  be- 
findlichen Punktsysteme  (a;,  J)  (y,  i?)  [z,i),  welche  von 
den  Axenpaaren  sämmtlicher  Strahlsysteme  im  Netze 
ausgeschnitten  werden,  bestimmen  paarweise  zusam- 
mengefasst  drei  konjugirte  Kegelschnittbüschel  so, 
dass  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  je  zwei  von 
den  Punktsystemen  zu  zugehörigen  haben;  diese  drei 
Büschel  bestehen  aus  zwei  konjugirten  Kreisschaaren, 
welche  über  x^  und  yr^  als  Durchmesser' beschrieben 
sind,    und    einem   Büschel    gleichseitiger   Hyperbeln, 
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welche  durch  je  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  z,  i, 
die  in  rechtwinkligen  Richtungen  zu  einander  liegen, 
sowie  durch  die  beiden  reellen  Brennpunkte  des  Netzes 
^^1  gehen,  und  den  Mittelpunkt  iüf  des  Netzes  zuihrem 
gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  hahen.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  des  Netzes  gehen  drei  bestimmte 
Kegelschnitte  dieser  Büschel:  zwei  Kreise  ^^  &y 
und  eine  gleichseitige  Hyperbel  jp;  treffen  näm- 
lich die  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Axen  in 
Xq^  die  Axe  X,  in  ^o^o  «'»e  Y,  in  z^  f^  die  Axe  Z  (@J, 
so  ist  Sa  der  über  Xq^  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis,  Sy  der  über  y^ri^  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis  und  ^  die  durch  z^  f^  FF^  und  Pgelegte  gleich- 
seitige Hyperbel.  Die  drei  Kegelschnitte  S^  fty  $ 
haben  zu  je  zweien  noch  einen  vierten  reellen  Punkt 
gemein,  nämlich  $^  und  Sy  den  Punkt  <Z>,  Sx  und  ^ 
den  Punkt  ff,  Sy  und  ^  den  Punkt  H^,  Die  drei  Punkte 
HH^O  liegen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  oben  betrachtete  Parabel 
P(2)  ist,  und  die  drei  Strahlen  PH.  PH^,  PO  sind  die 
Tangenten  der  beiden  Kreise  ß^rß^  und  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  ^  in  dem  gemeinschaftlichen  PunkteP. 
Die  Punkte  HH^O  sind  auch  die  Pole  der  drei  Strah- 
len, welche  vonPnach  den  Schnittpunkten  der  Seiten 
des  Breiseits  X  YZ  hingehen,  in  Bezug  auf  die  Para- 
bel P(2). 

Da  jede  Gerade  %  in  der  Ebene  des  Netzes  ein  Axe  für  ein 
bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Strahlsystem  ist  und  der  Punkt p, 
welchem  dieses  Strahlsystem  zugehört,  nach  dem  Obigen  leicht 
gefunden  wird  als  Schnittpunkt  der  zweiten  Axe  93  mit  91,  so 
bietet  sich  die  Frage  dar,  welches  der  Ort  des  Punktes  p  ist, 
wenn  wir  die  Gerade  %  um  einen  festen  Punkt  P  drehen.  Da 
die  Gerade  S3  bei  dieser  Bewegung  eine  bestimmte  Parabel  P^^ 
beschreibt,  wie  wir  gesehen  haben,  so  ist  der  Ort  des  Punktes p 
der  Ort  der  Fusspunkte  von  allen  Perpendikeln,  welche  aus  P 
auf  die  Tangenten  dieser  Parabel  herabgelassen  werden  können, 
oder  die  Fusspunktskurve  für  die  Parabel  in  Bezug  auf 
den  Punkt  P,  'Diese  ist  eine  Kurve  dritten  Grades  C<*),  welche 
in  P  einen  Doppelpunkt  hat,  denn  sie  ist  das  Erzeugniss  zweier 
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projektivischer  Gebilde:  eines  Strahlbüschels  (P)  und  eines  krum- 
men Tangentenbüschels  (der  Parabel)^);  wir  können  aber  auch 
direkt  nachweisen,  dass  sie  vom  dritten  Grade  ist,  indem  wir 
zeigen r  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  im 
Allgemeinen  drei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  giebt.  Lassen  wir 
auf  einer  beliebigen  Geraden  S  einen  veränderlichen  Punkt  x  sich 
bewegen,  ziehen  Px  und  die  darauf  Senkrechte  in  Xf  so  umhüllt 
*die  letztere  offenbar  eine  zweite  Parabel  ^^^\  welche  P  zum  Brenn- 
punkte und  £  zur  Tangente  am  Scheitel  hat;  die  beiden  Parabeln 
P(2)  und  fß(^>  haben  in  der  unendlich -entfernten  Geraden  ©^ 
bereits  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  mithin  im  Allgemeinen 
und  höchstens  noch  drei  andere;  die  Schnittpunkte  derselben  mit 
der  Geraden  S  sind  offenbar  Punkte  des  gesuchten  Ortes,  dieser  ist 
also  vom  dritten  Grade.  Denken  wir  uns  kontinuirlich  den  Strahl 
%  um  den  festen  Punkt  P  gedreht,  so  trifft  ihn  die  jedesmal  zu 
seiner  Richtung  senkrechte  (einzige)  Tangente  der  Parabel  p(^)  in 
dem  Punkte  p,  welcher  kontinuirlich  die  ganze  Kurve  C^^^  be- 
schreibt; auf  jedem  durch  P  gehenden  Strahl  %  giebt  es  also  nur 
einen  solchen  Punkt  p  des  Ortes  C(^);  insbesondere  aber  gelangt 
der  Strahl  91  bei  seiner  kontinuirlichen  Drehung  nothwendig  ein- 
mal in  die  Lage  %^  einer  der  beiden  Axen  des  Strahlsystems, 
welches  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehört;  die  an- 
dere Axe  ä3o  trii|t  ihn  dann  in  P  selbst,  und  P  ist  daher  auch 
ein  Punkt  des. Ortes;  zweitens  gelangt  aber  auch  der  veränder- 
liche Strahl  %  in  die  Lage  von  ä3o  und  der  veränderliche  Punkt 
p  fällt  also  zum  zweiten  Mal  nach  P;  hieraus  erkennen  wir,  dass 
der  Punkt  P  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  C^^^  ist;  die  Verbin- 
dungslinie Pp  ist  immer  Sehne  der  Kurve  C^^^  und  geht  also  bei 
der  kontinuirlichen  Drehung  um  P,  sobald  SU  in  die  Lage  von  %^ 
oder  iBo  kommt,  in  die  Tangente  an  C^^^  für  den  Doppelpunkt  P 
über,  weil  in  jedem  dieser  Fälle  P  mit  p  zusammenfällt.  Die 
beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Kurve  C^^^  stehen 
daher  auf  einander  senkrecht.  Es  ist  leicht,  einige  besondere 
Punkte  der  Kurve  C^^^  anzugeben;  offenbar  geht  sie  durch  die 
Brennpunkte  FF^  des  Netzes,  denn  die  Gerade  PF  und  die  darauf 
Senkrechte  in  F  sind  auch  ein  Paar  Axen  des  dem  Punkte  F  zu- 


*)  Siehe  Crelle-Borchardt'sches  Journal  für  Mathematik  Bd.  LIV, 
Seite  31  ff.:  „Ueher  die  Erzeugnisse  krummei:  projektivischer  Gebilde'* 
von  H.  Schröter. 
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gehörigen  Strahlsystems,  weil  dieses  ein  Kreissystem  ist.     (Hier- 
aus schliessen  wir,    dass  sie  in  gleiclier  Weise  durch  die  beiden 
imaginären  Brennpunkte  auf  der  zweiten  Axe  und  die  beiden  un- 
endlich-entfernten imaginären  Kreispunkte  auf  der  dritten  Axe, 
@^,  geht.)     Ferner  geht  C<^)  durch  die  Fusspunkte  der  beiden 
Perpendikel,  weiche   von  P  aus  auf  die  beiden  endlichen  Axen 
XY  des  Netzes  herabgelassen  werden,   weil  die  Parabel  P^^^  die 
Axen  XY  zu  Tangenten  hat;  sodann  geht  C^^^  durch  den  unend-* 
lieh  -  entfernten  Punkt  von  der  Leitlinie  der  Parabel  P^^\  weil  als 
die  einzige  Tangente  der  Parabel,   welche  auf  dieser  senkrecht 
steht,  die  @^  anzusehen  ist.    Endlich  sind  noch  zwei  Punkte  der 
Kurve  C^^^  in  dem  Falle  anzugeben,   dass  das  Netz  ein  hyper- 
bolisches ist.     Dann  kann  es  nämlich  zwei  reelle  Tangenten  aus 
P  an  den  Kernkegelschnitt  des  Netzes  geben ,  deren  Beruhrungs* 
punkte  offenbar  der  C^^^  angehören,  weil  Tangente  und  Normale 
allemal  als  ein  Axenpaar  eines  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahl- 
systems anzusehen  sind.    Der  Polare  von  P  im  Netze  gehört  also 
ein  Punktsytem  an,  dessen  Asymptotenpunkte  auf  der  Kurve  C^^^ 
liegen.    Noch  zu  erwähnen  sind  einige  besondere  Fälle,  in  denen 
die  betrachtete  Kurve  dritten  Grades  zerfallt.     Wenn  nämlich  P 
insbesondere  auf  einer  Axe  des  Netzes  angenommen  wird,  z.  B. 
auf  X,  und  wir  nennen  x  diese  besondere  Lage  des  Punktes  P, 
so  treffen  alle  durch  x  gehenden  Strahlen  %  die  Axe  X  in  dem- 
selben Punkte  X  und  die  Perpendikel  aus  dem  konjugirten  Punkte 
$  des  Punktsystems  [x,  $)  schneiden  jene  Strahlen  91  in  solchen 
Punkten  p,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  der  a;|  zum  Durch- 
messer hat;  dieser  Kreis  S^r  ist  ein  Theil  der  Kurve  C<^)  und  der 
andere  ist  die  Axe  X  selbst,  denn  für  jeden  ihrer  Punkte  ist  die 
Axe  X  und  die   darauf  Senkrechte  ein  Axenpaar  des  dem  Netze 
zugehörigen  Strahlsystems  und  X  geht   beständig  durch  den  an- 
genommenen Punkt  X.    Die  Kurve  dritten  Grades  zerfällt  also  in 
diesem  Falle  in  einen  Kreis  ^x  und  eine  Gerade  X,  die  Parabel 
P(^)  zieht  sich  dabei  auf  zwei  Punkte,  den  Punkt  |  und  den  un- 
endlich-entfernten  Punkt    von  X  oder   auf  deren    doppelt  zu 
zählende  Verbindungslinie   zusammen;    in    ganz   analoger  Weise 
zerfällt  C^^^  in  einen  Kreis  ^y  und  eine  Gerade  F,  falls  der  an- 
genommene Punkt  P  auf  der  Axe  Y  des  Netzes  liegt.     Wird  end- 
lich P  insbesondere  auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden  ®^ 
(der  dritten  Axe  Z  des  Netzes)  angenommen,  so  zerfällt  die  Kurve 
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C^^)  in  diese  Gerade  selbst  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  §, 
denn  sobald  P  im  Unendlichen  liegt,  werden  sämmtliche  durch 
ihn  gehenden  Strahlen  parallel;  suchen  wir  zu  jedem  Schnitt- 
punkt X  der  Geraden  SU  mit  X  den  konjugirten  Punkt  ^  des 
Punktsystems  [x,  |)  und  fällen  aus  ihm  ein  Perpendikel  auf  9(, 
so  bleiben  auch  diese  Perpendikel  S3  sich  beständig  parallel,  und 
da  o;,  I  ein  Punktsystem  bilden,  also  projektivische  Punktreihen 
durchlaufen,  so  beschreiben  $[  und  93  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel, deren  Mittelpunkte  im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  liegen.  Ihr  Erzeugniss  ist  daher  eine 
gleichseitige  Hyperbel  §  und  S-p  9y  §  gehören  den  oben  erwähn- 
ten drei  konjugirten  Buschein  an,  denn  es  ist  ersichtlich,  dass 
die  Hyperbel  §  durch  die  Brennpunkte  des  Netzes  FF^  geht  und 
die  Tangenten  in  ihren  unendlich -entfernten  Punkten  sich  in  M, 
dem  Mittelpunkte  des  Netzes,  schneiden,  dieser  also  zugleich  Mit- 
telpunkt von  §  ist.  Wir  können  nun  die  gewonnenen  Resultate 
folgendermaassen  zusammenfassen : 

Jede  Gerade  2t  in  der  Ebene  des  Netzes  ist  Axe 
für  ein  bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Strahl- 
system; der  Mittelpunkt  p  desselben  beschreibt,  wäh- 
rend %  sich  um  einen  festen  Punkt  P  dreht,  eine  be- 
stimmte Kurve  dritten  Grades  C^^\  welche  P  zum 
Doppelpunkt  und  in  diesem  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Tangenten  hat,  nämlich  dieAxen  desjenigen 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  P  im  Netze  zuge- 
gehört;  die  Kurve  C^^^  geht  durch  die  Brennpunkte  des 
Netzes,  durch  die  Fusspunkte  der  aus  P  auf  die  bei- 
den endlichen  Axen  des  Netzes  herabgelassenen  Per- 
pendikel, durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der 
Verbindungslinie  PM,  des  festen  Punktes  P  mit  dem 
Mittelpunkte  M  des  Netzes,  durch  die  beiden  unend- 
liclf-entfernten  imaginären  Kreispunkte  und  durch 
die  beidenAsymptotenpunktedesjenigenPunktsystems, 
welches  der  Polare  des  Punktes  P  im  Netze  zugehört. 
Insbesondere  zerfällt  die  Kurve  C^^^  sobald  der  Punkt 
PaufeinerderdreiAxendes  Netzes  X,  F,  Z  (=  ®^)  an- 
genommen wird,  und  zwar  in  die  jedesmalige  Axe  und 
einen  Kegelschnitt,  welcher  für  die  Axen  X  und  Y  je 
ein  Kreis  Aar  wnd  Äy,  für  die  Axe  Z  (=®^)  eine  gleich- 
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s eilige  Hyperbel  i^  wird.  Die  drei  Kegelschnitte  R^cStyS} 
gehören  drei  konjugirtenRegelschnittbuschelnan(§50). 
Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten,  welchen 
Ort  die  Axen  der  dem  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  aller  sol- 
chen Punkte  umhüllen,   welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  @ 
liegen,  und  brauchen,  um  die  Klasse  dieses  Ortes  zu  bestimmen, 
nur  zu  untersuchen,   wie  viele  solcher  Axen  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  P  des  Netzes  gehen.     Denken  wir  uns  zu   diesem 
Zweck  die  vorhin  betrachtete  Kurve  C^^\  welche  dem  Punkte  P 
entspricht,  konstruirt,  so  schneidet  dieselbe  die  Gerade  ®  im  All- 
gemeinen in  drei  Punkten,  welche  offenbar  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzen,  dass  ihre  Verbindungslinien  mit  P  drei  Axen  sol- 
cher Strahlsysteme  sind,   welche  ihnen  im  Netze  zugehören;  da 
durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P  drei  Axen  der  ver- 
langten Art  gehen,  so  ist  der  gesuchte  Ort  eine  Kurve  dritter 
Klasse  iT^^^;  dieselbe  berührt  die  angenommene  Gerade  @  selbst 
und  zwar  in  demjenigen  Punkte/?,  in  welchem  sie  von  der  zwei- 
ten Axe  des  Strahlsystems  getroffen  wird ,  welches  die  Gerade  @  zu 
einer  Axe  hat;  denn  da  @  Axe  eines  einzigen  bestimmten  Strahl- 
systems im  Netze  ist,  so  berührt  sie  K^^K  und  durch  jeden  Punkt 
von  @  gehen  also   drei  Tangenten,  von   denen   die  eine  @  fest 
bleibt;  bewegt  sich  nun  ein  veränderlicher  Punkt  auf  @,  so  fallen» 
wenn  er  nach  p  gelangt,  zwei  unendlich -nahe  Tangenten  zusam- 
men und   es  ist  also  p  der  Berührungspunkt  von  ®  mit  E^\ 
Tangenten  von  E^^^  sind  ferner  die  beiden  endlichen  Axen  X,  Y  des 
Netzes  und  die  in  den  Schnittpunkten   derselben  mit  @  zu  den 
Axen  gezogenen  Parallelen;  auch  die  unendlich -entfernte  Gerade 
®^  berührt  I[^^\     Insbesondere  zerfallt  diese  Kurve,  wenn  die 
angenommene  Gerade  ®  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  des 
Netzes,  z.  B.  F,  hindurchgeht.    In  diesem  Falle  ist  nämlich  jedes 
durch  F  gehende  Paar  zu  einander  rechtwinkliger  Strahlen  ein 
Axenpaar  des  Netzes,   weil  das  Strahlsystem  für  den  Brennpunkt 
F  ein  Kreissystem  ist;  die  Kurve  K^^^  zerfallt  daher  in  einen 
Punkt  F  und  einen  Kegelschnitt,  nämlich  eine  Parabel,  welche 
den  andern  Brennpunkt  des  Netzes  F^  zu  ihrem  Brennpunkt  und 
die  Gerade  @  zur  Leitlinie  haL     In  der  That  zeigt  sich  dies  in 
folgender  ganz   elementaren  Weise:   Sei  P  ein  beliebiger  Punkt 
der  durch  j^  gehenden  Geraden  @  (Fig.  95),   so  finden  wir  die 
Axen  des  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Strahlsystems  da- 
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durch,  dass  wir  durch  PFF^  einen  Kreis  legen;  derselbe  treffe 
die  andere  Axe  JT  des  Netzes,  welche  die  Brennpunkte  nicht  ent- 

(Fig.  95.) 


-4V* 


hält,  in  den  Punkten  x  und  §;  dann  sind  Px  und  P^  die  Axen 
des  Strahlsystems  für  P,  deren  Ort,  während  P  sich  auf  ®  bewegt, 
gesucht  wird.  Da  nun  X  in  der  Mitte  M  zwischen  FF^  senk- 
recht darauf  steht,  so  sind  in  dem  Kreise  die  Winkel  L  FPx  und 
L  xPF^  einander  gleich;  ziehen  wir  durch  M  eine  Parallele  zu  @, 
welche  Px  und  PS  in  s  und  <;,  PF^  in  /x  treffe,  so  wird  also 
L  FPx  =  L  Ps II  =  L  sPii;  folglich  (is=siiP  und,  weil  das 
Dreieck  sPa  bei  P  rechtwinklig  ist,  Ä|i4  =  |i*P=|x<y;  ferner  ist, 
weil  M  die  Mitte  von  FF^,  auch  /x  die  Mitte  von  F^P  und  hier- 
aus folgt,  dass\F|5  und  F^a  senkrecht  stehen  auf  Px  und  P^ 
und  auch  auf  einander;  um  nun  zu  erkennen,  wie  die  Geraden 
Px  und  P^  (oder  nur  eine  von  ihnen)  sich  verändern,  wenn  P 
auf  der  Geraden  @  fortruckt,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  s  und  a  auf  der  festen  Geraden,  welche  durch  itf  parallel 
zu  ®  gezogen  ist,  sich  bewegen  und  die  auf  i^^s  und  F^a  errich- 
teten Perpendikel  in  s  und  a  eben  jene  Strahlen  Px  und  P|  sind. 
Hieraus  erkennen  wir,  dass  dieselben  eine  Parabel  umhüllen, 
welche  F^  zum  Brennpunkt  und  @  zur  geraden  Leitlinie  hat,  auch 
die  Axe  X  des  Netzes  berührt  (§  36).  Verändern  wir  die  Gerade  ®, 
indem  wir  sie  um  den  Punkt  F  drehen ,  so  verändert  sich  auch  die 
entsprechende  Parabel,  behält  aber  immer  denselben  Brennpunkt 
F^  und  die  Tangente  X;  ihre  Tangenten  am  Scheitel  gehen  durch 
den  festen  Punkt  M  und  die  Scheitel  liegen  auf  einem  Kreise, 
welcher  MF^  zum  Durchmesser  hat. 
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Das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtung  lässt  sich  nun  folgen- 
dermaassen  zusammenfassen : 

Die  Axen  der  Strahlsysteme  im  Netze  für  alle  solche 
Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  ®  liegen, 
umhüllen  eine  Kurve  dritter  Klasse  IC^^\  welche  die 
Gerade  ®  selbst  in  demjenigen  Punkte  berührt,  fär 
welchen  ®  eine  Axe  des  ihm  zugehörigen  Strahl- 
Systems  im  Netze  ist;  die  Kurve  JST^^^  berührt  auch  die 
drei  Axen  X,  Y  und  Z  (==®^)  des  Netzes.  Sie  zerfällt 
allemal,  sobald  ®  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte 
des  Netzes,  z.  B.  F,  geht,  in  diesen  Punkt  F  und  eine 
Parabel,  welche  den  andern  Brennpunkt  i^j  zu  ihrem 
Brennpunkt  und   die  Gerade  ®  zu  ihrer  Leitlinie  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses 
Paragraphen  allein  abhängt  von  den  drei  Axen  des  Netzes  Z,  }' 
und  Z  (=®^)  und  den  auf  ihnen  beQndlichen  Punktsystemen 
{x,  I)  (y,  rj)  {z,  ?),  deren  Asymptotenpunkte  die  Brennpunkte  des 
Netzes  sind.  Von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  das  eine  (z,  t) 
auf  ®^  ein  für  alle  Mal  bekannt,  seine  Asymptotenpunkte  die 
imaginären  unendlich- entfernten  Kreispunkte,  die  beiden  andern 
auf  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  haben  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Potenz  und  nur  eines  von  ihnen  ist  also  hyper- 
bolisch und  hat  zu  seinen  Asymptotenpunkten  die  reellen  Brenn- 
punkte F  und  F^  des  Netzes.  Durch  diese  Stücke  ist  aber  das  Nelz 
nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  es  giebt  unendlich -viele 
Netze,  welchen  dieselben  zugehören ;  diese  bilden  eine  Sc  haar 
von  con fokalen  Netzen.  Das  Netz  ist  erst  völlig  bestimmt, 
sobald  wir  noch  eine  Garade  S  senkrecht  auf  derjenigen  Axe  des 
Netzes  X,  welche  die  reellen  Brennpunkte  FF^  enthält,  wilikuhr- 
lieh  als  die  Polare  eines  Brennpunktes  F  annehmen  (die  Leit- 
linie für  den  Brennpunkt  F),  Die  Gerade  £  besitzt  dabei  nocii 
eine  einfach  -  unendliche  Willkührlichkeit;  der  Mittelpunkt  des 
r>^etzes  M  theilt  die  Axe  X  in  zwei  unendliche  Hälften;  trifft  die 
Gerade  £  diejenige  Hälfte,  welche  nicht  den  Brennpunkt  F  ent- 
hält, so  ist  das  Netz  allemal  elliptisch,  trifft  sie  die  andere  Hälile, 
so  ist  es  hyperbolisch,  und  zwar  ist  alsdann  der  Kernkegelschnilt 
Hyperbel,  sobald  £  die  Axe  X  zwischen  M  und  F  trifR,  dagegen 
Ellipse,  sobald  £  diese  Hälfte  der  Axe  ausserhalb  MF  trifft  In 
der  Schaar  von  konfokalen  Netzen  ist  also  ausser  der  Schaar  kon- 
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fokaler  Kegelschnitte  (Kernkegelschnitte),  welche  sich  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und 'eine  Gruppe  Hyperbeln  trennen  (§  51),  noch 
eine  Unendlichkeit  von  elliptischen  Netzen  (imaginären  Kegel- 
schnitten) enthalten.  In  der  ganzen  Schaar  von  confokalen  Netzen 
ist  nun  nach  der  obigen  Untersuchung  für  einen  beliebigen 
Punkt  P  das  Axenpaar  des  Strahlsystems,  welches  ihm  in  jedem 
der  Netze  zugehört,  allemal  dasselbe  und  es  bleiben  ebenso  die 
konjugirten  Kreisschaaren  ($^),  [^y)  und  das  konjugirte  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  (^)  ungeändert,  sowie  auch  sämmtliche 
Parabeln  P^^),  welche  den  Punkten  P  entsprechen  und  die 
Kurven  C(^>  und  K^^^.  Hieraus  folgt  u.  A.  nach  den  oben  ge- 
fundenen Resultaten  der  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangenten- 
paare aus  einem  festen  Punkte  Pan  die  Kegelschnitte 
einer  confokalen  Kegelschnittschaa^  liegen  auf  einer 
Kurve  dritten  Grades  C^^\  welche  P  zum  Doppelpunkt 
und  in  diesem  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Tan- 
genten hat. 

§  61.    Zwei  Netze  in  der  Ebene.    Netzbüsohel  und 

Netzschaar. 

Nehmen  wir  zwei  Involutionsnetze  m  derselben  Ebene  gelegen 
an,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P  in  der  Ebene  zwei  Polaren 
für  das  eine  und  das  andere  Netz;  mögen  sich  diese  beiden  Po- 
laren in  dem  Punkte  Q  schneiden,  dann  müssen  offenbar  auch 
die  beiden  Polaren  von  Q  für  beide  Netze  sich  in  dem  Punkte  P 
schneiden;  P  und  Q  heissen  daher  konjugirte  Punkte  und 
sind  auch  in  dem  früheren  Sinne  konjugirte  Punkte  für  beide 
Netze  zugleich;  zu  jedem  Punkte  P  der  Ebene  gehört  also  in 
diesem  Sinne  ein  bestimmter  konjugirter  Punkt  Q  und  umgekehrt 
zu  Q  der  konjughrte  Punkt  P.  Bewegen  wir  den  Punkt  P 
auf  einer  beUebigen  Geraden  @,  so  verändert  sich  der  konju* 
girte  Punkt  Q  auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt  ^  und  jedem 
Punkte  der  Geraden  @  ist  ein  bestimmter  Punkt  dieses  Kegel- 
schnitts ^  konjugirt.  Denn  die  Polaren  der  Punkte  P  auf  der 
Geraden  @  in  Bezug  auf  das  erste  Netz  laufen  durch  einen  festen 
Punkt  n  und  beschreiben  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der  Punkt- 
reihe, die  P  durchläuft,  projektivisch  ist.  Ebenso  beschreiben 
die  Polaren  der  Punktreihe  (P)  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  ein 
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Strahlbüschel  (tTj),  welches  mit  der  Punktreihe  (P)  projektivisch  ist. 
Die  Strahlbuschel  (tt)  und  [n^)  sind  daher  unter  sich  projektivisch 
und  je  zwei  entsprechende  Strahlen  schneiden  sich  in  demjenigen 
Punkte  Q,  welcher  dem  jedesmaligen  P  konjugirt  ist.     Der  Ort 
sämmtlicher  konjugirten  Punkte  Q  zu   den  auf  der  Geraden  ®  lie- 
genden Punkten  P  ist  daher  das  Erzeugniss  zweier  projektvischer 
Strahlbuschel,  d.  h.   ein  Kegelschnitt  $,    der  durch  die  Pole  n 
und  TTj  der  Geraden  ®  rucksichtlich  beider  gegebenen  Netze  hin- 
durchgeht.    Jeden»  Geraden  ®  in  der  Ebene  gehört  hiernach  ein 
bestiminter  Kegelschnitt  ^  zu,   der   diejenigen  Punkte  Q  enthält, 
welche  den  Punkten  P  der  Geraden  ®  rücksichtlich  beider  ge- 
gebenen Netze  konjugirt  sind.    Nehmen  wir  zwei  beliebige  Gerade 
@  und  @ '  an ,  welche  sich  in  dem  Punkte  Pq  schneiden  mögen, 
so  gehören  ihnen   beziehungsweise  zwei  bestimmte  Kegelschnitte 
$  und  S'  zu,  welche  die  konjugirten  Punkte  von  den  Punkten 
jener  Geraden  enthalten.     Die  Kegelschnitte  ^  und  £'   müssen 
nothwenig  einen  reellen,    leicht    angebbaren  Punkt  Qq  gemein- 
schaftlich haben,  nämlich  denjenigen,  welcher  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  i>Q  =  (®,  ®')  konjugirt  ist.  Sie  haben  daher  noch 
einen  zweiten  reellen  Punkt  Xy  oder  noch  drei  reelle  Punkte  xyz 
gemeinschaftlich.     Diese  besitzen   eine  besondere  Eigenthömlich- 
keit  in  Bezug   auf  die  beiden  gegebenen  Netze.     Weil  nämlich 
der  Punkt  x  auf  dem  Kegelschnitte  ^  liegt,  so  müssen  seine  bei- 
den Polaren  rücksichtlich  der  beiden  gegebenen  Netze  sich  in  einem 
Punkte    der    Geraden  ®  treffen;    weil  er   gleichzeitig   auf  dem 
Kegelschnitte  ^'  liegt,  so  müssen  seine  beiden  Polaren  sich  auch 
in   einem  Punkte  der  Geraden  ®'  treffen;  in  dem   Punkte  Pq, 
dem  einzigen,  der  ®  und  ®'  gemeinschaftlich  ist,  treffen  sie  sich 
aber  nicht,   denn  x  ist  verschieden  von  Qq,  folglich  müssen  die 
beiden  Polaren  von  x  für  beide  Netze  zusammenfallen,  denn  zwei 
Gerade,   die  zwei  verschiedene  Schnittpunkte  haben,   fallen  zu- 
sammen.    Folglich  besitzt  der  Punkt  x  und  ebenso  auch  y  und  z 
(wenn  sie  reell  sind)  die  Eigenschaft,  dass  seine  Polare  in  Bezug 
auf  beide  Netze  dieselbe  Gerade  ist.     Diese  drei  Punkte  xyz 
und  ihre  für  beide  Netze  zusammenfallenden  Polaren  X  FZ  hängen 
nun  in  gewisser,   leicht  zu  erkennender  Weise  mit  einander  zu- 
sammen.   Sie  machen  eine  besondere  Ausnahme  von  allen  übrigen 
Punkten    der   Ebene;    während    nämlich   im  Allgemeinen  jedem 
Punkte  P  der  Ebene  nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  Q  rück- 
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sichtlich  beider  Netze  konjugirt  ist,  darf  dem  Punkte  x  jeder 
Punkt  von  X als  konjugirt  angesehen  werden,  weil  seine  Polaren 
für  beide  Netze  auf  X  zusammenfallen  und  mithin  jeder  Punkt 
der  beiden  zusammenfallenden  Geraden  als  ihr  Schnittpunkt  gel- 
ten kann.  Mehr  Punkte  von  solcher  BeschafiTenheit,  als  die  ge- 
fundenen drei:  xyz,  von  denen  nothwendig  einer,  x,  reell  sein 
muss,  kann  es  überhaupt  in  der  ganzen  Ebene  nicht  geben;  denn 
gäbe  es  noch  einen  vierten  Punkt  u,  dessen  Polare  V  für  beide 
Nelze  dieselbe  Gerade  wäre,  so  müsste  diese  @  und  ®'  in  zwei 
solchen  Punkten  treffen,  deren  konjugirte  in  u  zusammenfielen, 
also  beiden  Kegelschnitten  $  und  ß'  gemeinschaftlich  wären; 
die  Kegelschnitte  £  und  ^'  haben  aber  ausser  dem  schon  be- 
rücksichtigten Punkte  Qq  keine  anderen  Punkte  gemeinschaftlich 
als  xyz^  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen.  Es  giebt  daher 
im  Allgemeinen  keine  Punkte  weiter  in  der  Ebene,  als  xyz^ 
von  der  Beschaffenheit,  dass  ihre  Polaren  X  Y  Z'm  beiden  Netzen 
dieselben  Geraden  sind.  Dies  festgestellt,  nehmen  wir  nun  den 
einen  immer  reellen  Punkt  x  und  seine  reelle  Polare  X  für  beide 
Netze;  der  Geraden  X  gehören  dann  in  den  beiden  Netzen  zwei 
(im  Allgemeinen  verschiedene)  Punktsysteme  zu,  welche  ein  (reelles 
oder  imaginäres)  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  be- 
sitzen; ist  dasselbe  reell,  so  ist  es  mit  den  Punkten  y  und  z 
identisch,  denn  dem  Punkt  y  gehört  dann  in  beiden  Netzen  so- 
wohl der  Punkt  z  als  auch  der  Punkt  x  zu  und  zx  ist  also  die 
Polare  Fvon  y  für  beide  Netze;  ebenso  [xy)  =  Z  die  Polare  von 
z  für  beide  Netze;  die  Punkte  y  und  z  besitzen  also  die  obige 
Beschaffenheit  und  müssen  mit  den  noch  einzig  möglichen  der  Art 
identisch  sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  Punkte  xyz  ein 
Tripel  bilden,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaftlich  ist,  und 
dass  ihre  Polaren  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks  sind: 

{yz)=.X:  {zx)=Y\  [xy)  =  Z;  (ZZ)^x;  (Z,X)  =  y;  (X,Y)=z. 

Umgekehrt  sind  XYZ,  von  denen  nothwendig  eines  reell  sein 
muss,  die  einzigen  Geraden  in  der  Ebene  von  solcher  Be^haf- 
fenheit,  dass  ihre  Pole  für  beide  gegebenen  Netze  zusammen- 
fallen, und  sie  bilden  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen,  welches 
beiden  Netzen  gemeinschafthch  ist.  Dass  zwei  beliebig  gegebene 
Netze  ausser  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  nicht 
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noch  ein  Paar  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  haben  können, 
geht  auch  daraus  hervor,  dass  das  Netz  vollständig  und  eindeu- 
tig bestimmt  ist  durch  ein  Tripel  und  ein  beliebiges  Paar  Pol 
und  Polare  (§  57)  und  zwei  Netze,  welche  diese  Stucke  gemein- 
schaftlich haben,  identisch  sein  müssen. 

Was  die  Realität  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Netze 
betrifft,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  seiner  drei  Punkte  x 
und  dessen  Polare  X,  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden  andern 
liegen,  allemal  reell;  diese  selbst  y  und  z  sind  stets  reell,  so- 
bald eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind,  weil  einer 
jeden  Geraden  in  Bezug  auf  ein  eUiptisches  Netz  ein  elliptisches 
Punktsystem  zugehört  und  zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme 
allemal  ein  reelles  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte 
haben,  wenn  wenigstens  eines  von  beiden  Systemen  elliptisch  ist; 
wenn  dagegen  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  so  können  y  und  z 
imaginär  werden;  dies  ist  aber  der  Fall  zweier  reellen  Kegel- 
schnitte, welcher  in  §  53  genau  diskutirt  ist. 

Aus  der  besonderen  den  Punkten  x  y  z  allein  zukom- 
menden Eigenschaft  folgt,  dass  alle  Kegelschnitte  ^,  welche 
sämmtlichen  Geraden  ®  in  der  Ebene  der  beiden  Netze  ent- 
sprechen, durch  die  drei  festen  Punkte  xyz  gehen  müssen,  denn 
weil  irgend  eine  Gerade  @  die  X  in  einem  Punkte  trifft,  dessen 
konjugirter  rücksichtlich  beider  Netze  x  ist,  muss  der  Kegelschnitt 
Ä  durch  X  gehen  u.  s.  f.  Auch  umgekehrt  wird  irgend  ein  durch 
die  Punkte  xyz  gelegter  Kegelschnitt  $  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  seinen  Punkten  kon- 
jugirt  sind,  auf  einer  Geraden  @  liegen  (eigentlich  auf  einer 
Kurve  vierten  Grades,  welche  sich  in  vier  Gerade  auflöst,  von 
denen  drei  allemal  Z  FZ  sind).  Dies  lässt  sich  sehr  einfach  um- 
gekehrt nachweisen:  Nehmen  wir  zwei  behebige  Punkte  ö'  ö" 
des  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kegelschnitts  ^  und  seien 
deren  konjugirte  Punkte  P'  und  P'\  so  hat  die  Verbindungslinie 
P'  P'\  als  Gerade  @  aufgefasst,  sämmtliche  Punkte  jß,  welche 
ihren  Punkten  P  konjugirt  sind,  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte 
Q' Q^' ^yz  eindeutig  bestimmten  Kegelschnitt  R  und  es  liegen 
also  auch  umgekehrt  diejenigen  Punkte,  welche  den  Punkten  des 
Kegelschnitts  ^  konjugirt  sind,  auf  der  Geraden  @. 

Durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  ist  nicht 
allein  das  eben  angedeutete  Beziehungssystem  hergestellt,  wonach 
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jedem  Punkte  P  ein  bestimmter  Punkt  Q  konjugirt  ist  und  jeder 
Geraden  ®  in  der  Ebene  ein  durch  drei  feste  Punkte  xyz  gehen- 
der Kegelschnitt  ^  entspricht,  sondern  auch  zugleich  das  polare 
Verhalten,  wonach  jeder  Geraden  eine  Gerade  und  jedem  Punkte 
ein  dem  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschriebener  Kegelschnitt  ent- 
spricht, denn  eine  beliebige  Gerade  @  hat  zu  Polen  in  den  beiden 
Netzen  zwei  Punkte  n  und  n^,  deren  Verbindungslinie  ^  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  Pole  für  beide  Netze  wiederum  auf 
®  liegen;  @  und  ^  heissen  daher  konjugirte  Gerade,  und  wenn 
@  sich  um  einen  festen  Punkt  P  dreht,  so  beschreibt  S^  einen 
Kegelschnitt  @,  welcher  dem  festen  Dreiseit  2!TZ  einbeschrieben 
ist.  Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  kann  nun  fol- 
gendermaassen  zusammengefasst  werden: 

Sind  zwei  Netze  in  der  Ebene  gegeben,  so 
schneiden  sich  die  Polaren  eines  beliebigen  Punk- 
tes P  in  Bezug  auf  beide  Netze  in  dem  konjugirten 
Punkte  Q,  dessen  Polaren  sich  wiederum  in  P  treffen. 
Bewegt  sich  der  Punkt  P  auf  einer  beliebigen  Geraden 
@,  so  durchläuft  der  konjugirte  Punkt  Q  einen  be-< 
stimmten  Kegelschnitt  $.  Sämmtliche  Kegelschnitte 
^  laufen  durch  drei  feste  Punkte  xyz.  Diese  bilden 
ein  beiden  Netzen  gemeinschaftliches  Tripel  konju- 
girter  Punkte;  ihre  Polaren  sind: 

X  =  {yz)\  Y  =  {zx)\  Z  =  (xy). 
Die  Punkte  xyz  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  für  sie  die  Polaren  rück- 
sichtlich beiderNetze  zusammenfallen.  Die  dreiPunkte 
xyz  sind  allemal  reell,  sobald  beide  oder  eines  der 
beiden  gegebenen  Netze  elliptisch  ist;  sind  beide  Netze 
hyperbolisch,  so  können  zwei  Tripelpunkte  yz  ima- 
ginär sein,  während  der  dritte  x  und  seine  Polare  X 
immer  reell  ist  (§  53);  die  der  Geraden  X  rücksicht- 
lich beider  Netze  zugehörigen  Punktsysteme  haben 
als  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  y 
und  z.  Anderseits  gehören  einer  beliebigen  Geraden 
®  in  der  Ebene  rücksichtlich  beider  Netze  zwei  Pole 
zu,  deren  Verbindungslinie  §  die  konjugirte  Gerade 
zu  ®  heisst,  weil  die  Verbindungslinie  ihrer  Pole  wie- 
derum ®  ist.    Dreht  sich  ®  um  einen  festen  PunktP, 
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SO  umhüllt  jp  einen  bestimmten  Kegelschnitt  @.  Säramt- 
iiche  Kegelschnitte  6  berühren  drei  feste  Gerade  XYZ^ 
welche  das  beiden  Netzen  gemeinschaftliche  Tripel 
konjugirter  Strahlen  bilden  und  die  einzigen  Geraden 
von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  ihre  Pole  ruck- 
sichtlich beider  Netze  zusammenfallen.  Das  Tripel 
XYZ  colncidirt  mit  dem  Tripel  xyz. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  insbesondere  solche  Lagen  der 
Geraden  ®  aufzusuchen,  für  welche  der  zugehörige  Kegelschnitt 
Ä  eine  Parabel ,  gleichseitige  Hyperbel,  ein  Kreis  oder  Linienpaar 
wird.  Geht  die  Gerade  ®  in  die  Unendlichkeit,  wird  also  ®^, 
so  geht  der  Kegelschnitt  ^  in  einen  besonderen  Kegelschnitt  äR 
über,  welcher  die  Mittelpunkte  mw^  beider  Netze  und  das  ge- 
meinschaftliche Tripel  xyz  enthält  und  durch  diese  fünf  Punkte 
vollständig  bestimmt  ist.  Der  Kegelschnitt  Wt  enthält  diejenigen 
Punkte,  welche  sämmtlichen  unendlich-entfernten  Punkten  rück- 
sichtlich beider  Netze  konjugirt  sind,  und  umgekehrt  liegen  die 
den  Punkten  des  Kegelschnitts  351  konjugirten  Punkte  im  Unend- 
lichen; er  entscheidet  also  über  die  Natur  des  Kegelschnitts  S- 
Jeder  Geraden  @,  welche  den  Kegelschnitt  3Ji  in  zwei  reellen 
Punkten  trifft,  entspricht  als  Kegelschnitt  ff  eme  Hyperbel, 
jeder  Geraden  ®,  welche  SOt  nicht  trifft,  eine  Ellipse  und  allen 
Geraden  @,  welche  ÜJI  berühren,  Parabeln;  den  sämmtlichen 
Tangenten  des  Kegelschnitts  Wl  entsprechen  also  Kegelschnitte  $, 
welche  sämmtlich  Parabeln  sind,  und  auch  umgekehrt  sämmtlichen 
Parabeln,  die  dem  Dreieck  xyz  umschrieben  sind.  Gerade  @, 
welche  den  Kegelschnitt  Tt  umhüllen.  Um  zweitens  eine  solche 
Gerade  @  zu  finden,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  Ä  eine 
gleichseitige  Hyperbel  wird ,  nehmen  wir  auf  @^  zwei  solche  Punkte, 
die  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen,  z  und^ 
alle  solche  Punktenpaare  bilden  auf  @oo  ^^s  bekannte  Punktsystem, 
dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginären  unendlich -ent- 
fernten Kreispunkte  sind.  Das  Punktenpaar  z,  ?  hat  zu  Polaren 
im  ersten  Netz  zwei  bestimmte  durch  den  Mittelpunkt  m  gehende 
Strahlen,  welche  bei  der  Veränderung  von  z,  f  ein  bestimmtes 
Strahlsystem  beschreiben;  in  der  That,  da  z  und  f  konjugirte 
Punkte  eines  Punktsystems  sind,  so  beschreiben  ihre  Polaren  pro- 
jektivische  Strahlbüschel,  die  auf  einander  liegen  und  bei  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,   entsprechende  gleiche  Winkel  verkehrt 
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auf  einander  fallen  (§  17);  sie  konstituiren  also  ein  Strahisystem ; 
je  zwei  konjugirte  Strahlen  desselben  treffen  nun  den  Kegelschnitt 
Wl  in  zwei  solchen  Punkten ,  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
festen  Punkt  Pq  läuft  (§  31),  und  derselbe  Punkt  würde  natürlich 
resultiren,   wenn   wir  die  Polaren   von  _z,   ^  in  Bezug  auf  das 
zweite  Netz  zu  Hülfe  nehmen.     Hiernach  lässt  sich  der  Punkt  P^ 
in  leichter  Weise  finden:   Die  Axen  des  ersten  Netzes  durchboh- 
ren den  Kegelschnitt  Wl  nur  noch  in  zwei  Punkten»   deren  Ver- 
bindungslinie bestimmt  wird ;  ebenso  liefern  die  Axen  des  zweiten 
Netzes  eine  Durchbohrungssehne  in  Wt  und  der  Schnittpunkt  die- 
ser beiden  Durchbohrungssehnen  ist  der  gesuchte  Punkt  P^;  jede 
durch  Pq  gehende  Gerade  trifit  den  Kegelschnitt  Wl  in  zwei  sol- 
chen Punkten,  deren  konjugirte  im  Unendlichen  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Richtungen  liegen;  einer  solchen  Geraden  ent- 
spricht allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  Kegelschnitt  $.   Es 
giebt  daher  unendlich  -  viele  Gerade  ® ,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte $  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  dieselben  gehen 
durch  einen  festen  Punkt  Pq,   dessen  Konstruktion  oben  angege- 
ben ist.     Der  konjugirte  Punkt  Q^  zu  Pq  muss  der  Höhenpunkt 
des  Dreiecks  xyz  sein,  weil  alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
einem  Dreieck  umschrieben  sind ,  zugleich  durch  den  Höhenpunkt 
desselben  gehen  (§  38) ,  woraus  eine  neue  einfache  Konstruktion 
von  Py  sich  ergiebt.   Hiernach  wird  es  auch  möglich,  eine  solche 
Gerade   ®  zu  finden,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  $  ein 
Kreis  wird.     Seien  nämlich  /  und  r  zwei  solche  Punkte  auf  dem 
Kegelschnitt  STt,   deren  konjugirte  z  und  ^  unendlich- entfernt  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  oder  tz  irgend 
eine  durch  Pq  gehende  Sehne  des  Kegelschnitts  äR,  so  entspre- 
chen  den  beiden  Tangenten  in  i  und  r  am  Kegelschnitt  3)t  zwei 
Parabeln,  deren  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  rechtwinkli- 
gen  Richtungen   liegen.     Diese   beiden  Parabeln,  welche  durch 
xyz  gehen,  haben  als  vierten    gemeinschaftlichen   Punkt  einen 
solchen,  der  nothwendig  mit  xyz  auf  einem  Kreise  liegt  (§38), 
und  der  konjugirte  Punkt  zu  diesem   rücksichtlich    der   beiden 
Netze  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  i  und  r  am 
Kegelschnitte  SOt.     Dieser  liegt  auf  der    Polar«  des  Punktes  Pq 
und  jeder  Punkt  dieser  Polare  ®q  des  Punktes  Pq  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  901  besitzt  umgekehrt  die  Eigenschaft,  dass  sein 
konjugirter  auf  dem  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreise  liegt. 
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Es  giebt  also  nur  eine  einzige  bestimmte  Gerade  @q  in  der  Ebene 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  der  ihr  entsprechende  Kegel- 
schnitt $  ein  Kreis  wird,  und  diese  besondere  Gerade  @q  isl 
die  Polare  des  vorhin  ermittelten  Punktes  Pq  in  Bezug  auf  deo 
Kegelschnitt  STt. 

Suchen  wir  endlich  solche  Gerade  @  in  der  Ebene  auf,  de- 
ren entsprechende  Kegelschnitte  $  in  Linienpaare  zerfallen;  den 
Punkten  einer  derartigen  Geraden  müssen  in  den  beiden  gege- 
benen Netzen  zwei  Strahlbüschel  von  Polaren  {%)  und  (n^)  zuge- 
hören ,  welche  perspektivisch  liegen ,  also  in  der  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  haben; 
eine  derartige  Gerade  ®  muss  daher  nothwendig  einen  solchen 
Punkt  enthalten,  dessen  Polaren  im  Netze  zusammenfallen;  es 
giebt  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei  Punkte  der  Art  xyz;  der 
Kegelschnitt  $  kann  mithin  nur  dann  in  ein  Linienpaar  zer- 
fallen, wenn  die  Gerade  ®  durch  einen  der  drei  Eckpunkte  des 
gemeinschaftlichen  Tripels  hindurchgeht,  und  umgekehrt:  Sobald 
die  Gerade  @  durch  einen  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripeis, 
z.  B.  X  hindurchgeht,  zerfällt  der  entsprechende'Kegelschnitt  S  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Gerade  X  ist;  suchen  wir  den 
andern  Theil  desselben  auf;  dieser  muss  eine  Gerade  g  sein,  welche 
durch  X  geht,  denn  demjenigen  Punkte  von  @,  welcher  zugleich 
in  X  liegt,  entspricht  als  konjugirter  Punkt  x.  Die  Gerade  g  ist 
also  bestimmt,  sobald  wir  nur  irgend  einen  Punkt  der  durch  x 
gehenden  Geraden  ®  kennen,  indem  sein  konjugirter  mit  x  ver- 
bunden den  Strahl  g  liefert.  Wenn  wir  die  Gerade  ®  um  x 
drehen,  so  verändert  sich  auch  g,  indem  es  sich  um  x  dreht; 
es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  ®  und  g  konjugirte  Strahlen  eines 
bestimmten  neuen  Strahlsystems  sind,  dessen  Mittelpunkt  x  ist, 
oder:  Wenn  wir  einen  beliebigen  Punkt  P  und  seinen  konjugirteu 
Punkt  Q  mit  x  verbinden,  so  sind  allemal  xP  =  ®  und  xQ  =  g 
zwei  konjugirte  Strahlen  eines  bestimmten  Strahlsystems  {x);  in 
der  That,  wir  haben  nur  nöthig,  P  auf  einer  beliebigen  Geraden 
^  zu  bewegen,  so,  dass  also  Q  den  ihr  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ß  durchläuft,  welcher  durch  x  [y  und  z)  geht  und  von 
zwei  projektivischen  Strahlbüscheln  («)  und  [it^  erzeugt  wird,  die 
zugleich  mit  der  von  P  durchlaufenen  Punktreihe  projektivisch  sind; 
da  X  auf  dem  Kegelschnitte  ß  liegt,  so  beschreibt  auch  o; iß  ein  mit 
%Q  oder  it^Q,  also  auch  mit  a;P projektivisches  Strablbüschel ;  es 
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beschreiben  also  xP  und  xQ  zwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische  Strahlbuschel ;  dieselben  erzeugen  nun  ein  Strahlsystem, 
weil  sowohl  der  konjugirte  Punkt  zu  P:  Q  ist,  als  auch  der  kon- 
jugirte  Punkt  zu  Q  '-  P  [%  17).  Dieses  bestimmte  Strablsystem  [x), 
welches  von  dem  Strahlenpaar  @,  g  erzeugt  wird,  hat  auch  die 
durch  X  gehenden  beiden  Geraden  Fund  Z  zu  einem  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen,  denn  sobald  für  P  irgend  ein  Punkt  auf  Y  ge- 
nommen wird,  ist  sein  konjugirter  allemal  y,  mithin  Y  und  [xy)  =:  Z 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  [x).  In  ganz  glei- 
cher Weise  erhalten  wir  zwei  Strahlsysteme  (y)  und  [z),  deren 
Mittelpunkte  y  und  z  sind  und  für  welche  wir  immer  zwei  kon- 
jugirte Strahlen  erhalten ,  indem  wir  ihren  Mittelpunkt  mit  irgend 
einem  Paar  konjugirter  Punkte  P  und  Q  in  der  Ebene  verbinden. 
Die  drei  Strahlsysteme  [x]  [y)  [z]  hängen  in  der  Weise  von  ein- 
ander ab,  dass  durch  zwei  von  ihnen  das  dritte  mitbestimmt  ist, 
denn  sobald  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  beider  gegebenen 
Netze  und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  P  und  ö  für  die- 
selben bekannt  sind,  sind  auch  die  drei  Strahlsysteme  [x]  [y]  [z) 
vollständig  bekannt,  weil  je  zwei  Seiten  des  Tripeldreiecks  und 
die  von  einer  Ecke  nach  P  und  Q  hingehenden  Strahlen  allemal 
zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  eines  solchen  Strahlsystems  sind, 
welches  durch  diese  beiden  Paare  vollständig  bestimmt  wird.  So- 
bald wir  nun  in  zweien  dieser  Strahlsysteme,  z.  B.  [x)  und  (t/), 
ausser  den  selbstverständlichen  Paaren  F,  Z  und  Z,  X  noch  je 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  kennen,  @  und  g  in  {x),  ®'  und  c( 
in  (y),  sind  die  Schnittpunkte  (@,  @')  =  i>  und  (g,  g')  =  f) 
allemal  konjugirte  Punkte  und  geben  mit  z  verbunden  zwei  kon- 
jugirte Strahlen  des  dritten  Strahlsystems  [z),  welches  dadurch 
vollständig  bestimmt  wird;  [auch  die  Schnittpunkte  (@,  g')  =  P' 
und  (©',  g)  =  Q'  sind  natürlich  konjugirte  Punkte  und  wir  er- 
halten daher  zugleich  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen  des 
Strahlsystems  («)].  Wir  können  den  gegenseitigen  Zusammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  [x)  (y)  (z)  auch  so  aussprechen:  Wenn  wir 
irgend  drei  Strahlen  dieser  drei  Systeme  {x)  (y)  (z)  durch  einen 
Punkt  P  ziehen,  so  treffen  sich  die  konjugirten  Strahlen  zu  ihnen 
allemal  wieder  in  einem  Punkte  Q,  welcher  der  konjugirte  Punkt 
zu  P  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Hieraus 
können  wir  auf  die  besondere  Natur  dieser  drei  Strahlsysteme 
schliessen  und  erkennen,  dass,  sobald  das  gemeinschaftliche  Tripel 
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xyz  reell  ist,  von  den  drei  Systemen  entweder  1)  alle  hyperbo- 
lisch oder  2)  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch 
sein  müssen.  Die  Seiten  XYZ  des  Tripeldreiecks  theilen  näm- 
lich die  ganze  unendliche  Ebene  in  sieben  Räume  (Fig.  96),  von 
denen,  wie  schon  früher  bemerkt  (§  38) ,  einer,  der  endliche  Drei- 
ecksraum  [e],  und  die  drei  den  Seiten  anliegenden  unendlichen 
Räume  [e^)  [e^  [e^  die  elliptischen,  die  drei  an  die  Ecken  an- 
stossenden  unendlichen  Räume  [h^  [h^  [h^  aber  die  hyperbolischen 


(Fig.  96.) 


Räume  genannt  werden;  je 
nachdem  nun  das  eine  Paar 
konjugirter  Punkte  P  und  Q, 
welches  zur  Bestimmung  der 
drei  Strahlsysteme  [x)  [y)  (z) 
'Z  ausreicht,  in  diesen  Räumen 
gelegen  ist,  wu-d  sich  nach 
dem  bekannten  Kriterium 
(§  17)  sofort  entscheiden  lassen,  ob  die  Strahlsysteme  hyperbo- 
lisch oder  elliptisch  sind,  und  hiernach  ergiebt  sich  folgende 
Tabelle,  welche  alle  möglichen  Fälle  enthält:  Bedeuten  nämlich 
e  =  elliptisch  und  1^  =  hyperbolisch,  und  drei  neben  einander 
gestellte  Buchstaben,  z.  B.  cl^c,  den  Charakter  der  drei  Strahl- 
systeme [x)  [y]  [z)  in  dieser  Reihenfolge,  so  haben  wir: 

Liegt  P  in  dem  Räume: 


Liegt  Q  in 
dem  Räume:  ' 


[e)   [e,)  W  [h)  (^)  (Ä2)  (A3) 

(Äi) 

Es  treten  also  überhaupt  nur  zwei  verschiedene  Fälle  ein: 
entweder  sind  alle    drei  Strahlsysteme   hyperbolisch   oder  eines 
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hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  und  zwar  tritt  der 
letzte  Fall  ungefähr  dreimal  so  oft  ein,  als  der  erstere  (strenge  in 
dem  Verhäitniss  von  36  :  13).  Ferner  erkennen  wir  aus  dem  obigeil 
Schema,  dass  der  Fall  dreier  hyperbolischer  Strahlsysteme  {x)  y)  [z) 
nur  dann  eintritt,  wenn  die  beiden  konjugirten  Punkte  P,  Q  ent- 
weder beide  in  demselben  Räume  von  jenen  sieben  oder  gleichzeitig 
in  einem  Paar  von  Räumen:  e^  und^^^  |  e^  und  h^  \  e^  und  ^3  | 
enthalten  sind;  für  jede  andere  Lage  tritt  der  zweite  Fall  ein, 
dass  eines  der  drei  Strahlsysteme  hyperbolisch,  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  Hieraus  folgt  ferner,  dass,  wenn  eines  oder 
beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind  (der  Kernkegelschnitt  ima- 
ginär), allemal  nur  der  zweite  Fall  eintreten  kann,  indem  von 
den  Strahlsystemen  (x)  {y)  (z)  eines  hyperbolisch,  die  beiden  an- 
dern elliptisch  werden.  Wir  erkennen  dies  nämlich  sofort,  wenn 
wir  uns  des  Kriteriums  für  das  elliptische  Netz  erinnern  (§  56): 
Sobald  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  die  beiden  dem  Netze  zu- 
gehörigen Punktsysteme  elliptisch  sind,  ist  das  Netz  elliptisch. 
Wir  haben  nun  das  den  beiden  Netzen  gemeinschaftliche  Tripel 
xyz,  dessen  Seiten  konjugirte  Strahlen  sind  und  welches  in  dem 
Falle  reell  ist,  wo  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind.  Die 
Ebene  wird  durch  die  Seiten  ÄYZ  des  Tripeldreiecks  in  sieben 
Regionen  ^^^  ^2  ^3  ^1^2  ^3  getheilt;  nehmen  wir  in  dem  Räume  {e) 
einen  beliebigen  Punkt  P,  so  treffen  Py  und  Pz  resp.  die  Ge- 
raden Y  und  Z  zwischen  den  Punkten  xz  und  xy;  soll  das  Netz 
elliptisch  sein,  so  muss  also  die  Polare  von  P  die  Seiten  xz  und  xy 
in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.h.  sie  darf  in  die  Region  {e)  nicht 
eintreten;  wo  also  auch  der  Punkt  Q  auf  dieser  Polare  angenommen 
werden  mag,  er  kann  nicht  in  {e)  liegen,  also  kann  nach  dem 
obigen  Schema  der  Fall  1^  1^  1^  nicht  eintreten.  Nehmen  wir  zwei- 
tens P  in  der  Region  [e^)  sm,  so  muss  seine  Polare,  wenn  das 
Netz  elliptisch  sein  soll,  xz  und  xy  zwischen  diesen  Eckpunkten 
des  Tripels  treffen;  sie  darf  also  in  die  Regionen  {e^)  und  (ä^)  nicht 
eintreten  und  es  kann  daher  wiederum  nach  unserm  Schema  der 
Fall  f^^^  nicht  stattfinden;  dasselbe  gilt,  wenn  P  in  der  Region 
(Äj)  angenommen  wird,   und  in  gleicher  Weise  erkennen  wur  es 

für  die  Regionen  (ßj)  ^^^  W»  (^3)  ""^  (^3)-  ^^  ^^^  ^i'so  klar, 
dass,  wofern  wenigstens  eines  der  beiden  gegebenen  Netze  ellip- 
tisch ist,  allemal  von  den  drei  Strahlsystemen  {x)  (y)  {z)  eines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Wenn 
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beide  Netze  hyperbolisch  sind  und  von  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  reell,  die  beiden  andern  y  und  z  auf 
X  imaginär  sind,  so  lässt  sich  erkennen,  dass  das  Strahlsystem 
{x)  nothwendig  hyperbolisch  sein  muss.  Lassen  wir  nämlich 
einen  veränderlichen  Punkt  P  eine  beliebige  Gerade  @  durchlau- 
fen und  verfolgen  den  konjugirteu  Punkt  Q  auf  dem  entsprechen- 
den Kegelschnitt  ^,  welcher*  durch  x  geht,  so  beschreiben  xP 
und  X  Q  das  Strahlsystem  {x)  und  je  zwei  konjugirte  Strahlen 
desselben  durchbohren  den  Kegelschnitt  %  in  Punktenpaaren,  deren 
Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  §  laufen  muss  (§  31) ; 
trifft  nun  xP  den  Kegelschnitt  ^  zum  andern  Male  in  Q\  so  ist 
QQ'  eine  solche  Durchbohrungssehne;  anderseits  hat  aber  der 
Punkt  Q'  zu  seinem  konjugirten  einen  Punkt  P\  welcher  noth- 
wendig auf  ®  liegen  muss  (weil  Q'  auf  ^  liegt)  und  zugleich  auf 
dem  zu  xQ'  ==  xP  konjugirten  Strahl  des  Systems  (a?),  d.  h.  auf 
xQ;  also  ist  P'  der  Schnittpunkt  von  ®  mit  xQ;  mr  haben  nun- 
mehr zwei  Paare  konjugirter  Punkte  rücksichtlich  beider  Netze: 
P  und  ß,  P'  und  Q'  und  finden  vermittelst  derselben  unmittel- 
ba^  ein  drittes  Paar:  {PP\  QQ')  und  [PQ\  P'Q)  (§  55);  nun 
ist  aber  {PQ',  P'Q)  nichts  anderes  als  der  Punkt  x,  folglich  muss 
sein  konjugirter  (PP\  QQ')  auf  X  liegen  und,  da  i>P' =  ®  ist, 
der  Schnittpunkt  (®,  X)  sein;  dieser  Punkt  bleibt  fest,  während 
P  und  Q  sich  verändern  auf  ®  und  $;  es  läuft  also  die  Durch- 
bohrungssehne QQ'  durch  den  festen  Punkt  §  =  (®,  X),  woraus 
sich  nachträglich  eine  Bestätigung  ergiebt,  dass  xP  und  xQ 
das  Strahlsystem  erzeugen.  Wenn  nun  die  Punkte  y  und  z  oder 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  X  mit  dem  Kegelschnitt  St  ima- 
ginär sind,  so  muss  2r  ausserhalb  des  Kegelschnitts  $  (d.  h.  ganz 
in  dem  von  seinen  Tangenten  erfüllten  Gebiete)  gelegen  sein  oder 
durch  jeden  Punkt  von  X  müssen  zwei  reelle  Tangenten  von  8 
möglich  sein  und  mithin  auch  durch  den  Punkt  |;  das  Strahl- 
system [x]  ist  daher  hyperbolisch,  indem  seine  Asymptoten  die 
aus  X  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Sti*ahlen  sind,  in 
welchen  die  Tangenten  aus  £  den  Kegelschnitt  St  berühren. 

Die  Strahlsysteme  [x)  {y)  [z)  haben  eine  ganz  besondere  Be- 
deutung für  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze.  Da  näm- 
lich irgend  zwei  konjugirte  Strahlen  ®  und  9  des  Strahlsystems 
(x)  nach  dem  Obigen  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zu 
den  Punkten  P  des  einen  die  konjugirten  Punkte  Q  auf  dem  an- 
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dern  liegen  und  P,  Q  immer  konjugirte  Punkte  rucksichtlich  bei- 
der gegebenen  Netze  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  das  Strahlsystem 
[x)  hyperbolisch  ist,  jede  seiner  Asymptoten  s^  t  die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass  ihr  rücksichtlich  beider  Netze  dasselbe  Punkt- 
system zugehört  oder  mit  andern  Worten,  dass  sie  eine  gemein- 
schaftliche Sekante  für  die  Kernkegelschnitte  beider  Netze  ist; 
denn  eine  solche  Asymptote  enthält  zwei  zusammenfallende  kon- 
jugirte Strahlen  @,  9  und  die  Punkte  P  der  einen  haben  ihre 
konjugirten  Q  rücksicbtlich  beider  Netze  auf  der  andern;  also 
P,  Q  bilden  auf  dieser  Asymptote  ein  Punktsystem,  welches  beiden 
Netzen  zugehört.  Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  zwei  Strahl- 
systeme [x)  und  {y)  hyperbolisch  seien  und  das  erste  die  Asymp- 
toten s,  t,  das  zweite  die  Asymptoten  s^,  t^  habe,  dann  wird  der 
Schnittpunkt  S  zweier  Asymptoten ,  z.  B.  ^  und  s^,  seinen  konju- 
girten rücksichtlich  beider  Netze  sowohl  in  s  haben,  als  auch  in 
s^;  folglich  muss  dieser  S  selbst  sein;  es  fallen  also  in  S  zwei 
konjugirte  Punkte  P,  Q  zusammen,  und  es  muss  daher  auch  zS 
eine  Asymptote  des  Strahlsystems  (z)  sein,  was  mit  der  vorhin 
gemachten  Bemerkimg  übereinstimmt,  dass  die  drei  Punktsysteme 
{x)  (y)  (z)  entweder  sämmtlich  hyperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Schneiden 
sich  t  und  i^  in  dem  Punkte  S^,  so  ist  zS^  die  zweite  Asymptote 
des  Strahlsystems  (z);  da  aber  ein  Strahlsystem  nur  zwei  Asymp- 
toten haben  kann,  so  müssen  in  diesen  auch  die  Schnittpunkte: 

(s,  i^)  =  S2  und  (äj,  t)  =^  S^ 
liegen,  oder:  die  sechs  Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  (x)  {y)  {z) 
schneiden  sich,  wenn  sie  reell  sind,  zu  je  dreien  in  vier  Punkten 
88^828^,  deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  er  mit  sei- 
nem konjugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfällt.  Diese 
vier  Punkte  sind  offenbar  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der 
Punktsysteme  auf  denjenigen  sechs  Geraden,  welche  von  den 
Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  {x)  [y)  [z)  gebildet  werden 
und  deren  zugehörige  Punktsysteme  rücksichtlich  beider  Netze 
identisch  sind.  Die  Punkte  88^828^  sind  daher  gemeinschaftlich 
den  Kernkegelschnitten  beider  Netze  oder  deren  Schnittpunkte 
und  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks  88^828^  ist 
das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz.  Dies  stimmt  mit  der  oben 
gemachten  Bemerkung  überein,  dass  sie  nur  reell  sein  können, 
wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  weil  nur  in  diesem  Fall  drei 
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hyperbolische  Strahlsysteme  {x)  {y)  [z)  eintreten  können;  aber 
nicht  für  jede  zwei  hyperbolischen  Netze  (reelle  Kegelschnitte] 
müssen  die  Strahlsysteme  {x)  [y)  iz)  alle  drei  hyperbolisch  sein; 
die  Untersuchung  dieses  reellen  Falles  ist  in  §  53  durchgeführt 
worden.  Hier  zeigt  sich  indessen  der  bemerkenswerthe  Umstand, 
dass  auch  zwei  elliptische  Netze  (im^inäre  Kegelschnitte)  allemal 
ein  reelles  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten,  d.  h.  zwei  solche 
sich  in  x  schneidende  Gerade  (die  Asymptoten  $,  i  des  Strahl- 
systems  [x])  besitzen,  deren  zugehörige  Punktsysteme  für  die 
Netze  identisch  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme  müssen  immer 
elliptisch  sein,  sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch 
sind,  sie  können  aber  auch  beide  elliptisch  sein,  sobald  beide 
Netze  hyperbolisch  sind;  im  letzteren  Fall  kann  indessen  auch 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  oder  beide  hyperbo- 
lisch sein,  d.  h.  die  Kernkegelschnitte  können  keinen,  zwei  oder 
vier  Punkte  gemein  haben  (§  53).  Gehen  wir  von  einem  stets 
reellen  Tripelpunkte  x,  dessen  Strahlsystem  [x)  hyperbolisch  ist 
und  die  Asymptoten  s^  i  hat,  aus,  so  können  wir  aus  der  An- 
nahme, dass  von  den  Punktsystemen  auf  s  und  t  1)  beide  ellip- 
tisch, 2)  eines  elliptisch»  und  das  andere  hyperbolisch,  3)  beide 
hyperbolisch  sind,  auf  die  Realität  der  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte ^,  z  auf  X  schliessen;  nehmen  wir  nämlich  von  dem  bei- 
den Netzen  gleichzeitig  zugehörigen  Punktsystem  auf  s  irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  und  auf  der  andern  Asymptote  / 
irgend  ein  Paar  P^  Q^  (Fig.  97) ,  so  können  wir  die  Verbindungslinie 

(Fig.  97.) 


i 


PP^  als  ®  auffassen,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  Ä  durch 
ix^QQi  gehen  muss  und  zum  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Q  m^Q\ 
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den  Punkt  £  Laben  wird,  in  welclieoi  PP^  =  ®  der  Polare  X 
begegnet,  wie  aus  dem  Obigen  erhellt;  X  trifft  also  PP^  in  dem 
Pol  der  Geraden  «iß  ißi  ruckslchtlicb  des  Kegelschnitts  St,  oder 
PP^  und  Q  Q^  treffen  X  in  zwei  konjugirten  Punkten  desjenigen 
Punktsystems,  welches  der  Geraden  X  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt S  zugehört;  dies  iM  nuu,  wie  wir  wissen,  für  alle  mög- 
lichen Kegelschnitte  $  immer  ein  und  dasselbe;  seine  Asympto- 
tenpunkte sind  die  beiden  übrigen  Tripelpunkte  y  und  z;  ein 
zweites  Paar  konjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  erhalten  wir 
in  ganz  gleicher  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte  von  PQ^ 
und  Q P^  mit  X  bestimmen,  und  hieraus  folgt  denn  auch  ein 
drittes  Paar  nach  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  (§  18),  nämlich  die  Schnittpunkte  von  PQ  und  PiQi 
mit  X.  Die  drei  Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks  JPjPJPiöi 
treffen  demnach  die  Gerade  X  in  drei  Paaren  konjugirter  Punkte 
desjenigen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte  y^  z  sind,  und 
dies  ist  immer  dasselbe,  wie  übrigens  die  Paare  P,  Q  und  P^,  Q^ 
auf  den  Asymptoten  s  und  i  gewählt  werden.  Um  nun  zu  ent- 
scheiden, ob  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  oder  Elliptisch 
wird,  haben  wir  nur  das  bekannte  Kriterium  (§18)  anzuwenden, 
wonach  das  von  den  Seitenpaaren  eines  vollständigen  Vierecks 
auf  einer  Transversale  X  bestimmte  Punktsystem  hyperbolisch  ist, 
sobald  eine  gerade  Anzahl,  elliptisch,  sobald  eine  ungerade  An- 
zahl von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt,  oder  um- 
gekehrt, je  nachdem  die  vier  Ecken  so  liegen,  dass  jede  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet 
oder  eine  innerhalb  des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  ge- 
legen ist.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  den  Geraden  s  und  t 
werden  nun  durch  je  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  bestimmt, 
von  denen  das  eine  auf  5:  JP,  Q  auf  /:  P^,  Q^,  das  andere  aber 
der  gemeinschaftliche  Punkt  x  und  der  jeweilige  Schnittpunkt 
mvt  X\  beim  elliptischen  Punktsystem  muss  von  zwei  Paaren  kon- 
jugirter Punkte  das  eine  durch  das  andere  getrennt  werden,  beim 
hyperbolischen  schliesst  das  eine  Paar  das  andere  ein  oder  aus, 
je  nachdem  beide  Paare  denselben  oder  verschiedene  Asymptoten- 
punkte zwischen  sich  enthalten.  Der  Punkt  x  ist  ein  Diagonal- 
punkt des  vollständigen  Vierecks  PQP^Q^,  nämlich  der  Schnitt- 
punkt des  Seitenpaars  PQ  und  PiQx',  sollen  also  die  genannten 
Punktsysteme  beide  elliptisch  sein,  so  lehrt  die  unmittelbare  An- 
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schauung,  dass  von  den  vier  Punkten  PQP^Q^  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  auf  beiden  Seiten  von  X  liegen  muss,  je  nach 
der  Lage  derselben;  es  können  nämlich  hinsicMlich  der  Lage  der 
vier  Punkte  Pö^i öl  zu  x  drei  Fälle  eintreten:  entweder  a)  liegt 
X  innerhalb  beider  Strecken  PQxxwiiL  P^Qy,  oder  b)  zwischen  der 
einen  und  ausserhalb  der  andern  oder  f)  ausserhalb  beider  (Fig.  98). 

(Fig.  98.) 


In  dem  Falle  a)  wird,  damit  beide  Punktsysteme  auf  s  und  t 
elliptisch  seien,  X  ausserhalb  PQ  und  ausserhalb  P^Q^  die  Ge- 
raden s  und  t  treffen  müssen,  also  nothwendig  alle  vier  Punkte 
PQP^Q^  auf  der  einen  und  keinen. auf  der  andern  Seite  von  sich 
haben;  in  dem  Falle  b)  wenn  x  zwischen  PQ  und  ausserhalb 
^iQ\  angenommen  wird,  muss,  damit  beide  Punktsysteme  ellip- 
lisch  seien,  X  die  Strecke  PQ  ausserhalb  und  JP^Öi  innerhalb 
treffen,  also  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten 
von  sich  haben ;  dann  ist  aber  das  Punktsystem  auf  X  wiederum 
hyperbolisch",  weil  PQP^Q^  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet;  in  dem 
Falle  c)  endlich ,  wo  x  ausserhalb  beider  Strecken  PQ  und  PyQi 
liegt,  also  die  vier  Punkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb 
des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  ßndet,  muss,  damit 
beide  Punktsysteme  elliptisch  seien,  X  sowohl  Pß»  als  auch  P|ß| 
zwischen  diesen  Punkten  treffen,  also  zwei  Punkte  auf  der  einen 
und  zwei  auf  der  andern  Seite  von  sich  haben;  das  Punktsys^m 
auf  X  ist  daher  wiederum  hyperbolisch  und  wir  erkennen  daraus, 
dass  es  allemal  hyperbolisch  wird ,  sobald  die  Punktsysteme  auf 
s  und  i  beide  elliptisch  sind.  Die  Punkte  y  und  z  sind  also  in 
diesem  Fall  reell.  In  ganz  ähnlicher  Weise  können  wir  leicht 
einsehen,  dass,  wenn  die  Punktsysteme  auf  s  und  i  beide  hyper- 
bolisch sind,  ebenfalls  für  alle  drei  Lagen  a),  b),  c)  das  Punkt- 
system auf  X  hyperbolisch  wird,  also  y  und  z  ebenfalls  reell 
sind,  was  auch  von  vorn  herein  klar  ist,    weil  dann  alle  vier 
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Punkte  88^828^  reell  sind  und  xyz  zum  Diagonaldreieck  haben. 
Wenn  dagegen  drittens  von  den  Punktsystemen  auf  s  und  t  eines 
hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  so  wird  für  alle  drei  La- 
gen a),  b),  c)  das  Punktsystem  auf  X  elliptisch,  also  y  und  z 
imaginär,  wie  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  während  von 
den  vier  Punkten  8  8^  Sj  ^3  nur  zwei  reell ,  die  beiden  andern 
imaginär  sind.  Die  eben  ausgeführte  Betrachtung  kommt  auch 
mit  der  in  §  41  bei  einer  anderen  Veranlassung  angestellten 
überein.  Die  erlangten  Resultate  lassen  sich  nunmehr  in  folgen- 
der Weise  zusammenfassen: 

Unter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten  ^,  welche 
den  Geraden  ®  in  der  Ebene  rücksichtlich  beider  ge- 
gebenen Netze  entsprechen,  giebt  es  Ellipsen,  Para- 
beln und  Hyperbeln.  Denken  wir  uns  denjenigen  Ke- 
gelschnitt 9R  konstruirt,  welcher  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  ®„  entspricht  und  durch  das  gemein- 
schaftliche Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  mm^  bei- 
der Netze  bestimmt  wird,  so  entsprechen  sämmtlichen. 
Tangenten  dieses  Kegelschnitts  971  Parabeln,  solchen 
Geraden®,  welche  9Jl  in  zwei  reellen  Punkten  schnei- 
den,  Hyperbeln  und  solchen  Geraden  ®,  welche  äR 
nicht  schneiden,  Ellipsen.  Unter  den  Hyperbeln  giebt 
es  unendlich-viele  gleichseitige;  sie  entsprechen  allen 
solchen  Geraden  ®,  welche  durch  einen  bestimmten 
Punkt  Pq  gehen;  dies  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Durchbohrungs-Sehnen  des  Kegelschnitts  3Jl 
durch  die  Axenpaare  der  gegebenen  beiden  Netze;  sein 
konjugirterPunkti^Q,  durch  welchen  alle  gleichseitigen 
Hyperbeln  ausserdem  gehen,  ist  der  Höhenpunkt  des 
Dreiecks  a^^z.  Unter  den  Ellipsen  giebt  es  einen  einzigen 
Kreis;  er  entspricht  derjenigen  Geraden  ®o,  welche 
die  Polare  des  Punktes  Pq  in  ßezug  auf  den  Kegel- 
schnitt 971  ist.  Geht  die  veränderliche  Gerade  ®  ins,- 
besondere  durch  einen  der  Punkte  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels,  z.  ß.  durch  x,  so  zerfällt  der  entspre- 
chende Kegelschnitt  $  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  jedesmal  diePolare^  dieses  Tripelpunktes  und 
dessen  anderer  Theil  eine  bestimmte  Gerade  9  ist, 
welche  ebenfalls  durch  x  geht.    Diejenigen  Punkte  Q, 
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welche  den  Punkten  P  einer  solchen  durch  x  gehen- 
den Geraden  ®konjugirt  sind,  liegen  auf  der  Geraden 
9  und  umgekehrt.  Drehen  wir  die  Gerade  @  um  den 
festen  Punkt  x,  so  dreht  sich  auch  9  um  denselben 
und  ®,  g  sind  konjugirte  Strahlen  eines  bestimmten 
Strahlsystems  {x).  Zwei  konjugirte  Strahlen  eines 
solchen  Strahlsystems  erhalten  wir  immer,  indem  wir 
X  mit  irgend  einem  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  in 
der  Ebene  verbinden;  insbesondere  sind  auch  die  bei- 
den durch  X  gehenden  Tripelstrahlen  ein  Paar  konju- 
girter Strahlen  des  Systems  (ar).  Wir  erhalten  auf  diese 
Weise,  wenn  die  Tripelpunkte  0:^2;  alle  drei  reell  sind, 
drei  bestimmte  Strahlsysteme  [x)  (y)  (z),  welche  ent- 
weder alle  drei  hyperbolisch  oder  von  denen  unreines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 
Wenn  von  den  Tripelpunkten  nur  einer  x  reell  ist,  so 
ist  das  Strahlsystem  (o;)  allemal  hyperbolisch.  Diebei- 
den Asymptoten  s,  t  eines  solchen  Strahlsystems  sind 
allemal  solche  Gerade  in  der  Ebene,  fär  welche  die 
beiden  den  Netzen  zugehörigen  Punktsysteme  iden- 
tisch werden;  es  giebt  also  nur  zwei  oder  sechs  sol- 
cher Geraden.  In  dem  letzteren  Fall  schneiden  sich 
die  sechs  Asymptoten  st,  s^t^,  s^t^»  der  drei  hyperbo- 
lischen Strahlsysteme  [x)  [y]  [z)  zu  je  dreien  in  vier 
Punkten  88^828^,  die  mithin  ein  vollständiges  Vier- 
eck bilden,  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Die 
Punkte  88^828^  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  von  ihnen  mit  sei- 
nem konjugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusam- 
menfällt; sie  sind  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der- 
jenigen Punktsysteme,  welche  den  Asymptoten  «/. .. 
rücksichtlich  des  einen  (oder  anderen)  Netzes  zuge- 
hören (da  sie  für  beide  identisch  sind).  Von  diesen 
vier  ausgezeichneten  Punkten  88^828^  sind  entweder 
alle  vier  reell  oder  nur  zwei  oder  keiner.  Gehen  wir 
von  einem  allemal  reellen  Tripelpunkte  a;  aus,  dessen 
Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist  und  die  Asympto- 
ten 5,  t  hat,  so  können  die  beiden  Punktsysteme  auf  5 
und  t  entweder  beide  elliptisch   sein,   dann  sind  alle 
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?ier  Punkte  SS^S^S^  imaginär,  aber  die  beiden  übri- 
gen Tripelpunkte  yund  z  reell,  oder  von  jenen  beiden 
Punktsystemen  auf  5  und  /  ist  eines  hyperbolisch  und 
(las  andere  elliptisch,  dann  sind  zwei  Punkte  SS^  reell, 
die  beiden  andern  iSj'^d  imaginär  und  die  beiden  übri- 
gen Tripelpunkte  y  und  z  auch  imaginär,  oder  drit- 
tens beide  Punktsysteme  auf  s  und  t  sind  hyperbolisch, 
dann  sind  alle  vier  Punkte  SS^S^^S^  reell  und  auch 
die  übrigen  Tripelpunkte  y,  z.  Wenn  die  beiden  Netze 
hyperbolisch  sind,  so  sind  die  Punkte  881828^  die 
Durchschnittspunkte  ihrer  Kernkegelschnitte,  xy  z  ihr 
gemeinschaftliches  Tripel  und  die  Asymptoten  st,  s^t^, 
^2^2  ^^^  drei  Strahlsysteme  {x)  [y)  [z)  die  sechs  gemein- 
schaftlichen Sekanten  beider  Kegelschnitte;  aber  auch 
wenn  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind,  ist  das 
gemeinschaftliche  Tripel  xyz  immer  reell  und  von 
den  drei  Strahlsystemen  {x)  [y)  {z)  eines  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch,  also  ein  Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten  st  immer  reell,  d.  h.  in  diesem 
Falle  zw  ei  solche  Gerade,  für  deren  jede  die  den  Netzen 
zugehörigen  beiden  Punktsysteme  identisch  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  aus  der  vorigen  Betrachtung 
auch  das  umgekehrte  Resultat  sich  ergiebt:  Wenn  von  dem  bei- 
den Netzen  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x  und  X  reell  {y  und  z 
imaginär)  sind,  ein  Fall,  der  nur  bei  zwei  hyperbolischen  Netzen 
eintreten  kann  und  zur  Folge  hat,  dass  immer  das  Strahlsystem 
[x]  hyperbolisch  ist,  also  die  reellen  Asymptoten  s  und  t  hat,  so 
muss  von  den  beiden  Punktsystemen  auf  s  und  t,  welche  den 
Netzen  gemeinschaftlich  zugehören,  das  eine  hyperbolisch,  das 
andere  elliptisch  sein,  denn  wäre  dies  nicht,  so  müssten  y  und  z 
reell  sein.  Also  die  beiden  Kernkegelschnitte  der  Netze  müssen, 
damit  y  und  z  imaginär  seien,  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
Schnittpunkte  haben. 

Vermöge  der  dem  Netze  innewohnenden  Polarität  lässt  sich 
eine  der  vorigen  gleichlaufende  Betrachtung  anstellen,  indem  man 
die  Paare  konjugirter  Geraden  @,  §  in  Bezug  auf  beide  Netze 
auffasst  und  die  Kegelschnitte  (£  untersucht,  welche  allen  Punk- 
ten P  in  der  Elbene  entsprechen  und  sämmtlich  dem  Dreiseit 
XTZ   einbesclu*ieben    sind.     Diese  Betrachtung   ist   der    obigen 
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nach  dem  bekannten  Uebertragungsprinzip  so  gleichförmig  nachzu- 
bilden, dass  es  genügt,  die  Resultate  liervorzuheben  und  nur  die 
abweichenden  Punkte  etwas  näher  zu  beleuchten.  Die  Pole  einer 
beliebigen  Geraden  ®  in  Bezug  auF  die  beiden  gegebenen  Netze 
bestimmen  die  konjugirte  Gerade  ^,  und  wenn  ®  sich  um  einen 
festen  Punkt  P  dreht,  so  umhüllt  Q  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt ß.  Insbesondere  ist  der  unendlich-ehtfernten  Geraden  @^ 
diejenige  Gerade  äßo  konjugirl,  welche  die  Mittelpunkte  beider 
Netze  verbindet,  und  allen  Punkten  P  dieser  Geraden  TIq  ent- 
sprechen  daher  Kegelschnitte  S,  welche  Parabeln  sind.  Einem 
solchen  Punkte  P,  welcher  auf  einem  Strahle  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels  liegt,  z.  B.  auf  X,  entspricht  jedesmal  ein  Kegel- 
schnitt 6^,  welcher  sich  in  ein  Punktenpaar  auflöst,  dessen  einer 
Theil  immer  derselbe  Punkt  x,  der  Pol  der  Geraden  X,  und 
dessen  anderer  Theil  ein  gewisser  Punkt  p  ist,  welcher  auf  X 
liegt.  Verändern  wir  den  Punkt  P  auf  der  Geraden  X,  so  ver- 
ändert sich  auch  p  auf  derselben  und  es  erzeugt  das  Punkten- 
paar P,  p  ein  bestimmtes  Punktsystem  {X).  Irgend  zwei  konju- 
girte Gerade  ®,  §  treffen  einen  Tripelstrahl  X  immer  in  einem 
solchen  Paar  konjugirter  Punkte  P,  p  des  Punktsystems  {X)  und 
die  Gerade  äß^  trifft  daher  die  X  in  dem  Mittelpunkt  m  dessel- 
ben. Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  drei  Strahlen  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  XYZ  sämmtlich  reell  sind,  von  den  drei 
Punktsystemen  (X)  (Y)  [Z)  nothwendig  entweder  alle  drei  hyper- 
bolisch oder  eins  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch 
se|n  müssen;  denn  auf  jedem  Tripelstrahl,  z.  B.  X,  sind  immer 
die  beiden  Eckpunkte  y^  z  des  gemeinschaftlichen  Tripels  ein  Paar 
konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (P,  p)  und  die  Gerade  äJtg 
kann  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  immer  nur  in  drei  solchen 
Punkten  mmintj  treffen,  welche  entweder  alle  drei  auf  den  Ver- 
längerungen der  Dreiecksseiten,  oder  von  denen  nur  einer  auf 
der  Verlängerung  und  die  beiden  andern  auf  den  Dreiecksseilen 
selbst  liegen;  da  nun  mniintj  die  Mittelpunkte  der  drei  Punkt- 
systeme [X)  (F)  (Z)  und  y,  z;  2,  ar;  o:,  y  je  ein  Paar  konjugir- 
ter Punkte  derselben  sind,  so  müssen  von  den  drei  Punktsyste- 
men entweder  alle  oder  nur  eins  hyperbolisch  sein.  In  dem 
Falle,  dass  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der 
Schnittpunkt  der  beiden  andern,  x  der  Pol  von  X,  reell  ist,  lässl 
sich  leicht  zeigen,  dass  das  Strahlsystem  {X)  hyperbolisch  sein 
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muss.     Denken  wir  uns  nämlich   einen   beliebigen  Punkt  P  und 
den   entsprechenden  Kegelschnitt  S  hergestellt,   so  wird  in  dem 
Falle,  dass  Z,  Z  imaginär  sind,  ihr  Schnittpunkt  o:  innerhalb  des 
Kegelschnitts  €  liegen  müssen,  weil  das  Tangentenpaar  aus  x  an 
den  Kegelschnitt  6  imaginär  ist.   Ziehen  wir  nun  durch  P  irgend 
eine  Gerade  @  und   konstruiren  die  konjugirte  Gerade  Q,  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  ^,  so  bestimmen  ®,  J£)  ein  Paar  konju- 
girter  Punkte  des  Punktsystems  {X),     Bezeichnen   wir  dieselben 
für  den  Augenblick:  (®,  X)  =  s  und  (§,  X)  =  <r,  so  wird  durch 
s  eine  zweite  Tangente  §'  an  6  gehen,  deren  konjugirte  Gerade 
@'  =  Ptf  sein   muss.     Wir  haben  also  zwei  Paare  konjugirter 
Geraden  @,  §  und   ©',  §',   finden  aus  ihnen   ein   drittes  Paar 
(®®',  §§')  und  (©$',  §®'),  und  da  von  diesen  beiden  Gera- 
den die  erstere  durch  P  =  (@,  ®')  geht,    so  muss  die  letztere 
(®§',  §©0  flen  Kegelschnitt  ß  berühren.   In  der  That  ist  (®§') 
nichts   anderes  als  s  und  (jjp,  ®')  nichts  anderes  als  <r,  folglich 
(©§',  §®')==5<r  =  -r   und  die  konjugirte  Gerade  muss  da- 
her durch  X  gehen   oder   (§,  §')  auf  der  Verbindungslinie  Px 
liegen.     Diese  Gerade  Px  bleibt  nun  fest,  während  wir  die  Ge- 
rade ®,  also  auch  §,  ®'  und  §'  verändern;  wenn  wir  aus  den 
Punkten  der  Geraden  Px  die  Tangentenpaare  §§'  an  deii  Ke-    * 
gelschnitt  ß  legen,    so  treffen   dieselben  die  feste  Tangente  X 
dieses  Kegelschnitts  in  Punktenpaaren  s,  a  des  vorhin  gefundenen 
Punktsystems  {X)  (§  31).    Wir  wissen  nun  im  Allgemeinen,  dass 
dieses  von  der  Geraden  Px  abhängende  Punktsystem  ein  ellipti- 
sches ist,  wenn  die  Gerade  Px  den  Kegelschnitt  6  nicht  schnei- 
det, ein  hyperbolisches,  wenn  sie  denselben  in  zwei  reellen  Punk- 
ten trifft,  weil  im  letzteren  Falle  zwei  Mal  je  ein  Tangentenpaar 
zusammenfällt.   Da  nun  nach  dem  Früheren  der  Punkt  x  in  un- 
serem  Falle  innerhalb  des  Kegelschnitts  6  liegt,   so  muss  Px 
denselben  in   zwei   reellen  Punkten  schneiden,   also   das  Punkt- 
system {X)  hyperbolisch  sein  w.  z.  b.  w. 

Wenn  wir  sämmtliche  Punkte  P  in  der  Ebene  auffassen  und 
schnell  entscheiden  wollen ,  ob  der  entsprechende  Kegelschnitt  € 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird ,  so  brauchen  wir  jetzt  nur  diejenigen 
Punkte  P  in  der  Ebene  zu  verfolgen,  für  welche  der  entspre- 
chende Kegelschnitt  @  in  einen  jener  beiden  Grenzübergänge 
zwischen  Ellipse  und  Hyperbel:  eine  Parabel  oder  ein  Punkten- 
paar  ausartet;    diese  Orte  kennen  wir    aber   aus  dem   Vorigen, 
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nämlich  die  Gerade  WIq,  deren  Punkten  P  lauter  Parabeln  als 
Kegelschnitte  6  entsprechen,  und  die  drei  Tripelstrahlen  XTZ 
(wenn  sie  sämmtlich  reell  sind) ,  deren  Punkten  P  Kegelschnitte 
6  entsprechen,  welche  in  Punktenpaare  ausarten.  Die  vier  Ge- 
raden  Z  rZüJlo  theilen  das  ganze  unendliche  Gebiet  der  Ebene 
in  elf  Regionen,  welche  durch  jene  von  einander  getrennt  wer- 
den, und  den  Punkten!*  innerhalb  derselben  Region  entsprechen 
immer  Kegelschnitte  derselben  Art;  wir  haben  nun  zu  unter- 
suchen, welchen  Regionen  Hyperbeln  und  welchen  Ellipsen  ent- 
sprechen. Hierüber  erhalten  wir  unter  der  Annahme,  dass  alle 
drei  Tripelstrahlen  XYZ  reell  sind,  Auskunft,  indem  wir  die 
Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z)  ins  Auge  fassen,  welche  bestimmt  sind 
durch  je  ein  Paar  konjugirter  Punkte:  y,  z;  z,  x\  x^  y  und  die 
Mittelpunkte:  mminij,  nämlich  die  Schnittpunkte  von  3Rq  mit 
X  Y Z  (Fig.  99).     Denken  wir  uns  um  einen  beliebigen  Punkt  P 

(Fig.  99.) 


eine  Gerade  @  gedreht,  welche  XYZ  \x\  den  Punkten  ahc 
treffe,  und  seien  aßy  die  konjugirten  Punkte  in  den  drei  Syste- 
men {X)  [Y)  (Z),  so  liegen  ctßy  auf  der  Geraden  $,  welche 
den  Kegelschnitt  S  umhüllt.  Wir  können  denselben  auch  als  das 
Erzeugniss  zweier  projektivischer  Punktreihen ,  z.  B.  auf  den  Trä- 
gern Y  und  Z  auffassen,  indem  wir  die  Punkte  ß  und  y  verfoK 
gen;  um  dann  den  Berührungspunkt  des  Kegelschnitts  €  mit  der 
Geraden  Y  zu  erhalten,  ziehen  wir  Py ,  welches  F  in  r  treffe, 
und  nehmen  den  zu  r  konjugirten  Punkt  t  des  Punktsystems  (F), 
welches  der  gesuchte  Berührungspunkt  sein  wird.  Um  denjenigen 
Punkt  ß  zu  finden,  welcher  dem  unendlich-entfernten  auf  Z  ent- 
spricht, ziehen  wir  Pm2,  welches  in  h  die  Gerade  Y  treffe,  und 
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bestimmen  den    konjugirten  ß  zu  b  des  Punktsystems  (7).     Jetzt 
können  wir  das  in   §  26   angegebene  Kriterium  in  Anwendung 
bringen:  Liegt  nämlich  t  zwischen  a:j5,  so  ist  der  Kegelschnitt  6 
Ellipse,  liegt  t  ausserhalb  a;|3,  so  ist  er  Hyperbel.   Durchmustern 
wir  mit  Hülfe  dieses  Kriteriums  die  ganze  Ebene,  indem  wir  den 
Punkt  P  dieselbe   durchwandern  lassen,   so  erkennen  wir  leicht, 
dass    i^on    den   elf  Regionen,  in  welche  sie  durch  die  Geraden 
XYZWIq  zertheilt   wird,  fünf  den  hyperbolischen   (ä)   und  die 
übrigen   sechs  den  elliptischen  Charakter  (e)  haben,  indem  der 
dem  Punkte  P  entsprechende  Kegelschnitt    €  allemal   Hyperbel 
wird,  sobald  P  in   einem   der  Räume  {k)  liegt,  dagegen  Ellipse, 
sobald  P  in  einem  der  Räume  {e)  liegt;  die  Räume  (ä)  sind  aber 
diejenigen,   in  welche  die  drei  Diagonalen  des  von  den  Geraden 
xrzSKo    gebildeten   vollständigen    Vierseits    ganz    hineinfallen, 
während  die  Räume  {e)  von  den  Diagonalen  nicht  getroffen  wer- 
den;   um  jeden  Eckpunkt  des   vollständigen  Vierseits  gruppiren 
sich  immer  zwei  Scheitelräume  elliptischen  und  die  beiden  Neben- 
-  Scbeitelräume  hyperbolischen  Charakters   (Fig.  99).     Wir  unter- 
lassen der  Kürze  wegen  die  Untersuchung  des  Falles,  in  welchem 
von   den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der  Schnittpunkt 
der  beiden   andern  x  reell   ist;   die  beiden  Geraden  X  und  3JIq 
theilen  dann  das  ganze  Gebiet  der  Ebene  nur  in  vier  unendliche 
Räume,  zwei  Paar  Scbeitelräume;   dasjenige  Paar  Scheitelräume, 
in  deren  einem  x  liegt,  enthält  alle  solche  Punkte  P,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  6  Hyperbeln  werden,   das  andere  Paar 
Scheitelräume  diejenigen  Punkte  P,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte ^  Ellipsen  sind.  Auch  möge  dem  Leser  die  Aufsuchung 
derjenigen  besonderen  Punkte  P  überlassen  bleiben,  deren  ent- 
sprechende  Kegelschnitte  ß  Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln 
werden. 

Die  drei  Punktsysteme  {X)  {¥)  (Z),  von  denen  entweder 
eines  oder  alle  drei  hyperbolisch  sein  müssen,  haben  zu  Asymp- 
totenpunkten: ^,  t;  ^x»  tj;  ^2'  ^2'  Punkte  von  besonderer  Eigcn- 
thümlichkeit  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze;  das 
Strahlsystem,  welches  einem  dieser  sechs  Punkte  in  Bezug  auf 
die  beiden  Netze  zugehört,  ist  nämlich  ein  und  dasselbe;  wenn 
es  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  beiden  Asymptoten  sowohl  Tan- 
genten des  einen  als  auch  des  andern  Kernkegelschnitts,  d.  h. 
gemeinschaftliche  Tangenten.   Von  den  sechs  Punkten  ^tj^^ti  §2^2 
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sind  entweder  zwei  oder  alle  sechs  reell;  im  letzteren  Fall  lie- 
gen sie  zu  je  dreien   auF  vier  geraden  Linien,  welche   die  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kernkegelschnitte  beider  Netze 
sind;  das  von  denselben  gebildete  vollständige  Vierseit  hat  XYZ 
zu  seinen  drei  Diagonalen.     Wenn  dagegen  nur  zwei  Punkte  d 
und  t  reell  sind  auf  X^  so  müssen  die  ihnen  zugehörigen  Stralil- 
systeme,   welche  rücksichtlich  beider  Netze  dieselben  sind,  ent- 
weder beide  elliptisch  sein  und  dann  sind  auch   Y  und  Z  reell, 
oder  eines  elliptisch   und   das  andere  hyperbolisch,  dann  sind  Y 
und  Z  imaginär.     Im  ersteren  Fall  sind  entweder  beide  oder  ein 
Netz  elliptisch,   oder  Falls  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben 
ihre  Kernkegelschnitte  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente; 
im   letzteren  Fall,    der  nur  eintreten   kann,    wenn   beide   Netze 
hyperbolisch  sind,  haben  die  Kernkegelschnitte  zwei  reelle  und 
zwei   imaginäre   gemeinschaftliche    Tangenten,   jedes   Paar    aber 
einen  reellen  Schnittpunkt  d  und  t  auf  dem  Tripelstrahl  X,   So- 
bald also  umgekehrt  von  dem   gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  reell,  diese 
selbst  aber  imaginär  sind,  müssen  beide  Netze  hyperbolisch  sein  und 
ihre  Kernkegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangen- 
ten haben.   Halten  wir  dies  mit  dem  analogen  früher  gefundenen 
Resultat  zusammen,   so  folgt  aus  der  Identität  und  zusammenge- 
hörigen Realität  des  Tripeldreiecks  xyz  mit  dem  Tripeldreiseit 
XYZ,  dass,  wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  sie  auch  nothwendig  zwei  reelle 
gemeinschaftliche    Tangenten    und    nur   zwei    solche 
haben  müssen  und  umgekehrt. 

^  Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete  doppelte  Ueziehungs- 
system,  welches  durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze 
hergestellt  wird  —  indem  einerseits  jedem  Punkte  P  in  der 
Ebene  ein  bestimmter  Punkt  Q  konjugirt  ist  und  den  Punkten  P 
einer  Geraden  ®  Punkte  Q  eines  Kegelschnitts  £  entsprechen, 
welcher  durch  drei  unveränderliche  Punkte  o: ^  z  geht,  anderseits 
jeder  Geraden  ®  eine  bestimmte  Gerade  ^  konjugirt  ist  und 
sämmtlichen  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Geraden  ®  Gerade 
^  entsprechen,  die  einen  Kegelschnitt  €  umhüllen,  welcher 
demselben  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben  ist  —  erfordert 
zu  seiner  Bestimmung  nicht  die  vollständige  Kenntniss  der  beiden 
Netze,  sondern  nur  des  gemeinschaftlichen  Tripels  xyz  oder  XYZ 
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und  einerseits  irgend  eines  Paares  konjugirter  Punkte  P,  Q  oder 
anderseits  konjugirter  Strahlen  ®,  $  in  Bezug  auf  beide  Netze. 
In  der  That  nehmen  Mir  zuerst  das  Tripel  xyz  und  irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  P,  ß  als  gegeben  an,   so  ist  das  Be- 
ziehungssystem  der   ersten   Art   vollständig  bestimmt;    indem  wir 
nämlich  P  und  Q  mit  xyz  verbinden   und  diese  Punkte  unter 
sich,  erhalten  wir  durch  jeden    von    ihnen   zwei  Strahlenpaare, 
welche    ein   Strahlsystem    bestimmen,    z.    B.    in    x   werden    die 
Strahlen  xP  und  xQ,  xy  und  xz  als  zwei  Paare  konjugirter 
Strahlen   des  Strahlsystems  {x)  aufgefasst,  welches  dadurch  voll- 
ständig bestimmt  ist ;  haben  wir  auf  diese  Weise  die  drei  Strahl- 
systeme  (x)  (y)  (z)   hergestellt,   so  finden  wir  zu   jedem   andern 
Punkte  P  in  der  Ebene  den  konjugirten  Q,  indem  wir  xP  und  yP 
ziehen  und  in  den  Strahlsystemen  {x)  und   {y)   die  beiden  konju- 
girten Strahlen  zu  jenen  aufsuchen,  welche  sich  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  Q  treffen.     Hierdurch  ist  nun  auch  zu  jeder  Geraden 
@  der  entsprechende  Kegelschnitt  £  leicht  herzustellen.    Ander- 
seits ist  durch  das  Tripel  XYZ  und  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  ®,  JQ  das  Beziehungssystem  der  zweiten  Art  vollständig 
bestimmt;  die  Schnittpunktenpaare  von  X  einmal  mit  Y,  Z  und 
zweitens  mit  @,  §  bestimmen  das  Punktsystem  {X) ,  und  in  glei- 
cher Weise  erhalten   wir  die  Punktsysteme  (F)    und   (Z);   sind 
diese  ermittelt,   so  erhalten  wir  zu  jeder  andern  Geraden  ®  die 
konjugirte   §,    indem    wir    die  Schnittpunkte    der    ersteren   mit 
X,   Y  (oder   2)   aufsuchen   und    die    zu    denselben    konjugirten 
Punkte  in  den  Punktsystemen   [X)  [Y)    (oder  Z)   mit  einander 
verbinden,  welche  die  Gerade  §  bestimmen.    Zu  jedem  beliebi- 
gen Punkte  P  können  wir  dann  in  bekannter  Weise  den  entspre- 
chenden Kegelschnitt  6!  herstellen,  indem  wir  zu  allen  durch  P 
gehenden  Strahlen   ®    die  konjugirten    §   konstruiren.     Als  ein 
besonderes  Paar  konjugirter  Strahlen,  welches  neben  dem  Tripel 
XTZ  zur  Bestimmung  dieses  Beziehungssystems  dient,  empfiehlt 
sich  ®^  und  9Kq;   die  drei  Schnittpunkte  von  X,  F,  Z  mit  3Ko 
sind   dann  die  drei  Mittelpunkte  der  Punktsysteme  {X)  (Y)  (Z). 
Wir  mässen  noch  den  andern  möglichen  Fall  in  Betracht  ziehen, 
dass  von  dem  Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  und  die  gegenüberlie- 
gende  Seite  X  (Polare  von  x),  auf  dieser   aber  ein  elliptisches 
Punktsystem  gegeben  ist,  dessen  Asymptotenpunkte  y,  z  imaginär 
sind;    fügen  wir  dann  noch   ein  Paar  konjugirter  Punkte  P\  Q 
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hinzu,  so  ist  das  Beziehungssystem  der  ersten  Art  wiederum  voll- 
ständig bestimmt,  aber  die  vorhin  angegebene  Konstruktion  be- 
liebig vieler  anderer  Paare  konjugirter  Punkte  P,  Q  ist  nicht  mehr 
in  Anwendung  zu  bringen,  weil  die  Punkte  ^,  z  selbst  nicht  reell 
existiren.  Wir  werden  uns  in  diesem  Falle  zunächst  das  Strahl- 
system [x)  herzustellen  haben,  von  welchem  unmittelbar  nur  das 
einzige  Paar  konjugirter  Strahlen  xP  und  xQ  gegeben  ist;  die 
Asymptoten  s^  i  dieses  Strahlsystems  [x)  müssen  sowohl  harmo- 
nisch liegen  mit  xP  und  xQ,  als  auch  mit  xy  und  xz,  falls 
die  letzteren  beiden  reell  sind;  dies  lässt  sich  aber  auch  unab- 
hängig von  ihrer  Realität  so  aussprechen:  Die  Asymptoten  s  und  i 
sind  das  gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Strahlen  für  zwei 
concentrisch  liegende  Strahlsysteme  in  x,  deren  eines  hyperbo- 
lisch ist  und  xP^  xQ  zu  Asymptoten  hat,  während  das  andere 
die  Strahlen  xy  und  xz  im  Asymptoten  hat;  wenn  nun  y  und  z 
imaginär  sind,  so  wird  das  zweite  Strahlsystem  erhalten,  indem 
wir  durch  x  ein  Strahlsystem  perspektivisch  mit  dem  auf  X  ge- 
gebenen Punktsystem  legen,  welches  elliptisch  ist  und  die  imagi- 
nären. Punkte  y,  z  zu  Asymptotenpunkten  hat.  Die  beiden  con- 
centrischen  Strahlsysteme  in  x  sind  also  bekannt  und  sie  müssen 
ein  reelles  Paar  konjugirter  Strahlen  gemeinschaftlich  haben ,  weil 
eines  von  ihnen  elliptisch  ist  (§  16).  Dieses  Paar  s^  t  bildet  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  [x],  welches,  wie  wir  auch  von 
früher  wissen,  nothwendig  hyperbolisch  sein  muss.  Ist  das  Strahl- 
system [x]  also  ermittelt,  so  lässt  sich  jetzt  zu  jeder  durch  den 
gegebenen  Punkt  P  gehenden  Geraden  ®  der  entsprechende  Ke- 
gelschnitt ^  herstellen;  dieser  muss  nämlich  durch  x  und  Q 
gehen,  das  auf  X  gegebene  elliptische  Punktsystem  zu  seinem 
zugehörigen  haben  und  endlich  von  dem  Strahlsystem  (x)  in 
solchen  Punktenpaaren  durchbohrt  werden,  deren  Verbindungs- 
sehne  durch  den  Schnittpunkt  (®,  X)  läuft;  verbinden  wir  daher 
X  mit  diesem  Schnittpunkte  (®,  X)  und  suchen  den  konjugirten 
Strahl  in  dem  Strahlsystem  {x)  auf,  so  niuss  derselbe  den  Kegel- 
schnitt ^  in  X  berühren ;  wir  kennen  daher  jetzt  fünf  Punkte  des 
Kegelschnitts  ^,  wodurch  derselbe  vollständig  bestimmt  wird,  näm- 
lich den  Punkt  Q,  die  beiden  in  x  zusammenfallenden  Punkte,  d.  h. 
die  Tangente  in  x  und  das  zugehörige  Punktsystem  auf  X,  d.  b. 
die  beiden  imaginären  Punkte  y  und  z.  Die  Konstruktion  des 
durch  diese  Bestimmungsstücke  gegebenen   Kegelschnitts  ist  in 
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§  30,  Anmerkung',  ausgeführt.  Wir  sind  demnach  im  Stande, 
zu  jeder  durch  P  gezogenen  Geraden  ®  den  entsprechenden  Ke- 
gelschnitt $  herzustellen  und  ebenso  zu  jeder  durch  Q  gehenden 
Geraden  ©'  den  entsprechenden  Kegelschnitt  S'  zu  finden;  jeder 
beliebige  Punkt  in  der  Ebene  kann  nun  als  der  Schnittpunkt  zweier 
solcher  Geraden  ®,  ©'  angesehen  werden;  die  beiden  entsprechen- 
den Kegelschnitte  K  $'  haben  dann  zu  ihrem  vierten  gemein- 
schaftlichen Punkte  ausser  xyz  denjenigen,  welcher  dem  Schnitt- 
punkte (®,  ®')  konjugirt  ist.  Wie  der  vierte  gemeinschaftliche 
Punkt  der  beiden  Kegelschnitte  $^'  gefunden  wird,  ist  in  §39 
angegeben  worden.  Wir  sind  nunmehr  im  Stande,  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  den  konjugirten  Punkt  zu  konstruiren,  mithin 
auch  zu  jeder  beliebigen  Geraden  ®  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ^  und  haben  also  das  ganze  Beziehungssystem  der  ersten 
Art  auch  für  den  angenommenen  Fall  herzustellen  gelehrt.  In 
ganz  analoger  Weise  wird  das  ßeziehungssystem  der  zweiten  Art 
hergestellt,  wenn  zur  Bestimmung  desselben  neben  einem  belie- 
bigen Paar  konjugirter  Strahlen  ®,  §  von  dem  Tripel  allein  ein 
reeller  Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  mit 
dem  elliptischen  Strahlsystem  gegeben  ist,  dessen  imaginäre 
Asymptoten  F  und  Z  sind. 

Erwägen  wir  nun,  dass  durch  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
P,  Q  und  ein  Tripel  xyz  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt 
wird,  sondern,  dass  es  unendlich- viele  Netze  giebt,  weiche  diese 
Stucke  gemein  haben,  so  steht  es  uns  frei,  anstatt  der  l)eiden 
als  gegeben  angesehenen  Netze,  von  welchen  wir  ausgingen,  an- 
dere zu  setzen,  für  welche  P,  Q  konjugirte  Punkte  und  xyz  ein 
Tripel  ist;  durch  je  zwei  solche  Netze  wird  immer  dasselbe  Be- 
ziehungssystem der  ersten  Art  bestimmt  und  für  diese  Netze 
gelten  daher  genau  dieselben  Eigenschaften,  wie  für  die  beiden 
ursprünglich  angenommenen.  Wir  können  uns  sämmtliche  Netze 
der  Art  auf  die  Weise  hergestellt  denken,  dass  wir  um  Q  eine 
Gerade  S  drehen  und  zur  Bestimmung  des  Netzes  immer  das 
Tripel  konjugirter  Punkte  xyz  und  das  Paar  Pol  und  Polare : 
Pund  S  nehmen,  wodurch  das  Netz  jedesmal  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt  wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Netze  nennen  wir  ein 
^etz-Büschel;  die  Mächtigkeit  desselben  ist  gleich  gross  mit 
der  eines  Strahlbüschels,  denn  es  giebt  so  viel  Netze  im  Netz- 
büschel, als  Strahlen  S  durch  einen  Punkt  Q-    Irgend  ein  Paar 
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konjugirter  Punkte  P^  Q^  des  ßeziehuDgssystems,  welches  durch 
xyz  und  P,  Q  bestimmt  wird,  muss  nun  auch  ein  Paar  konju- 
girter Punkte  sein  für  irgend  zwei  andere  Netze  des  Buscheis, 
welche  wir  beliebig  herausnehmen  können,  oder  mit  andern 
Worten:  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug 
aufsämmtlicheNetze  einesNetz-Büschels  laufen  durch 
einen  festen  (konjugirten)  Punkt,  welcher  Satz  bereits  in 
§  57  auf  direktem  Wege  nachgewiesen  ist.  Da  wir  irgend  zwei 
Netze  des  Buscheis  zur  Hervorbringung  des  Beziehungssysteins 
wählen  können,  so  folgt  ferner:  Denken  wir  uns  von  zwei  be- 
liebigen Punkten  P^  und  P^  die  Polaren  in  Bezug  auf  irgend 
ein  Netz  des  Büschels  ermittelt,  so  gebt  die  erste  durch  den 
konjugirten  Punkt  Q^,  die  zweite  durch  O2  und  sie  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  Q^,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  das  ge- 
wählte Netz  die  Verbindungslinie  P^Pj  ^s^»  ^^^  konjugirte  Punkt 
P3  zu  P3  muss  also  auf  Pj  Pj  liegen.  Verändern  wir  das  aus 
dem  Büschel  gewählte  Netz,  so  verändert  sich  O3  und  beschreibt 
denjenigen  Ort,  welcher  alle  Punkte  enthält,  die  den  Punkten 
der  Geraden  P^P^z^  ®  konjugirt  sind,  d.  h.  den  Kegelschnitt 
$.  Hieraus  folgt:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem 
Kegelschnitt^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen  Tri- 
pel xyz  umschrieben  ist.  Dies  lässt  sich  auch  so  ausspre- 
chen: Die  Polaren  zweier  beliebigen  Punkte  P^  und  Pj 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Netze  eines  Büschels  be- 
schreiben allemal  zwei  projektivische  Strahlbüschel 
(Pi)  und  (O2)»  welche  zu  je  zwei  entsprechenden  Strah- 
len die  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz  haben. 
Nehmen  wir  für  @  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade 
@^,  so  enthält  der  entsprechende  Kegelschnitt  ^  die  Mittelpunkte 
aller  Netze  des  Büschels,  also:  Die  Mittelpunkte  sämmt- 
licher  Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem  be- 
stimmten^ Kegelschnitt  Wl^^\  welcher  dem  Tripel  xyz 
umschrieben  ist.  Dieser  Kegelschnitt  SOt  ^)  entscheidet  zu- 
gleich über  die  Natur  der  in  dem  Büschel  enthaltenen  Netze, 
d.  h.  ob  dieselben  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind.  Zuvörderst 
ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  die  vorhin  ermittelten  ausgezeichne- 
ten Punkte  S  S^  S2  S^,  in  deren  jeden  zwei  konjugirte  Punkte 
P,  Q  zusammenfallen,   entweder  alle  vier  reell  sind  oder,  wenn 
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auch  nur  zwei  von  ihnen  reell  sind,  offenbar  alle  Netze  des 
Büschels  hyperbolisch  sein  müssen  und  ihre  Kernkegelscbnitte 
nichts  anderes,  als  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
oder  zwei  reellen  Mittel-  (Grund-)  Punkten  bilden.  Sobald  daher 
von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  x  und  X  reell  sind ,  y 
und  z  imaginär,  sind  alle  Netze  des  Büschels  hyperbolisch  und 
die  Kernkegelschnitte  haben  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Grundpunkte.  Wenn  dagegen  das  Tripel  xyz 
völlig  reell  ist,  so  können  entweder  die  oben  bestimmten  Strahl- 
systeme [x)  [y]  [z)  alle  drei  hyperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
^bolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein;  im  ersteren  Fall 
enthält  das  Netz-Büschel  wiederum  lauter  hyperbolische  Netze, 
deren  Kernkegelschnitte  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit 
vier  reellen  Grundpunklen  SS^S.^S^  bilden;  im  letzleren  Fall 
v^ird  das  Büschel  tbeils  hyperbolische,  theils  elliptische  Netze 
enthalten;  die  Kernkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten;  dies 
ist  aber,  wie  wir  jetzt  sehen,  nur  ein  unvollständiges  Gebilde,  zu 
dessen  Ergänzung  noch  die  imaginären  Kegelschnitte  hinzu- 
treten müssen,  welche  den  elliptischen  Netzen  eines  solchen  Netz- 
büschels entsprechen.  Wir  sehen  die  Bichtigkeit  der  letzten  Be- 
hauptung leicht  ein,  wenn  wir  für  den  Fall  des  reellen  Tripels 
und  falls  von  den  Strahl  Systemen  [x]  [y]  (z)  eines  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch  sind,  genauer  untersuchen,  in 
welcher  Weise  die  konjugirten  Punkte  P,  Q  die  verschiedenen 
Gebiete  der  Ebene  bedecken.  Die  ganze  unendliche  Ebene  wird 
nämlich,   wie  wir  wissen,   durch  (Fig.  loo.) 

die  Seiten  des   Dreiecks  xy  z  m  ^^     ^i 

die    sieben    Regioifen    e,    e^  Äj, 

^2^2'  H^z  (^^8-  1^)  getheilt; 
nehmen  wir  an,  es  sei  das  Strahl- 
system [x)  hyperbolisch,  dagegen 
{y)  und  [z)  elliptisch,  dann  ist  mit 
Berücksichtigung  des  bekannten  Kriteriums  für  das  elliptische  und 
liyperbolische  Strahlsystem  (§  17)  aus  der  Anschauung  klar,  dass, 

wenn  P  in  der  Region  [e]  liegt,  der  konjugirte  Punkt  Q  in 
den  Regionen  [e^  oder  (äJ  liegen  muss, 

wenn  P  in  den  Regionen  [e^  oder  (äJ  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q  in  der  Region  [e)  liegen  muss. 
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wenn  P  in  den  Regionen  [e^j  oder  {h^  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q  in  den  Regionen  (^3)  oder  (A3)  liegen  muss, 

wenn  P  in  den  Regionen  (^3)  oder  (A3)  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q  in  den  Regionen  [e^  oder  [h^  liegen  muss. 

Obgleich  es  zunächst  nicht  weiter  benutzt  wird,  bemerken 
wir  noch,  dass  in  dem  andern  Fall,  wenn  [x)  [y)  [z)  alle  drei 
hyperbolische  Strahlsysteme  sind,  die  Vertheilung  in  folgender 
Weise  stattOndet: 

wenn  P  in  der  Region  [e)  liegt,  so  muss  der  konjugirte  Punkt 
Q  in  der  Region  [e]  liegen, 

wenn  P  in  den  Regionen  (ej  oder  (äJ  liegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  [e^  oder  [h^  liegen, 

wenn  P  in  den  Regionen  [e^  oder  (Äj)  liegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  [e^  oder  [h^  liegen, 

wenn  P  in  den  Regionen  (^3)  oder  (A3)  liegt,  so  muss  der 
konjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (^3)  oder  (A3)  liegen. 

Ferner  wissen -wir,  dass  den  unendlich-entfernten  Punkten  P 
der  Ebene    die  Punkte   Q  des  Kegelschnitts  9}t(2)  konjugirt  sind. 
Jeder    Punkt   m   dieses  Kegelschnitts   ist   der   Mittelpunkt    eines 
Netzes   vom   Büschel    und    dieses  Netz   ist  vollständig  bestimmt 
durch  das  Tripel  xy  z  und  deh  Mittelpunkt  m,  dessen  Polare  ®^ 
bekannt  ist.     Die  Anschauung  lehrt  ferner,  dass,  wenn  m  in  der 
Region  [e)  liegt,   das  Netz  nothwendig  elliptisch  sein  muss,  weil 
die  drei  dem   Netze  zugehörigen  Punktsysteme  auf  den  Tripel- 
strahlen  XYZ  alle  drei  elliptisch  werden,  wie   dies   bereits  in 
§  45  gelegentlich  bemerkt  worden  ist;  wenn  dagegen  m  in  einer 
der  andern  Regionen  liegt,   muss  das  Netz  allemal  hyperbolisch 
sein,  weil  von  jenen  drei  Punktsystemen  immer  zwei  hyperbolisch 
und  das  dritte  elliptisch  wird  (§  56),  und  zwar  zeigt  sich,  indem 
wir  das  dem   Punkte  m  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes  er- 
mitteln,  dass,  wenn   m  in   einem  der  drei  Räume  e^  e^e^  liegt, 
der  Kernkegelschnitt  des    hyperboUschen  Netzes   eine   Hyperbel, 
.  wenn  dagegen  m  in  einem   der  drei  Räume  h^  h^  A3  liegt,  der- 
selbe eine  Ellipse  ist,  weil  sein  Strahlsystem  (konjugirtes  Durcb- 
messersystem)  in  dem  einen  Falle  hyperbolisch,  in  dem  anderen 
elliptisch  wird.     Halten  wir  dies  fest   und    bedenken,    dass  die 
unendlich-entfernten  Punkte  nur  in  den  Regionen  e^  hy  e^  h^  e^  h^ 
vorkommen,   so  werden  die  ihnen  konjugirten,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  ^^^^  liegen,  unter  der   gemachten  Annahme,  dass 


Das  Involutions- Netz  (Polarsystem).  §61.  527 

das  Strahisystem  (x)  hyperbolisch,  (y)  und  (z)  elliptisch  sind,  nur 
in  den  Regionen   (e)  (e.^)  {A2)  (^3)  W  vorkommen  können  und 
müssen,  d.  h.  der  Kegelschnitt  3R^^\  welcher  dem  Dreieck  xyz 
umschrieben  ist,   triill  die  Regionen  ß^2^3^2^3   (dagegen   nicht 
e^  und  AJ.    Hieraus  folgt  zunächst,   dass  der  Kegelschnitt  9}l^^) 
in  diesem  Falle  Hyperbel  sein  muss,  weil  er  Punkte  hat,  die  in 
dem  Räume  ß,  d.  h.  innerhalb  des  Dreiecks  xyz  liegen  (§38), 
ferner,  dass  diejenigen  seiner  Punkte  m,  welche  in  den  Raum  (e) 
Iiineinfallen,    die   Mittelpunkte    von   den   elliptischen  Netzen  des 
ßüsebeis,  die  übrigen  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze 
desselben  sind ,  welche  selbst  wieder  in  zwei  Kategorien  zerfallen]: 
Diejenigen,    welche  in  den  Räumen    e^    und  e^  enthalten   sind, 
werden  die  Mittelpunkte  von  hyperbolischen  Netzen  sein,  deren 
Kernkegelschnitte  Hyperbeln  sind,  während  die  in  den  Räumen  h.^ 
und  Äg  enthaltenen  Punkte  der  Hyperbel  ÜJl^^  die  Mittelpunkte  von 
hyperbolischen  Netzen  des  Ruscheis  sind,  deren  Kernkegelschnitte 
Ellipsen  sind.     Wenn  aber  vier  Punkte  xyzm  einer  Hyperbel 
Wt^^^  so  liegen,  dass  einer  m  innerhalb  des  von  den  drei  andern 
xyz  gebildeten  Dreiecks  sich   befindet,   so  müssen  immer  drei 
von  diesen  Punkten  auf  einem  Zweige   der  Hyperbel  und  einer 
auf  dem  andern  Zweige  derselben  liegen ;  da  nun  der  Zweig  der 
Mittelpunktshyperbel  SSk^^K   welcher  durch  x  geht,  den  Raum  h^ 
nicht  treffen   darf,   so  kann  er  auch  den  Raum  e  nicht  trelTen, 
sondern    muss   ganz   in   den   Räumen  e^  und  e^  enthalten   sein, 
während  der  andere  Zweig  durch  die  Punkte  y  und  z  geht  und 
die  Räume  e  h^  A,  durchstreift.   Der  eine  Zweig  der  Hyperbel  372^^) 
enthält  also  die  Mittelpunkte  sämmtlicher   hyperbolischen  Netze 
des  Buscheis,  deren  Kernkegelschnitte  Hyperbeln  sind,  der  andere 
Zweig  derselben  wird  durch  die  Punkte  y  und  z  in  drei  Stücke 
getheilt:  Das  endliche  Stuck  zwischen  y,  z  enthält  die  Mittelpunkte 
der  elliptischen  Netze  (imaginären  Kegelschnitte),  die  beiden  übri- 
gen unendlichen  Stücke  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze 
des    Büschels,    deren    Kernkegelschnitte    Ellipsen   sind.     Hierbei 
tritt   der  bemerkenswerthe  Uebergang  von  einem  reellen  Kegel- 
schnitt (einer  Ellipse)  zum  imaginären  Kegelschnitt  durch  einen 
Punkt,    d.    h.    Nullkegelschnitt    (jeden    der    Punkte    y  und    z) 
auf.     Endlich  sind   die  beiden   unendlich -entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  ÜJl^^^  die  Mittelpunkte  zweier  hyperbolischen  Netze  des 
Büschels,   deren   Kernkegelscbnitte    zviei  Parabeln   sind    (§  42). 
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Hiedurch  ist  also  die  obige  ßehauplung  gerechtfertigt.  Auch  für 
den  andern  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  {x)  (y)  [z)  hyperbo- 
lisch sind,  zeigt  die  letzte  Betrachtung  eine  Vollkommene  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  bei  der  Untersuchung  des  Kegelschnittbüschels 
Gefundenen.  Der  Mittelpunklskegelschnitt  3)1  (^^  darf  nämlich  in 
diesem  Fall  den  Raum  [e)  nicht  treffen  und  kann  sowohl  Ellipse, 
als  auch  Hyperbel  sein;  ist  er  Ellipse,  so  trifllt  er  nur  die  Räume 
^1  ^2^3*  di^  Kernkegelschnitte  aller  Netze  des  Buscheis  sind  also 
Hyperbeln;  ist  er  Hyperbel,  so  muss  er  die  Räume  ^1^2 ^3  ^^^^' 
fen,  welche  den  einen  ganzen  Zweig  der  Hyperbel  enthalten, 
während  der  andere  Zweig  ganz  in  einem  der  Räume  h^  oder  h^ 
oder  ^3  enthalten  ist;  die  Kernkegelschnitte  zerfallen  also  in  eine 
Gruppe  Ellipsen,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Zweige  der 
Hyperbel  ÜJI^^)  haben,  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche  ihre 
Mittelpunkte  auf  dem  andern  Zweige  der  Hyperbel  SDt^^)  haben, 
und  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Parabeln  von  einander 
getrennt,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich-entfernten  Punkte  von 
3R<2)  sind,  wie  wir  es  früher  von  anderer  Seite  her  (§  42)  erkannt 
haben. 

Die  Ausführung  der  gegenüberstehenden  Betrachtung  ist  ohne 
weitere  Schwierigkeit;  durch  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  XYZ 
und  ein  beliebiges  Paar  @,  ^  ist  nicht  nur  ein,  sondern  es  sind 
unendlich-viele  Netze  bestimmt,  welche  eine  Netz-Schaar  bilden, 
deren  Mächtigkeit  gleich  gross  ist  mit  der  einer  geraden  Punkt- 
reihe. Die  Pole  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  sämmtllcbe 
Netze  der  Schaar  liegen  auf  einer  andern  (konjugirten)  Geraden;  da- 
her liegen  insbesondere  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Netze  der 
Schaar  auf  einer  Geraden  SO^q,  welche  der  unendlich -entfernten 
Geraden  ©^  konjugirt  ist.  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Netze  einer  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt 
^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  XYZ  einbeschrieben 
ist.  Die  Netze  einer  Schaar  sind  sämmtlich  hyperbolisch,  sobald 
a)  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  ein  Strahl  X  und 
der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  7,  Z  reell,  diese  selbst 
aber  imaginär  sind;  die  Kernkegelschnitte  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
schaftlichen Tangenten ,  b)  sobald  das  Tripel  XYZ  völlig  reell 
und  die  oben  ermittelten  Punktsysteme  [X)  [Y]  (Z)  auf  ibnen 
alle    drei   hyperbolisch    sind;    die*  Kernkegelschnitte  bilden   eine 
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Kegelschnittscbaar  mit  vier  reellen  gemeinschafllichen  Tangenten; 
wenn  dagegen  c)  das  Tripel  X  YZ  völlig  reell  und  von  den 
Punktsystemen  (Ä)  {¥)  (Z)  nur  eines  hyperbolisch  (Z),  die  bei- 
den andern  elliptisch  sind,  so  besteht  die  Netzschaar  theils  aus 
hyperbolischen,  theils  aus  elliptischen  Netzen;  die  Kernkegel- 
schnitte der  hyperbolischen  Netze  bilden  eine  Schaar  mit  vier 
imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten;  dieses  Gebilde  wird 
aber  erst  zu  einem  vollständigen  durch  Hinzufugung  der  imagi« 
nären  Kegelschnitte,  welche  die  elliptischen  Netze  einer  solchen 
Schaar  vertreten.  Nach  dem  Obigen  muss  in  diesem  Fall  c)  die 
Gerade  9Wq  die  Seiten  des  von  den  Geraden  X  YZ  gebildeten 
Dreiecks  so  treffen,  dass  von  den  Schnittpunkten  zwei  in  den 
Seiten  selbst  und  nur  einer  in  der  Verlängerung  einer  Dreiecks- 
seite liegt,  also  ein  Stuck  dor  Geraden  3R„  in  den  endlichen 
Dreiecksraum  [e)  hineinfällt.  Dieses  Stuck  enthält  die  Mittelpunkte 
der  elliptischen  Netze  der  Schaar,  während  diejenigen  Stucke  von 
3Rq,  welche  in  e^e^e^  enthalten  sind,  die  Mittelpunkte  von  hyper- 
bolischen Netzen  mit  Hyperbeln  als  Kernkegelschnitten  und  die 
Stucke,  welche  in  die  Räume  A^  ^2  ^3  fallen,  die  Mittelpunkte  von 
hyperbolischen  Netzen  mit  Ellipsen  als  Kernkegelschnitten  ent- 
halten. 

Schliesslich  ermitteln  wir  noch,  in  welcher  Weise  bei  diei- 
sem  durch  die  Netzschaar  hervorgerufenen  Beziehungssystem  der 
zweiten  Art  die  konjugirten  Geraden  @,  jp  im  Allgemeinen  die 
Ebene  erfüllen,  wenn  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  XYZ 
als  vollständig  reell  annehmen;  jede  Gerade  in  der  Ebene  kann 
dabei  überhaupt  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  haben: 
entweder  trifft  sie  alle  drei  Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ 
gebildeten  Dreiecks  in  ihren  Verlängerungen;  in  diesem  Fall 
wollen  wir  sie  durch  einen  einfachen  Accent  {')  bezeichnen;  oder 
sie  trifft  eine  Dreiecksseite  in  der  Verlängerung  und  die  beiden 
andern  ^wischen  den  Ecken  des  Dreiecks;  in  diesem  Fall  soll 
sie  einen  doppelten  Accent  erhalten  ('') ;  unterscheiden  wir  nun 
die  beiden  möglichen  Fälle: 

1)  Die  drei  Punktsysteme  [X)  (F)  [Z]  sind  alle  drei  hyper- 
bolisch; dann  wird  einer  Geraden  ©'  nothwendig  eine  Gerade  §' 
konjugirt  sein  und  einer  Geraden  ®"  eine  Gerade  §". 

2)  Von  den  drei  Punktsystemen  [X)  (F)  [Z)  ist  eines  hyper- 
bolisch  und   die   beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  nennen  wir 
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das  hyperbolische  {X),  die  beiden  elliptischen  (F)  und  (Z);  dann 
ist  jeder  Geraden  ®'  nothvvendig  eine  Gerade  ^"  konjugirt,  aber 
einer  Geraden  ®'\  nur  dann  eine  Gerade  dp',  wenn  sie  ^ausserhalb 
der  Dreiecksseite,  FunO  Z  innerhalb  trifft;  dagegen,  wenn  sie  JT 
innerhalb,  F  innerhalb  und  Z  ausserhalb  tritil,  eine  Gerade  ip"', 
Tielcbe  X  innerhalb,  F  ausserhalb  und  Z  innerhalb  triftl;  endlich, 
wenn  ®''  X  innerhalb,  F  ausserhalb,  Z  innerhalb  trifft,  miiss 
die  konjugirle  ^''  X  innerhalb,  F  innerhalb  und  Z  ausserhalb 
treffen.  — 

Das  Netzböschei   und  die  Netzschaar  oder  das  damit  zusam- 
menhängende ßeziehungssystem  der  ersten  und  zweiten  Art  kann 
auch  anstatt  durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  und  ein  beliebi- 
ges Paar  konjugirter   Punkte  oder  Strahlen  allgemeiner  definirt 
werden ,  einerseits  durch  vier  Paare  konjugirter  Punkte  P,  Q  und 
anderseits  durch  vier  Paare  konjugirter  Strahlen  ®,  ^.     Fassen 
wir  nur  die  erste  Art  ins  Auge,  so  zeigt  die  in  §  57  ausgeführte 
Untersuchung,  dass  sich  zwei  Netze  herstellen  lassen,  welche  vier 
beliebig  gegebene  Paare  konjugirter  Punkte  P,  Q  gemeinschaftlich 
haben;   solche  zwei  Netze  bestimmen  ein  Netzbüschei  und   jedes 
Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  für  jene  beiden  Netze  ist  zugleich 
ein  Paar  für  jedes  beliebige  Netz  des  Büschels,  wie  wir  es  auch 
direkt    in  §  57    nachgewiesen   haben;    folglich   müssen    umge- 
kehrt alle  Netze,  welche  jene  vier  Paare  konjugirter  Punkte  ge- 
meinschaftlich haben,  demselben  Büschel  angehören;  ebenso  bil- 
den alle  Netze,  welche  vier  Paare  konjugirter  Strahlen  ®,  Q  ge- 
meinschaftlich   haben,    eine   Netzschaar;    ähnliche    Gruppen    von 
Netzen    erhalten   wir,    indem    wir  vier  Paare   theils   konjugirter 
Punkte,  theils  konjugirter  Strahlen  zur  Bestimmung  eines  solchen 
Gebildes  von  einfacher  Unendlichkeit  auswählen;  die  nähere  Un- 
tersuchung derartiger  Gebilde  bleibe  aber  dem  Leser  überlassen. 

§  62.     Drei  Netze  in   der  Ebene.    Die  Tripelknrve.    Das 

Eegelschuittnetz.  *) 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Netze  in  der  Ebene  an,  so  ge- 
hört zu  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  jedes  derselben  eine  Polare, 


*)  Vergl.  „Ueber  die  Steiner'sche  Fläche  vierten  Grades"  von 
H.  Schröter.  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  26.  Novem- 
ber 1863. 
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und  diese  drei  Polaren  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  in  einem 
Punkte  schneiden;  es  ist  aber  von  Interesse,  den  Ort  solcher  be- 
sonderen Punkte  P  in  der  Ebene  aufzusuchen,  für  welche  die 
Polaren  durch  einen  und  denselben  Punkt  Q  laufen.  Suchen  wir, 
um  den  Grad  dieses  Ortes  zu  bestimmen,  auf  einer  beliebigen 
Geraden  @  die  Punkte  P  von  der  verlangten  Beschaffenheit  zu 
ermitteln.  Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zweck  die  drei  gegebenen 
Netze  durch  (A)  [B)  {€)  oder  auch,  falls  die  Netze  hyperbolisch 
sind,  die  Rernkegelschnitte  derselben  durch  diese  Buchstaben, 
so  werden,  wenn  wir  einen  veränderlichen  Punkt  die  Gerade 
@  durchlaufen  lassen ,  seine  Polaren  a  b  c  in  den  drei  Netzen 
(A)  (B)  {€)  drei  projektivische  Strahlbuschel  um  die  Mittelpunkte 
ci  ß  y  beschreiben;  die  von  a  und  b  beschriebenen  Strahlbüschel 
(a)  und  [ß)  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  ^,  welcher  durch 
a  ß  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  Netze  [A)  und  (B) 
hindurchgeht  und  durch  diese  fünf  Punkte  völlig  bestimmt  ist. 
Die  Strahlen  b  und  c  erzeugen  gleicher  Weise  einen  Kegelschnitt 
Ä',  welcher  durch  ß  y  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  {B) 
und  (C)  hindurchgeht.  Die  beiden  Kegelschnitte  $  und  ß'  haben 
nun  im  Allgemeinen  ausser  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  ß  noch 
drei  Punkte  QQ'  Q"  zu  Schnittpunkten,  und  weil  ein  solcher 
Punkt  Q  auf  beiden  Kegelschnitten  ^  und  W  zugleich  liegt, 
müssen  uQ,  ßQ,  yQ  die  drei  Polaren  ein  und  desselben  Punk- 
tes P  der  Geraden  ®  sein,  d.  h.  P  und  Q  werden  ein  solches 
besonderes  Paar  von  Punkten  sein,  welche  gleichzeitig  für  alle  drei 
gegebenen  Netze  konjugirt  sind.  Da  nun  die  Kegelschnitte  $ 
und  Ä'  ausser  dem  Punkte  ß  höchstens  noch  drei  Punkte  QQ'Q" 
gemein  haben  (von  denen  auch  zwei  imaginär  sein  können),  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  drei  Punkte  PP'  P''  auf  der  willkühr- 
lich  gewählten  Geraden  @,  welche  dem  gesuchten  Orte  ange- 
hören; dieser  ist  also  eine  Kurve  dritten  Grades.  Die  drei 
Punkte  Q  Q'  Q"  stehen,  wenn  sie  alle  drei  reell  sind,  mit  ihren 
koQJugirtcn  Punkten  PP'  P"  in  einem  sehr  einfachen  Zusammen- 
hange, vermöge  dessen  sie  aus  jenen  unmittelbar  gefunden  wer- 
den können.  Fassen  wir  nämlich  nur  zwei  Paare  von  ihnen 
PQxm^P'  Q'  auf,  so  müssen  (§  55)  die  Schnittpunkte  [PP\  QQ') 
und  {PQ\  QP)  ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  für  alle  drei 
gegebenen  Netze  sein;  da  der  erste  Punkt  auf  der  Geraden  @ 
liegt  und  es  nur  noch  einen  solchen  P"  giebt,  so  muss  dieser 

34* 
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mit  ihm  identisch  sein  und  daher  der  andere  mit  0'\  also: 

(PP\  00')  =  P'        [P0\  QP')  =  0'\ 
d.  h.  die  Punkte  P,  P\  P"  sind  die  drei  Schnittpunkte  der  Drei- 
ecksseiten 0' Q'\  O" Q*  00'  mit  <Jer  Geraden  ®,  oder  die  sechs 
Punkte  PP'^P"  00' Of'  Hegen  zu  je  dreien  auf  vier  geraden 
Linien,  welche  ein  vollständiges  Vierseit  bilden. 

Es  ist  klar,  dass  die  gefundene  Ortskurve  dritten  Grades 
durch  die  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  je  zweier  der  gegebenen 
Netze:  {B)  und  (C),  (C)  und  {Ä),  {Ä)  und  (5)  hindurchgehen 
muss  und  durch  diese  neun  Punkte  vollständig  bestimmt  wird. 
In  der  That,  sei  xyz  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  {B)  und 
(C),  so  ist  die  Polare  von  x  für  beide  Netze  [B)  und  (C)  die- 
selbe Gerade  [y£)  =  X,  also  schneiden  sich  die  Polaren  von  x 
für  all«  drei  gegebenen  Netze  {B\  (C)  und  [Ä)  in  einem  Punkte 
und  X  ist  also  ein  Punkt  des  gesuchten  Ortes;  sein  konjugirter 
ist  der  Schnittpunkt  von  X  mit  der  Polare  von  x  in  Bezug  auf 
[J)\  dasselbe  gilt  für  y  und  z;  da  aber  bekanntlich  die  Polaren 
der  Ecken  eines  Dreiecks  xyz  m  Bezug  auf  ein  Netz  {Ä)  die 
Gegenseiten  desselben  resp.  yz^  zx^  xy  in  diel  Punkten  trefifen, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  auch  die  konjugir- 
ten  Punkte  zu  den  Punkten  xyz  eines  gemeinschaftlichen  Tripels 
von  je  zwei  Netzen  auf  derselben  Geraden  sich  befinden.  [Durch 
diese  neun  Punkte  der  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  ferner 
unsere  Ortskurve  vollständig  bestimmt,  d.  h.  es  giebt  keine  zwei 
Kurven  dritten  Grades,  welche  gleichzeitig  durch  diese  neun 
Punkte  hindurchgehen;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  ein 
ganzes  Büschel,  von  Kurven  dritten  Grades  durch  dieselben  neun 
Grundpunkte  gehen,  und  da  zwei  Tripel  desselben  Netzes  allemal 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  würden  besondere  Kurven  jenes 
Büschels  zerfallen  in  Kegelschnitte  und  Gerade,  d.  h.  die  drei 
Tripelpunkte  des  dritten  Tripels  müssten  auf  einer  Geraden  lie- 
gen. Die  Punkte  eines  Tripels  können  aber  im  Allgemeüien  nie 
auf  einer  Geraden  liegen,  folglich  geht  durch  jene  neun  Punkte 
nur  eine  einzige  Kurve  dritten  Grades.] 

Durch  die  drei  als  gegeben  angenommenen  Netze  [Ä\  {B)  (C) 
sind  zugleich  drei  Büschel  von  Netzen  gegeben,  da  je  zwei  der- 
selben ein  Büschel  bestimmen ;  bezeichnen  wir  diese  drei  Büschel 
durch  [B,  C)  (C,  A)  {A,  B)  und  bemerken,  dass  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  P,  0  für  zwei  Kegelschnitte  (oder  Netze)    eines 
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Büschels   zugleich    für   sämmtliche    Kegelschnitte   (oder  Netze)  *) 
desselben  konjugirt  sind,   so  folgt,  dass,  wenn  wir  aus  den  drei 
Buschein  [B,  C)  {C,  Ä)  (A,  B)  irgend  drei   neue  Kegelschnitte 
resp.  A'  B'  C'  herausnehmen  und  dieselben  an  Stelle  der  ursprüng- 
lichen ^^^C  setzen,  für  den  Ort  solcher  Paare  konjugirter  Punkte 
P,  Q,  welche  in  Bezug  auf  diese  drei  gleichzeitig  konjugirt  sind, 
nothwendig  dieselbe  vorhin  gefundene  Ortskurve  resultirt;  diese 
Kurve  enthält  daher  auch  die  gemeinschaftlichen  Tripel  der  neuen 
Kegelschnittspaare  B' C\  C  A\  A'  B*  und  diese  bestimmen  drei 
neue  Büschel,  aus  denen  wir  wiederum  je  einen  beliebigen  Ä'ff'C 
herausnehmen  können  u.  s.  f.   Wir  erhalten  dadurch  einen  netz- 
artigen Forlgang  bis  ins  Unendliche,   immer  neue  Büschel  von 
Kegelschnitten  und  neue  Tripel  xyz.     Alle  diese  Tripel  liegen 
auf   ein    und    derselben    Ortskurve    dritten    Grades,    welche   die 
Tripelkurve   genannt    werden    soll;    sämmtliche   Kegelschnitte 
(oder  Netze)  von  doppelt -unendlicher  Mächtigkeit,   welche  allen 
jenen  Büscheln  angehören,   bilden   ein  Kegelschnitt  netz   von 
der  Beschaffenheit,    dass  je  zwei  Punkte  P,  Q,  welche  in  Be- 
zug auf  irgend  -  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichzeitig  konju- 
girt sind,  auf  der  Tripelkurve  liegen;   solche  zwei  Punkte  sollen 
konjugirte  Punkte  der  Tripelkurve   heissen  und  sind  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte   des  Netzes  konjugirt;   auch 
soll   Irgend    ein    Tripel    xyz,    welches    zweien    Kegelschnitten 
des  Netzes  gemeinschaftlich  ist  und  daher  auf  der  Tripelkurve 
liegt,    ein    Tripel    der    Tripelkurve  genannt    werden.     Die 
Tripelkurve  kann  daher  doppelt  aufgefasst  werden,   erstens    als 
der  Ort  solcher  Punkte  P,   deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte  [A)  [B)  [C)  sich  in  einem  Punkte  Q  tref- 
fen,   welcher    ebenfalls    auf   der    Tripelkurve  liegt,    und    zwei- 
tens   als   der    Ort   aller    gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  Irgend 
zweier  Kegelschnitte  aus  den  drei  Büscheln  [B,  C)  {C,  A)  (A,  B). 
Fassen  wir  irgend   einen  Punkt  P  der  Tripelkurve  auf,   welcher 
nicht  gerade  ein  Eckpunkt  eines  gemeinschaftlichen  Tripels  xyz 
der  Büschel   [B,  C)   {C,  A)   (A,  B)  ist,   so  werden  die  Polaren 
von  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  {B,  C)  durch 


*)  Wir  werden  uns  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  nur  des 
Aasdrucks  „Kegelschnitt''  statt  des  allgemeineren  „Netz'*  bedienen, 
indem  wir  unter  jenem  auch  den  imaginären  Kegelschnitt,  welcher 
durch  das  elliptische  Netz  vertreten  wird,  mit  einbegreifen. 
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den  konjugirten  Punkt  Q  laufen  und  ein  Strahlbüschel  beschrei- 
ben dergestalt,  dass  jedem  Kegelschnitt  des  Buscheis  eine  und 
nur  eine  bestimmte  Gerade  durch  Q  entspricht  und  auch  umge- 
kehrt für  jede  durch  Q  gezogene  Gerade  nur  ein  einziger  Kegel- 
schnitt aus  dem  Büschel  {B,  C)  existirt,  in  Bezug  auf  welchen 
sie  die  Polare  von  P  ist;  dasselbe  gilt  für  das  zweite  Büschel 
((7,  A);  ziehen  wir  also  durch  Q  eine  beliebige  Gerade,  so  giebt 
es  einen  bestimmten  Kegelschnitt  A'  aus  dem  Büschel  {B,  C) 
und  einen  bestimmten  Kegelschnitt  B'  aus  dem  Büschel  (C,  A] 
dergestalt,  dass  jene  Gerade  und  P  Polare  und  Pol  für  beide 
Kegelschnitte  A'  und  B'  gleichzeitig  sind.  Wenn  aber  zwei  Ke- 
gelschnitte ein  Paar  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  haben,  so 
gehört  dies  ihrem  gemeinsamen  Tripel  an;  folglich  ist  jeder 
Punkt  P  der  Tripelkurve  zugleich  als  Eckpunkt  eines  Tripels  an- 
zusehen, welches  zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinsam 
ist,  oder  die  Tripelkurve  ist  der  Ort  aller  gemeinsamen  Tripel 
irgend  zweier  Kegelschnitte  des  Netzes.  Halten  \(ir  die  vorbin 
durch  Q  willkührlich  gezogene  Gerade  @  fest  und  denken  uns  die 
beiden  Kegelschnitte  A'  und  B'  resp.  aus  den  Büscheln  {B,  C) 
und  [C,  A)  ermittelt,  für  welche  P  ein  Eckpunkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  ist,  so  lassen  sich  auch  die  beiden  andern 
Tripelpunkte  desselben  leicht  ermitteln;  sie  liegen  natürlich  auf 
®  und  auf  der  Tripelkurve  selbst,  müssen  daher  die  beiden 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  @  mit  der  Tripelkurve  sein, 
denn  der  Punkt  Q  ist  im  Allgemeinen  kein  Punkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  von  A'  und  B'\  die  Gerade  ®  ist  nämlich 
ganz  willkührlich  durch  Q  gezogen;  verändern  wir  sie,  so  er- 
kennen wir,  dass  nur  ein  einziges  Mal  P  und  Q  Tripelpunkte 
des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Kegelschnitte  A'  und  B' 
werden  können,  weil  durch  diese  beiden  auch  der  dritte  Tripel- 
punkt  unzweideutig  mitbestimmt  ist;  käme  es  also  zwei  Mal  vor, 
so  müsste  auch  der  dritte  Tripelpunkt  derselbe  sein  und  doch 
auf  zwei  verschiedenen  durch  Q  gehenden  Geraden  liegen ,  was 
ein  Widerspruch  ist;  folglich  sind  die  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte der  Geraden  ®  mit  der  Tripelkurve  die  Tripelpunkte  des 
gemeinsamen  Tripels  von  A'  und  B\  dessen  erster  P  ist;  nur 
ein  Mal,  wenn  die  Gerade  ®  Tangente  an  der  Tripelkurve  im 
Punkte  Q  wird,  fällt  einer  jener  beiden  Tripelpunkte  nach  Q\ 
hieraus  schliessen  wir  folgende  Eigenschaft  der  Tripelkurve: 


] 
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Jeder  beliebige  Punkt  P  der  Tripeikiirve  kann  als 
ein  Tripelpunkt  von  unendlicb-vielen  Tripein  xyz 
des  Kegelschnittnetzes  angesehen  werden;  die  Ver- 
bindungslinie der  jedesmaligen  andern  zwei  Tripel- 
punkte  läuft  durch  einen  festen  Punkt  Q  der  Tripel- 
kurve,  den  konjugirten  Punkt  von  P.  Ferner,  wenn  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelkurve  zugleich  zwei  Punkte 
eines  Tripels  xyz  vom  Kegelschnittnelze  sein  sollen,  so  muss  . 
d^r  dritte  auf  der  Tangente  in  Q  an  der  Tripelkurve  und  daher 
auch  auf  der  Tangente  in  P  an  derselben  gelegen  sein,  d.  h. 

Die  Tangenten  in  zwei  konjugirten  Punkten  /*,  Q 
der  Tripelkurve  schneiden  sich  in  einem  dritten  Punkte 
R  derselben,  und  PQR  bilden  das  gemeinschaftliche 
Tripel  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  vorkommen- 
den ßuschels. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  der  Tripelkurve  Q  und 
Q\  welche  nicht  konjugirte  Punkte  derselben  sein  sollen,  so  ist 
es  immer  erlaubt,  dieselben  als  zwei  Tripelpunkte  eines  Tripels 
xyz  anzusehen ,  welches  in  dem  Kegelschnitlnetze  als  gemefn- 
schaflliches  Tripel  eines  Büschels  auftritt;  denn  um  den  dritten 
Tripelpunkt  iß'"  zu  finden,  haben  wir  nur  nöthig,  die  konjugirten 
Punkte  P  und  P'  zu  Q  und  Q'  aufzusuchen,  dann  muss  Q' P 
durch  Q"  gehen  und  ebenso  auch  QP\  also  der  Schnittpunkt 
[QP\  Q' P)  =  jß"  sein;  der  konjugirte  Punkt  von  Q"  muss  nun 
bekanntlich  der  Schnittpunkt  {PP\  QQ')  =  P"  sein,  weil  die 
beiden  Paare  P,  Q  und  P\  Q'  dass  dritte  Paar  konjugirter  Punkte 
P"  Q"  mitbestimmen. 

Um  zu  den  beiden  willkührlich  auf  der  Tripelkurve  ange- 
nommenen Punkten  QQ'  den  dritten  Tripelpunkt  ö"  zu  finden, 
haben  wir  also  nur  nöthig,  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbin- 
dungslinie QQ'  mit  der  Tripelkurve,  den  Punkt  P",  zu  bestim- 
men und  seinen  konjugirten  Punkt  Q"  zu  ermitteln.  Dieselbe 
Beziehung  lässt  sich  auch  so  ausdrucken: 

Verbindet  man  ein  beliebiges  Paar  konjugirter 
Punkte  P,ß  der  Tripelkurve  mit  irgend  einem  dritten 
Punkte  derselben  Q\  so  treffen  diese  beiden  Strahlen 
die  Tripelkurve  zum  drittenMale  in  zwei  neuenPunk- 
ten,  welche  wieder  ein  Paar  konjugirter  Punkte  der 
Tripelkurve  Q" P"  sind. 
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Solche  drei  Paare  konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  PQ, 
P'Q\  P"  Q''  sind  also  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
selts,  und  je  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Ecken  dessel- 
ben allemal  ein  Tripel  xyz  in  dem  Kegelschnitlnetze.  Wir 
schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  eines  auf  der  Tripelkui've  liegenden 
Tripeldreiecks,  welches  das  gemeinschaftliche  Tripel 
xyz  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden  ßü- 
schels  ist,  schneiden  die  Tripelkurve  immer  in  drei 
neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  und 
diese  drei  Schnittpunkte  sind  zugleich  die  konjugir- 
ten  Punkte  der  Tripelkurve  zu  ^en  drei  Eckpunkten 
des  Tripels,  indem  je  eine  Ecke  und  der  dritte  Schnitt- 
punkt der  gegenüberliegenden  Seite  des  Tripeldrei- 
ecks  mit  der  Tripelkurve  einander  konjugirt  sind.  Wir 
können  auch  umgekehrt  sagen: 

Wenn  irgend  eine  Gerade  der  Tripelkurve  in  den 
drei  Punkten  PP'P''  begegnet,  so  bilden  die  zu  ihnen 
konjugirten  Punkte  Q  Q' Q''  allemal  ein  Tripel  xyz, 
welches  einem  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden 
Büschel  gemeinschaftlich  ist. 

Um  die  vorige  Betrachtung  noch  zu  vervollständigen,  den- 
ken wir  uns  ein  beliebiges  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  der 
Tripelkurve  und  durch  P  eine  Gerade  ®  gezogen;  dann  giebt  es 
in  deifi  Büschel  [B^  C)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt 
A\  welcher  Q  und  ®  zu  Pol  und  Polare  hat,  in  dem  Büschel 
[C,  A)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  W,  welcher  eben- 
falls Q  und  @  zu  Pol  und  Polare  bat,  und  endlich  auch  in  dem 
Büschel  [Ä^  B)  einen  solchen  Kegelschnitt  C\  Die  Gerade  @ 
schneidet  nun  die  Tripelkurve  ausser  in  P  noch  in  zwei  Punkten 
Q'  und  Q"  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  QQ'Q"  das  gemein- 
schaftliche Tripel  der  Kegelschnitte  A'  und  B'  ist;  aus  gleichem 
Grunde  muss  aber  audi  QQ' Q"  das  gemeinschaftliche  Tripel  der 
Kegelschnitte  B'  und  C\  sowie  C  und  A'  sein;  hieraus  folgt, 
dass  A'  B' C  ein  und  demselben  Büschel  angehören  müssen; 
denn  gehörte  C"  nicht  dem  Büschel  [A\  B")  an,  so  hätten  C 
und  A'  noch  ein  zweites  von  QQ' Q"  verschiedenes  gemeinschaft- 
liches Tripel;  es  ist  aber  nicht  möglich,  dass  zwei  verschiedene 
Kegelschnitte  mehr,  als  ein  gemeinschaftliches  Tripel  haben,  weil 
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sie  sonst  identisch  wären,  folglich  gehören  die  drei  Kegelschnitte 
ä'  B'  C'  zu  demselben  Büschel.  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch 
unabhängig  von  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  als  Satz 
aussprechen : 

Hat  man  drei  Kegelschnitte  CBA'  eines  Buscheis 
und  ACE'  eines  zweiten  Buscheis,  welches  mit  dem 
ersten  den  Kegelschnitt  C  gemeinschaftlich  hat,  so 
bestimmen  auch  die  Kegelschnittspaare  A,  B  und  Al  B' 
zwei  Büschel,  welche  einen  Kegelschnitt  6!  gemein- 
schaftlich haben,  d.  h.  die  acht  Mittelpunkte  (Grund- 
punkte) der  beiden  Büschel  [A,  B)  und  {A\  ff)  liegen 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.  Oder  mit  andern 
auch  Worten: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat 
und  legt  einmal  durch  die  Schnittpunkte  von  ^und  C 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  A' ,  dann  durch  die 
Schnittpunkte  von  C  und  A  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt B\  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte  von  A* 
und  B'  mit  den  vier  Schnittpunkten  von  A  und  B  auf^ 
einem  und  demselben  Kegelschnitt.  Hieraus  ergiebt  sich 
folgende  Aussprache  des  Satzes: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat 
und  legt  durch  irgend  einen  Punkt  P  der  Ebene  drei 
neue  Kegelschnitte,  welche  ausserdem  durch  die  vier 
Schnittpunkte  je  zweier  der  gegebenen  B,  C;  C,  A;  A,  B 
hindurchgehen,  so  treffen  sich  diese  neuen  Kegel- 
schnitte ausser  in  P  noch  in  denselben  drei  Punkten. 

Diese  Sätze  sind  ihrer  Allgemeinheit  wegen  bemerkenswerth 
und  enthalten  viele  besondere  Fälle  in  sich,  welche  anzuführen 
hier  unterbleiben  muss.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  giebt  uns 
der  obige  Satz  das  Mittel  an  die  Hand,  zu  einem  beliebigen  Tri- 
pel der  Tripelkurve  Q  Q'  Q''  dasjenige  Büschel  des  Kegelschnitt- 
netzes zu  finden,  dessen  gemeinschaftliches  Tripel  das  gegebene 
Q  Q'  Q"  ist;  denn  zur  Bestimmung  dieses  Büschels  haben  wir 
nach  dem  Obigen  nur  nöthig,  die  beiden  Kegelschnitte  A'  und  ff 
zu  ermitteln,  durch  welche  dies  Büschel  bestimmt  wird.  Dass 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  ein  Tripel  der  Tri- 
pelkurve Q  Q'  Q''  gemein  haben,  umgekehrt  ein  Büschel  bilden 
müssen,  ist  von  vorn  berein  klar,  weil  sie  ausserdem  noch  ein 
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beliebiges  anderes  Paar  konjugirter  Punkte  der  Tripelfcurve  P^  Q^ 
gemein  haben  und  daher  einem  Büschel  angehören  (§  57).  Zu 
jedem  Tripel  QQ'  Q"  der  Tripelkurve  gehört  daher  ein  bestimm- 
tes  Büschel  des  Kegelschniltnetzes.  Nehmen  wir  nun  zwei  be- 
liebige Tripel  der  Tripelkurve  Q  Q'  Q"  und  öi  ö/  Ö/'.  so  lassen 
sich  die  zugehörigen  Büschel  des  Kegelschnittnetzes  so  ermitteln, 
.dass  wir  zu  Q  den  konjugirten  Punkt  P  der  Tripelkurve  suchen, 
welcher  auf  Q' Q''  liegt  und  der  dritte  Schnittpunkt  dieser  Gera- 
den mit  der  Tripelkurve  Ist,  sodann  denjenigen  Kegelschnitt  A' 
aus  dem  Büschel  {B,  C),  für  welchen  Q  und  Q'  Q''  Pol  und 
Polare  ist,  und  denjenigen  Kegelschnitt  B"  aus  dem  Büschel  {€,  A), 
für  welchen  ebenfalls  Q  und  Q'  Q''  Pol  und  Polare  ist,  aufsuchen; 
die  beiden  Kegelschnitt«^  A' B''  bestimmen  das  Büschel  des  Kegel- 
schniltnetzes, für  welches  Q  Q'  Q''  das  gemeinschaftliche  Tripel 
ist;  in  ganz  analoger  Weise  werden  zwei  Kegelschnitte  Ä^B^ 
gefunden,  deren  gemeinschaftliches  Tripel  das  gegebene  Q\Q(Ql\ 
ist.  Nun  haben  wir  aber  drei  Kegelschnitte  C^' ^/,  welche 
einem  Büschel  {B,  C)  angehören,  und  drei  Kegelschnitte  CB'Bi\ 
welche  einem  zweiten  Büschel  {C,  A)  angehören;  jene  beiden 
Büschel  haben  den  Kegelschnitt  C  gemein,  folglich  müssen  nach 
unserm  obigen  Satze  auch  die  beiden  durch  die  Kegelschnittpaare 
[A'  ff)  und  (A^'  B{)  bestimmten  Büschel  einen  Kegelschnitt  6 
gemein  haben :  für  diesen  sind  daher  die  gemeinschaltlichen  Tri- 
pel jener  beiden  Büschel,  d.  h.  QQ'  Q"  und  Q\Q\  Q{'  ebenfalls 
Tripel  konjugirter  Punkte,  und  da  bekanntlich  zwei  Tripel  konju- 
girter Punkte  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Kegelschnitt  immer 
sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  sind  (§55),  so  schliessen  wir 
folgenden  doppelten  Satz: 

Irgend  zweiBüschel  des  Kegelschnittnetzes  haben 
allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  und 

Irgend  zweiTripel  der  Tripelkurve  liegen  allemal 
auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  letzte  Eigenschaft  lässt  sich  auch  umkehren:  Legt  man 
durch  irgend  ein  Tripel  der  Tripelkurve  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, so  schneidet  derselbe  die  Kurve  im  Allgemeinen  in  drei 
neuen  Punkten,  welche  wieder  ein  Tripel  bilden;  denn  da  zwei 
Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve  willkührlich  gewälilt  wer- 
den dürfen  und  durch  das  erste  Tripel  und  zwei  Punkte  der  Tripel- 
kurve ein  Kegelschnitt  bestimmt  wird,  so  muss  der  dem  zweiten 
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Tripel  aogehörige  einzige  dritte  Tripel-Pankt  sowohl  auf  dem  Kegel- 
^hüiit  als  auch  auf  der  Tripelkurve  liegen,  d.  h.  der  sechste 
Schnittpunkt  beider  sein.  Hieraas  folgt  mit  Berücksichtigung  der 
oben  gefundenen  Eigenschaft  der  Tripelkurve  der  Satz: 

Wenn  man  durch  drei  Punkte  eines  Tripels  der 
Tripelkurve  und  einen  beliebigen  Punkt  Q  derselben 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legt,  so  trifft  jeder 
Kegelschnitt  desselben  die  Tripelkurve  im  Allgemei- 
nen noch  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linie durch  einen  festen  Punkt  P  der  Tripelkurve 
läuft,  welcher  der  dem  Punkte  Q  konjugirte  ist.  Dieser 
Satz  gilt  auch  allgemein,  unabhängig  von  den  Eigenschaften  der 
Tripel,  und  führt  zu  einer  Erzeugung  der  Kurve  dritten  Grades 
durch  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  Strahlbüschel,  welche  in 
projektivische  Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden.  (Chasles, 
Comptes  rendus  1853.) 

Aus  der  obigen  Bemerkung,  dass  zwei  Tripel  der  Tripelkurve 
allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  folgt  eine  charakteristische 
Eigenschaft  eines  solchen  Tripels  in  Rücksicht  auf  die  Tripelkurve 
selbst.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Tripel  Q  Q'  Q"  der 
Tripelkurve  insbesondere  einen  jsolchen  Kegelschnitt  gelegt,  wel- 
cher in  Q  und  Q'  dieselben  Tangenten  mit  der  Tripelkurve  hat, 
so  hat  er  bereits  fünf  Punkte  mit  der  Tripelkurve  gemein,  welche 
ihn  zugleich  bestimmen;  sein  sechster  Schnittpunkt  mit  der 
Tripelkurve  muss  daher  der  dritte  Tripelpunkt  zu  Q  und  Q'  sein, 
d.  h.  Q"\  es  müssen  daher  auch  in  Q"  zwei  Punkte  des  Kegel- 
schnitts und  der  Tripelkurve  zusammenfallen  oder  dieser  Punkt 
muss  ein  Berührungspunkt  beider  Kurven  sein;  wir  schliessen  also: 

Die  drei  Punkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve 
liegen  allemal  so,  dass  ein  Kegelschnitt  die  Tripel- 
kurve in  denselben  berühren  kann. 

Da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelkurve  willkühr- 
lich  auf  derselben  angenommen  werden  dürfen,  der  dritte  Tripel- 
punkt dann  aber  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kön- 
nen wir,  wenn  eha  Tripel  Q  Q'  Q"  als  bekannt  angesehen  wird, 
nach  dem  obigen  Satze  die  Totalität  aller  übrigen  Tripel  leicht 
überschauen,  indem  wir  alle  möglichen  Kegelschnitte  durch  die 
drei  Punkte  QQ'  Q"  legen,  von  denen  jeder  durch  seine  drei 
übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Tripelkurve  immer  ein  neues  Tripel 


k" 


l'/ 


540  Vierter  Abschnitt. 

derselben  bestimmt.  Kennen  wir  daher  zwei  Tripel  der  Tripel- 
kurve  Q  Q'  Q''  und  Q^  Q^  Q('  und  wollen  zu  zwei  auf  der  Tripel-, 
kurve  willkuhrlich  angenommenen  Punkten  SS'  als  zwei  Eck- 
punkten eines  Tripels  derselben  den  dritten  Eckpunkt  S"  Onden, 
so  haben  wir  nur  nöthig,  zwei  Kegelschnitte  durch  die  je  fünf 
Punkte  QQ'  Q"SS'  und  Q^Q(QC  SS'  zu  legen,  welche  sich  in 
dem  gesuchten  Punkte  S''  auf  der  Tripelkurve  schneiden  müssen. 
Nach  dem  Früheren  sind  nun,  wenn  wir  zwei  beliebige  Paare 
konjugirter  Punkte  auf  der  Tripelkurve  P,  Q  und  P\  Q'  haben, 
die  Schnittpunkte: 

[PQ\  P'Q)  ^  ö"         [PP\  001  =  P" 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  und  'diese  sechs  Ecken  des 
von  den  vier  Geraden: 

P    P'   P' 

P  0'  0 
/>'  ö"  0 
i>"  Q    Q' 

gebildeten  vollständigen  Vierseits,  welches  der  Tripelkurve  einhe- 
schrieben  ist,  haben  zu  ihren  konjugirten  Punkten  beziehungsweise: 

0    0'   ö"^ 

0    P'   P"  I  vier  Tripel  der  Tripel- 

0'   P''  P    \  kurve. 

0"  P    P 

Um  jetzt  zu  zwei  willkuhrlich  auf  der  Tripelkurve  gewählten 
Punkten  SS'  als  Eckpunkten  eines  Tripels  der  Tripelkurve  den 
dritten  Tripelpunkt  S"  zu  Onden,  haben  wir  nur  durch  die  je 
fünf  Punkte  Q  ff  ff'  SS'  und  OP'  P"  SS'  einen  Kegelschnitt  zu 
legen;  der  vierte  Schnittpunkt  dieser  beiden  Kegelschnitte  muss 
der  gesuchte  Punkt  S"  der  Tripelkurve  sein.  Wir  haben  hier- 
nach beiläufig  folgenden  Satz  gefunden: 

Wenn  man  ein  vollständiges  Vierseit  hat,  dessen 
sechs  Ecken  zu  je  dreien  auf  vier  Geraden  liegen,  so 
kann  man  auf  vier  Arten  je  drei  derselben  herausneh- 
men, welche  ein  Dreieck  bilden,  während  die  drei 
übrigen  auf  einer  Geraden  liegen.  Umschreibt  man 
diesen  vier  Dreiecken  vier  Kegelschnitte,  welche  aus- 
serdem' durch  zwei  beliebig  gegebene  feste  Punkte 
gehen,    so   laufen   alle    vier  Kegelschnitte    durch   ein 
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und  denselben  neuen  Punkt.  Ein  besonderer  Fall  dieses 
Satzes  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  nämlich,  dass  die  den 
vier  Dreiecken,  welche  sich  aus  den  sechs  Ecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  bilden  lassen,  umschriebenen  Kreise  durch  ein 
und  denselben  Punkt  gehen  (den  Brennpunkt  der  Parabel,  welche 
dem  Vierseit  einbeschrieben  werden  kann). 

Wir  können  auch  sehr  einfach  den  vorigen  Satz  direkt  be- 
weisen; seien  nämlich  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseits  PQ,  P'  Q\  P"  Q'\  so  dass  die  vier  Geraden  je  drei 
Punkte:  P P'  P'\  PQ'  Q'\  P'  Q''  Q,  P"  Q  Q'  enthalten  und  ausser- 
dem zwei  beliebige  Punkte  SS'  gegeben,  so  werden  die  beiden  durch 
je  fünf  Punkte  QQ'  Q''  SS'  und  PP'Q''  SS'  gelegten  Kegel- 
schnitte einen  vierten  Punkt  ^S*''  gemein  haben;  da  nun  bekannt- 
lich die  Seiten  zweier  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt  ein- 
beschrieben sind,  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berühren 
(§  28),  so  müssen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  Q  Q' Q"  und 
SS'  S"  einen  Kegelschnitt  berühren  und  ebenso  die  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  P  P'  Q"  und  SS'  S"\  diese  beiden  Kegelschnitte 
sind  aber  identisch,  weil  sie  fünf  Tangenten  gemein  haben,  die 
drei  Seiten  des  Dreiecks  SS'  S"  und  die  Geraden  Q"  Q  P'  und 
Q"'Q'P;  folglich  berühren  auch  Q  Q' P"  und  PP'P"  diesen 
Kegelschnitt,  d.  h.  derselbe  berührt  alle  vier  Seiten  des  vollstän- 
digen Vierseits  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  SS'S";  da  nun 
die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  Q  P'  P"  und  SS'  S"  einen  Ke- 
gelschnitt berühren,  so  liegen  auch  die  sechs  Ecken  derselben 
auf  einem  andern  Kegelschnitt  (§  28),  d.  h.  der  durch  QP'P"SS' 
gelegte  Kegelschnitt  geht  durch  S"  und  endlich  aus  demselben 
Grunde  der  durch  Q' P"  P S  S'  gelegte  Kegelschnitt;  also  laufen 
die  vier  angegebenen  Kegelschnitte  durch  einen  und  denselben 
Punkt  w.  z.  b.  w. 

Der  Kegelschnitt,  welcher  die  vier  Seiten  des  vollständigen 
Vierseits  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  SS'S"  berührt,  kann 
auch  als  bestimmt  angesehen  werden  durch  zwei  beliebige 
Tripel  öö'ö"  und  SS'  S",  deren  sechs  Seiten  ihn  berühren; 
da  nun  die  Gerade,  welche  die  drei  zu  0  Q' Q"  konjugirten 
Punkte  PP'P"  enthält,  denselben  Kegelschnitt  berührt,  so 
muss  auch  diejenige  Gerade,  welche  die  zu  SS'S"  konjugir- 
ten Punkte  RR'R"  enthält,  ihn  berühren  und  wir  erkennen 
also,   dass  die  acht  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Vierseite 
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einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren.  Dies  giebt  folgenden 
Satz: 

Die  Seiten  zweier  Tripel  der  Tripclkurve  berüh- 
ren einen  Kegelschnitt,  der  auch  diejenigen  beiden 
Geraden  zu  Tangenten  hat,  welche  die  den  Eckpunk- 
ten der  Tripel  konjugirten  Punkte  der  Tripelkurve 
enthalten,  so  dass  also  die  Seiten  zweier  solcher  voll- 
ständigen Vierseite,  wie  oben  eines  (PQP'  Q'  P''  Q'')  in 
Betracht  gekommen  ist,  immer  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  berühren.  ' 

Von  besonderem  Interesse  für  die  vorliegende  Betrachtung 
ist  es,  die  beiden  willkührlichen  Punkte  S  S'  auf  zwei  Diagonalen 
des  vollständigen  Vierseits  anzunehmen:  S  auf  der  Diagonale  PQ 
und  S'  auf  der  Diagonale  P'  Q\  dann  muss  auch  der  dritte 
Punkt  S"  auf  der  Diagonale  P''  Q"  liegen.  In  der  That,  durch 
die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  und  die  Gerade  SS' 
als  Tangenten  ist  derjenige  Kegelschnitt  St  bestimmt,  welcher  zu- 
gleich SS''  und  S'  S''  berührt.  Das  Diagonaldrei^ck  des  einem 
Kegelschnitt  umschriebenen  vollständigen  Vierseits  ist  immer  ein 
Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  (§  30);  folglich  sind  die 
drei  Geraden  PQ,  P'  Q\  P''  Q''  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ß;  da  nun  SS'  eine  Tangente 
desselben  ist,  welche  PQ  in  S  trifft,  so  wird  die  andere  durch 
S  gehende  Tangente  der  vierte  harmonische  Strahl,  dem  SS'  zu- 
geordnet, sein,  während  SP  und  der  von  S  nach  dem  Schnitt- 
punkte [P'  Q',  P"  Q")  hingehende  Strahl  das  andere  Paar  zuge- 
ordneter Strahlen  ist;  in  gleicher  Weise  konstruiren  wir  die 
zweite  durch  S'  gehende  Tangente  des  Kegelschnitts  ß;  diese 
Tangente,  sowie  die  vorige  müssen  durch  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  auf  P"  Q"  gehen,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit 
SS'  zugeordnet  ist,  während  die  beiden  andern  zugeordneten 
die  Punkte  (PQ,  P"  Q")  und  [P'  Q',  P"  Q")  sind;  also  ist  die- 
ser vierte  harmonische  Punkt  der  Schnittpunkt  jener  beiden  Tan- 
genten, d.  h.  der  Punkt  S",  Wir  haben  mithin  gesehen,  dass, 
wenn  von  den  beiden  willkührlich  anzunehmenden  Punkten  SS' 
der  eine  ^S^  auf  der  Diagonale  P  Q  und  der  andere  S'  auf  P'  Q'  liegt, 
dann  der  dritte  S"  auf  der  dritten  Diagonale  P"  Q"  des  volktän* 
digen  Vierseits  liegen  muss. 

Wählen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserer  Tripelkurve  zurück- 
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kehren,  auf  welcher  das  vollständige  Vierseit  liegt,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  PQ,  P'  Q\  ^"  Q"  drei  l*aare  konjugirter  Punkte 
der  Tripelkurve  sind,  die  beiden  Punkte  S  und  S'  so,  dass  S 
der  drifte  Schnittpunkt  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelkurve  und 
gif ieberv« eise  S'  der  drille  Schnittpunkt  von  P'  Q'  mit  derselben 
wird,  dann  muss  5"  auf  der  Geraden  P''  Q"  liegen  und  zugleich 
auf  der  Tripelkurve,  weil  S  S'  S''  ein  Tripel  der  Tripelkurve 
bilden,  folglich  ist  S"  der  drille  Schnittpunkt  der  Geraden  P" Q" 
mit  der  Tripelkurve;  wir  erhallen  hieraus  folgenden  Salz: 

Wenn  man  ein  beliebiges  Tripel  der  Tripelkurve 
Q  Q'  Q"  hat,  so  treffen  die  Seilen  desselben  ff  Q'\  ff' Q, 
Qff  die  Kurve  zum  dritten,  Male  in  drei  neuen  Punk- 
ten PP'P'\  welche  die  konjugirten  Punkte  der  Tripel- 
kurve zu  den  ersteren  sind  und  in  gerader  Linie  lie- 
gen; die  drei  Verbindungslinien  PQ,  P' Q\  P" 0"  treffen 
ferner  die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten  SS'S'\ 
welche  wiederum  ein  neuesTripel  der  Tripelkurve  sind. 

Hieraus  folgt  weiter,  da  wir  wissen,  dass  die  Tangenten  in 
zwei  konjugirten  Punkten  P  Q  an  der  Tripelkurve  sich  in  einem 
dritten  Punkte  R  derselben  treffen  und  die  drei  Punkte  P  Q  R 
ein  Tripel  der  Tripelkurve  bilden,  folglich  der  konjugirte  Punkt 
zu  R  der  dritte  Schnittpunkt  S  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripel- 
kurve sein  muss:  die  dritten  Schnittpunkte  der  Tangenten  in 
PP'  P''  oder  in  QQ'Q"  mit  der  Tripelkurve  sind  die  drei  Punkte 
RR' R!'  und  konjugirte  Punkte  zu  den  obigen  Punkten  SS'  S"\ 
da  diese  ein  Tripel  bilden,  so  müssen  jene  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  also: 

Die  drei  Tangenten  der  Tripelkurve  in  den  drei 
Eckpunkten  eines  Tripels  derselben  treffen  sie  in 
drei  neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Tripelkurve 
in  drei  Punkten  und  man  zieht  die  Tangenten  in  den- 
selben, so  treffen  sie  die  Tripelkurve  in  drei  neuen 
Punkten,  welche  wieder  auf  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Sätze  gestatten  ein  eigenlhümliches  Fortschreilen  zu 
einem  Cyklus,  indem  man  einerseits  von  einer  Geraden  zu  einer 
nächsten  u.  s.  f.  oder  anderseits  von  einem  Tripel  Q  Q'  Q"  zu 
einem  folgenden  SS'  S"  u.  s.  f.  weiter  geht;  die  Frage,  ob  ein 
solcher  Cyklus  sich  schliesst  oder  bis  ins  Unendliche  fortläuft, 
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ist  dabei  von  besonderem  Interesse,  erfordert  jedoch  tiefer  gebende 
Untersuchungen.  (Vgl.  Steiner,  geom.  Lehrsätze,  Crelle's  Journal 
Bd.  XXXII  pag.  182  und  300.) 

Nehmen  wir  zwei  behebige  Tripel  der  Tripelkurve  QQ'  0'\ 
öl  Öl' Öl"  und  ihre  konjugirten  Punkte  PP'P'\  P^P^  P{\  %(s 
haben  wir  zwei  vollständige  Vierseite,  die  der  Tripelkurve  ein- 
beschrieben sind  und  deren  acht  Seiten,  wie  wir  gesehen  haben, 
einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren;  bezeichnen  wir  diese 
acht  Geraden: 

ö'  Q''  P    =91  0{  Q-  P^     =  5li 

ö"  ö    />'   =  33  öl"  Öl    Pi    =  »1 

Q    ö'  i>-  ==  g  0,  öl'  ^r  =  6i 

p    i>'  i>"  =3  3)  />!   i>/  i>i"  =  S)i. 
Zugleich  haben  wir  acht  Tripel  der  Tripelkurve ;  nämlich: 

i>'  P"  Q  und  i>/  i>/'  öl 

i>"P    ö'  P/'A    öl' 

P    P'  Q"  />!   />/  Q{' 

Q    Q'  Q''  öl    Öl'   öl". 

Da  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve  immer  sechs  Punkte 

eines  Kegelschnitts  sind,   also  auch  die  Seiten  zweier  Tripeldrei- 

ecke  immer  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind,  so  haben 

wir  ein  Brianchon'scbes  Sechsseit: 

9ia5  33  2liS)^g3i, 

dessen  Hauptdiagonalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  diese  sind: 

PP^      P'  P{      (91  »1,  »«i). 

Der    Schnittpunkt    [PP^f    P' P\)    Hegt    also    in    der    Geraden 

(91S3],  S3^i);  anderseits  haben  wir  das  Brianchon'sche  Sechsseit: 

©6  2ia3i6i9li, 
dessen  Hauptdiagonalen: 

ööi        Ö'Ö/        (3l©i,.  S3  9li) 
sich  ebenfalls  in  einem  Punkte  treffen,  also  liegt  auch  der  Schnitt- 
punkt : 

(ÖÖi,  Ö'Öi')    in  der  Geraden    (91»!,  »«i); 

folglich  ist  die  Verbindungslinie: 

[{PP^,  P'P{),  (Oöi.  Ö'Ö,')]  identisch  mit  der  Geraden  (91  ®i,  S9li). 

In  gleicher  Weise  zeigen  die  beiden  Brianchon'schen  Sechsseite: 

a3S)6a3iS)iei    und    6  9l»6i3li»i, 

dass  die  Verbindungslinie: 
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identisch  mit  der  Geraden  (S3€i,  (S93i)  ist,  und  endlich  die  bei« 
den  Brian chon' sehen  Sechsseite: 

6SD9l6i5)iS!li     und    31  83  ß  «j  S^  61, 
dass  die  Verbindungslinie: 

identisch  mit  der  Geraden  (6  5li,  21  61)  ist.  Aus  dem  Brian - 
chon 'sehen  Sechsseit: 

folgt  aber,  ^dass  die  drei  Hauptdiagonalen: 

(9l35i,  ^%)  (S6i»  6S3i)  (69li,  2l6i) 
sich  in  einem  Punkte  treffen ,  also  auch  die  mit  ihnen  identischen 
durch  die  PP'  P"  und  QQ'  Q''  ausgedrückten  Geraden;  sehen  wir 
die  letzteren  an,  so  erkennen  wir,  dass  es  die  Verbindungslinien 
korrespondirender  Ecken  zweier  Dreiseite  sind,  gebildet  von  den 
Geraden: 

einerseits  PP^         P' P{         P'' P(' 

und  anderseits  QQ^        Q'  Q{        ö"  Q^'\ 

folglich  müssen  die  korrespondirenden  Seiten  selbst  sich  in  drei 
Punkten  treffen,  die  auf  einer  Geraden  liegen  (§  11),  d.  h.  die  drei 
Schnittpunkte: 

[PP,,  Q  Q,)      (/>'  P^,  Q'Q{)       (P"  />/',  Ö"  Öl") 
liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte: 

sind  nach  dem  Früheren  nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  PP,,  P' P{,  P" P('  mit  der  Tripelkurve; 
also  haben  wir  den  Satz: 

■ 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  Tripelkurvis  in 
den  drei  Punkten  P P' P"  und  eine  zweite  Gerade  in 
P^P(P;\  so  treffen  die  drei  Geraden  PP^,  P' P(,  P" p;' 
die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten  P<^P^ P^',  welche 
wiederum  auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordnung  ist 
dabei  ganz  willkührlich  und  giebt  zu  weiteren  Beziehungen  Anlass.) 

Oder: 

Hat  man  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve  öjp'ö" 

und  Q,Qi  Qi"  (die  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen). 

'  so  treffen  die  drei  Verbindungslinien  QQ^,  Q'Q\*  0''0i 

Schrüler,  Theorie  d.  Kegelschn.  3ö 
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die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten,  die  allemal 
auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz 
gleichgültig.)     Da  die  drei  Punkte: 

auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  ihre  konjugirten: 

02  =  (^Öi,  QP,)    Q{  =  [P'Qi.  \ffP^)    Q2  =  (i^"ör,  &'pn 

ein  Tripel  bilden,  also: 

Hat  man  irgend  ein  Tripel  QQ'  Q''  der  Tripelkurve 
und  eine  beliebige  Gerade,  welche  derselben  in  den 
Punkten  PiPi  Pi'  begegnet,  so  treffen  die  drei  Ver- 
bindungslinien Oi>i,  Q'Pi,  Q''  P{'  die  Tripelkurve  in 
drei  neuen  Punkten  Q^Q^Q^*  welche  allemal  ein  Tri- 
pel der  Tripelkurve  bilden.  (Die  Zuordnung  ist  dabei  völ- 
lig indilTerent.) 

Aus  den  verschiedenen  Zuordnungen,  welche  hierbei  möglich 
sind,  werden  sich  neue  Beziehungen  ergeben,  deren  Aufsuchung 
hier  zu  weit  fähren  wurde.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  die 
vorige  Betrachtung  beiläufig  eine  Eigenschaft  von  acht  Tangeuten 
eines  Kegelschnitts  liefert;  der  polare  Nebensatz  lässt  sich  so 
aussprechen: 

Hat  man  acht  beliebige  Punkte  eines  Kegel  Schnitts 
und  theilt  dieselben  irgendwie  in  zwei  Gruppen  von 
je  vier,  welche  in  beliebiger  Weise  einander  zugeord- 
net werden: 

ah  c  d      und       a^  h^  q  d^, 

bestimmt  man  ferner  die  drei  Paar  Schnittpunkte: 

[ah^  a^h^  ^=  X       (ac,  a^c^  =  y       («^f  <*i^i)  =  ^ 
[cd,  c^d^  =  S        ^d,  h^d^  =  1/       (6c,    \c^  —  f, 

so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  a;§,  yi/,  z^ 
in  einem  Punkte. 

Um  die  Totalität  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  in  einem 
Netze  enthalten  sind  und  sich  zu  Büscheln  ordnen,  in  anschau- 
licher Weise  zu  übersehen,  denken  wir  uns,  indem  wir  von  den 
drei  willkührlich  angenommenen  Kegelschnitten  ABC,  welche 
nicht  einem  Büschel  angehören,  ausgehen,  zunächst  ein  Büschel 
[B,  C)  aus  den  beiden  Kegelschnitten  B  und  C  hergestellt  und 
verfolgen  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  ^,  welcher  das  ganze 
Büschel  {B,  C)  durchläuft;  der  dritte  feste  Kegelschnitt  Ä  und  der 
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veräoderlicbe  31  konstituiren  nun  ein  veränderliches  Busche!  {A,  ^) 
und  alle  Kegelschnitte  desselben  bilden  die  Gesammtheit  der 
Kegelschnitte  des  Netzes,  d.  h.  wenn  wir  an  Stelle  von  ABC 
drei  beliebige  andere  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  nicht  dem- 
selben Büschel  angehören,  in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung 
des  Netzes  verwenden ,  so  treten  keine  neuen  Kegelschnitte  mehr 
auf,  sondern  nur  die  früheren,  aber  in  anderer  Anordnung 
zu  Büscheln  vereinigt.  Nehmen  wir  nämlich  zunächst  aus  dem 
Büschel  (C,  A)  einen  beliebigen  Kegelschnitt  S3  und  bilden  das 
veränderliche  Büschel  {B,  33),  so  wird  jeder  Kegelschnitte  des- 
selben gleichzeitig  in  einem  der  vorigen  Büschel  (A,  ^)  enthalten 
sein  und  umgekehrt;  denn  weil  ^  33  ^  einem  Büschel  angehören 
und  C^  A  einem  andern ,  so  wird  nach  dem  oben  bewiesenen 
Satze  ein  Kegelschnitt  ^  existiren  müssen,  welcher  gleichzeitig 
dem  Büschel  (B,  C)  und  dem  Büschel  {A,  X)  angehört,  oder  die 
Mittelpunkte  dieser  beiden  Büschel  müssen  auf  ein  und  demsel- 
ben Kegelschnitte  91  liegen;  folglich  gehört  X  einem  Büschel 
[A,  ^)  an,  bei  welchem  91  aus  dem  Büschel  [B,  C)  genommen 
ist;  also  jeder  Kegelschnitt  aus  dem  veränderlichen  Büschel  [B,  33) 
ist  gleichzeitig  unter  den  aus  dem  veränderlichen  Büschel  {A^  91) 
hervorgehenden  Kegelschnitten  enthalten  und  umgekehrt.  Es 
gehen  daher  dieselben  Kegelschnitte  des  Netzes  hervor,  ob  wir 
(B,  C)  und  A  oder  (C,  Ä)  und  B  oder  endlich  auch  [A^  B)  und 
C  in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung  des  Netzes  verwenden. 
Nehmen  wir  ferner  einen  beliebigen  Kegelschnitt  D  aus  einem 
der  unendlich-vielen  Büschel  [A^  91)  heraus,  z.  B.  aus  dem  Büschel 
[A,  9Co),  so  liegen  einmal  DA^^  in  einem  Büschel,  zweitens 
^9l9lo  in  einem  Büschel,  folglich  haben  die  Büschel  [D,  B)  und 
[A,  91)  einen  Kegelschnitt  gemein;  dieser  bestimmt  mit  A  das 
veränderliche  Büschel  [A,  91)  und  kann  also  jedesmal  auch  aus 
dem  Büschel  [B^  D)  genommen  werden,  d.  h.  verwenden  wir 
{B,  i>)  und  A  zur  Bildung  des  Netzes,  so  erhalten  wir  dieselben 
Kegelschnitte,  als  wenn  wir  {B,  C)  und  A  in  gleicher  Weise  da- 
zu verwenden;  hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  [B,  A)  und  D  die- 
selben Kegelschnitte  des  Netzes  liefern,  folglich  auch  [B,  E)  und 
D  und  endlich  auch  (i>,  E)  und  Fy  wenn  B  E  F  irgend  drei  nicht 
demselben  Büschel  angehörige  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche  aus 
der  Gesammtheit  [A,  91)  entnommen  sind.  Aus  dem  Vorigen  er- 
giebt  sich  unmittelbar,    dass   durch  einen  willkührlich  an- 

35* 


548  Vierter  Abschnitt. 

genommenen  Punkt  p  der  Ebene  unendlich-viele  Ke- 
gelschnitte des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büschel 
bilden,  denn  man  braucht  nur  durch  p  den  einzigen  besttnam- 
ten  Kegelschnitt  Sq  zu  legen,  welcher  dem  Büschel  (P,  C)  an- 
gehört, und  den  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  So»  welcher 
dem  Büschel  (C,  A)  angehört;  die  beiden  Kegelschnitte  $[o®o  ^^^ 
stimmen  ein  Büschel,  welches  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes 
enthält,  die  durch  p  gehen.  Bestimmen  wir  noch  den  Kegel- 
schnitt €q,  welcher  durch  p  geht  und  dem  Büschel  {A,  B)  auge- 
hört, so  gehört  er,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  gleichzeitig 
dem  Büschel  (9[of  S3o)  an.  Ferner  folgt  hieraus,  dass  durch 
zwei  willkührlich  in  der  Ebene  angenommene  Punkte 
p  und  Pi  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt  des 
Netzes  hindurchgeht,  denn  es  giebt  in  dem  vorhin  bestinam- 
ten  Büdchel  (Sto?  99o)  "^^  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt, 
welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  p^  geht.  Das  Kegelscbnitt- 
netz  ist  also  ein  Gebilde  von  doppelter  Unendlichkeit,  weil  jeder 
Kegelschnitt  desselben  zwei  Willkührlichkeiten  enthält. 

Die  vorige  Bemerkung  giebt  zugleich  Aufschluss  über  die 
besondere  Natur  der  in  einem  Netze  enthaltenen  Kegelschnitte. 
Es  giebt  nämlich  unendlich-viele  gleichseitige  Hyperbeln 
in  dem  Netze,  welche  ein .  besonderes  Büschel  des  Netzes  bilden ; 
nehmen  wir  die  beiden  obigen  Punkte  p/>^  im  Unendlichen  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  an,  so  geht  durch 
sie  eine  bestimmte  gleichseitige  Hyperbel  des  Netzes;  nehmen 
wir  ein  zweites  Paar  unendlich -entfernter  Punkte  pp^  in  zwei 
rechtwinkligen  Richtungen  an,  so  bestimmt  dasselbe  eine  zweite 
gleichseitige  Hyperbel;  diese  beiden  bestimmen  ein  ganzes  Büschel 
von  gleichseitigen  Hyperbeln  (§  38),  welche  dem  Netze  an- 
gehören; weiter  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  dem  Netze;  denn  käme  noch  eine  dritte  vor,  welche 
nicht  dem  vorigen  Büschel  angehörte,  so  würde  sie  mit  Jeder 
der  früheren  ein  neues  Büschel  von  lauter  gleichseitigen  Hyper- 
beln erzeugen  und  es  müssten  daher  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 
gleichseitige  Hyperbeln  sein ;  sind  daher  die  Kegelschnitte  ÄBÜ^ 
welche  wir  als  gegeben  ansehen,  nicht  alle  drei  gleichseitige 
Hyperbeln,  so  giebt  es  in  dem  Netze  nur  ein  eiuziges  bestimm- 
tes Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln;  wenn  aber  die  drei  gege- 
benen Kegelschnitte  ABC  selbst  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  so 
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besteht  das  Netz  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  und  hat  da- 
her einen  speciellen  Charakter.  Unter  den  Kegelschnitten  des 
Netzes  giebt  es  ferner  im  Allgemeinen  unendlich-viele  Parabeln; 
lassen  wir  nämUch  die  willkührlich  anzunehmenden  Punkte  pp^ 
in  einen  Punkt  der  unendlich  «entfernten  Geraden  &^  zusam« 
menfallen,  so  wird  der  durch  jene  bestimmte  Kegelschnitt  des 
Netzes  eine  Parabel»  weil  er  ®^  berührt.  Jeder  Punkt  von  @n 
ist  also  der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  dem  Netze  angehörigen 
Parabel,  welche  nach  dem  Obigen  leicht  herzustellen  ist.  Denken 
wir  uns  zwei  solche  Parabeln  des  Netzes  konstruirt,  deren  un- 
endlich •entfernte  Punkte  p,  7C  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  liegen,  so  bestimmen  dieselben  ein  Büschel  des  Netzes, 
in  welchem  nothwendig  ein  Kreis  vorkommen  muss,  oder  die 
vier  Sehnittpunkte  dieser  beiden  Parabeln  liegen  auf  einem  Kreise 
(§  38);  dieses  ist  im  Aligemeinen  der  einzige  Kreis  unter 
den  Kegelschnitten  des  Netzes;  denn  konstruiren  wir  ein  anderes 
Paar  Parabeln,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  p'  und  n  eben- 
falls in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so 
müssen  ihre  Schnittpunkte  auf  demselben  Kreise  liegen;  seien 
nämlich  P  und  Jl  die  beiden  ersten,  P'  und  il'  die  beiden  an- 
dern Parabeln,  so  können  wir  PHP'  für  die  drei  ursprunglichen 
das  Netz  erzeugenden  Kegelschnitte  ABC  setzen;  in  dem  Büschel 
{P,  77)  ist  der  Kreis  S  enthalten;  St  und  P'  bestimmen  ein 
zweites  Büschel  des  Netzes,  in  welchem  nothwendig  noch  eine 
Parabel  ausser  P'  enthalten  sein  muss,  welche  ihren  unendlich- 
entfernten  Punkt  in  einer  senkrechten  Richtung  zu  derjenigen 
des  unendlich-entfernten  Punktes  von  P'  hat;  ist  p  der  letztere 
und  76  der  erstere,  so  giebt  es  durch  7if  nur  eine  einzige  Para- 
bel des  Netzes  77',  welche  die  eben  genannte  ist;  daher  haben 
auch  umgekehrt  die  beiden  Parabeln  P'  77'  ihre  Schnittpunkte 
•auf  dem  Kreise  ^  oder  ft  ist  gemeinschaftlich  den  beiden  Buschein 
(P,  77)  und  (P\  77').  Endlich  kommen  unter  den  Kegelschnitten 
des  Netzes  auch  Linienpaare  in  unendlicher  Menge  vor;  jedes 
Büschel  enthält  im  Allgemeinen  drei  Linienpaare,  von  denen  eines 
immer  reell  ist.  Der  von  allen  diesen  Geraden  umhüllte  Ort  ist 
eine  bestimmte  Kurve  dritter  Klasse  St^^K  weiche  mit  der 
Tripelkurve  in  innigem  Zusammenhange  steht.  Da  nämlich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  p  der  Ebene  nur  einfach  unendlich-viele 
Kegelschnitte  des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büschel  bilden  (^99o)» 
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SO  gehen  durch  den  Punkt  p  im  Allgemeinen  nur  drei  gerade 
Linien,  welche  Theile  von  Linienpaaren  sind,  die,  als  Kegel- 
schnitte betrachtet,  dem  Netze  angehören;  also  ist  der  Ort  von 
diesen  Geraden  eine  Kurve  dritter  Klasse  ^^^\  Vermöge  der 
ohigen  Erzeugung  des  Netzes  können  wir  die  Kurve  S^^^  in  der 
Weise  konstruiren,  dass  ^sir  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  % 
das  Büschel  {B,  C)  durchlaufen  lassen  und  für  die  beiden  Kegel- 
schnitte A  und  %  jedesmal  die  sechs  gemeinschaftlichen  Sekanten 
ermitteln,  welche  den  gesuchten  Ort  &^^^  umhüllen. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Form  eines  Satzes  aussprechen, 
der  zu  vielen  interessanten  speciellen  Fällen  Veranlassung  bietet: 

Drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  haben  zu  zweien 
zusammengefasst  drei  Mal  je  sechs  gemeinschaftliche 
Sekanten;  diese  achtzehn  Geraden  sind  Tangenten  ein 
und  derselben  Kurve  dritter  Klasse. 

Zu  der  Tripelkurve  hat  die  gefundene  Kurve  Ä^^)  eine  be- 
sondere leicht  erkennbare  Beziehung;  eine  gemeinschaftliche  Se- 
kante zweier  Kegelschnitte  des  Netzes  hat  nämlich  die  Eigenschaft, 
dass  die  beiden  Punktsysteme,  welche  ihr  in  Bezug  auf  beide  Kegel- 
schnitte zugehören,  identisch  sind  (§  61);  nehmen  wir  nun  irgend 
einen  dritten  Kegelschnitt  des  Netzes,  welcher  nicht  mit  den  bei- 
den vorigen  demselben  Büschel  angehört,  so  gehört  in  Bezug  auf 
ihn  jener  Geraden  ein  zweites  Punktsystem  zu  und  die  beiden 
auf  einander  liegenden  Punktsysteme  haben  im  Allgemeinen  ein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  JP,  Q.  Da  dies  konju- 
girte  Punkte  für  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  welche  nicht 
demselben  Büschel  angehören,  so  sind  es  konjugirte  Punkte  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  der  Tripelkurve;  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier 
Kegelschnitte  des  Netzes  ist  mithin  allemal  die  Verbindungslinie 
zweier  konjugirten  Punkte  P,  Q  der  Tripelkurve  und  auch  umge- 
kehrt; denn  ziehen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Paares 
konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  P^  Q  und  nehmen  einen  be- 
liebigen Punkt  p  derselben,  so  geht  durch  p  ein  einziger  be- 
stimmter Kegelschnitt  %  aus  dem  Büschel  [B^  C)  und  ein  einziger 
bestimmter  Kegelschnitt  S3  aus  dem  Büschel  (C,  A)\  die  beiden 
Kegelschnitte  S3  und  %  müssen  P  Q  ausser  in  p  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  n  treffen,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  p 
zugeordnete  ist,  während  Pund  Q  die  beiden  andern  zugeordneten 
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Punkte  sind;  folglich  ist  PQ  eine  gemeinschäflliche  Sekante  der 
beiden  Kegelsclinitte  91  und  93  des  Netzes.  Wir  haben  also  fol- 
genden Satz: 

Die  Verbindungslinien  sämmtlicher  Paare  konju- 
girter  Punkte  der  Tripelkurve:  PQ  umhüllen  eine 
Kurve  dritter  Klasse,  welche  identisch' ist  mit  derje- 
nigen, die  von  sämmtlichen  Linienpaaren,  welche  un- 
ter den  Kegelschniten  des  Netzes  auftreten,  berührt 
wird. 

Die  Verbindungslinie  PQ  zweier  konjugirter  Punkte  der  Tri- 
pelkurve schneidet  im  Allgemeinen  jeden  Kegelschnitt  des  Netzes 
in  zwei  Punkten,  welche  harmonisch  liegen  mit  jP,  Q  und  zuge- 
ordnet sind,  also  immer  in  Punktenpaaren  ein  und  desselben 
Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte  P,  Q  sind.  Wir  können 
daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  Gerade  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sie 
drei  beliebig  in  der  Ebene  gegebene  Kegelschnitte 
A  BC  in  drei  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  (sechs 
Punkten  einer  Involution)  trifft,  umhüllt  eine  Kurve 
dritter  Klasse  ^^^\  welche  zugleich  die  achtzehn  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  je  zweier  der  gegebenen 
drei  Kegelschnitte  berührt.  Die  Asymptotenpunkte 
der  Punktsysteme  auf  allen  solchen  Geraden  liegen 
auf  einer  Kurve  dritten  Grades  (der  Tripelkurve  von  den 
drei  Kegelschnitten  ABC),  Es  ist  leicht,  den  Berührungspunkt  einer 
Geraden  P Q  mit  der  von  ihr  eingehüllten  Kurve  JS^^^  zu  ermitteln; 
denken  wir  uns  ein.  der  Tripelkurve  einbeschriebenes  vollständiges 
Vierseit,  wie  es  früher  in  Betracht  gezogen  ist:  PQP'Q' P" Q'\ 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  aus  drei  Paaren  konjugirter  Punkte 
der  Tripelkurve  bestehen,  in  der  Weise  verändert,  dass  wir  ein 
Paar  PQ  festhalten  und  das  zweite  Paar  P'  Q'  ihm  allmählich 
nähern,  indem  wir  zuletzt  P'  mit  P  und  also  auch  Q'  mit  Q  zu- 
sammenfallen lassen,  dann  geht  P"  in  den  Schnittpunkt  der  bei- 
den Tangenten  an  der  Tripelkurve  in  P  und  Q,  und  Q"  also  in 
den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  PQ  mit  der  Tripel- 
kurve über;  es  ist  aber  Q"  :=[PQ\  P'Q)\  um  nun  den  Schnitt- 
punkt {PQ,  P'Q)  für  den  Grenzfall  des  Zusammenfallens  von 
P,  Q  mit  P' Q'  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  zu  berücksichtigen,  um  zu 
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erkennen,  dass  der  gesuchte  Berührungspunkt  der  vierte  harmo- 
nische, dem  dritten  Schnittpunkt  P"  zugeordnete  Punkt  sein  wird; 
also:  Die  veränderliche  Verbindungslinie  PQ  zweier 
konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  berührt  die  von 
ihr  eingehüllte  Kurve  dritter  Klasse  in  dem  vierten 
harmonischen  Punkt,  welcher  dem  dritten  Schnitt- 
punkt von  PQ  mit  der  Tripelkurve  zugeordnet  ist, 
während  P  und  Q  das  andere  Paar  zugeordnet-harmo- 
nischer  Punkte  sind. 

Hierausfolgt,  dass  die  Tripelkurve  C<^>  und  die  Kurve 
R^^)  sich  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  sie  sich 
treffen,  auch  berühren,  d.  h.  dieselbe  Tangente  haben, 
oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  sämmtlichen  Schnittpunkte  bei- 
der Kurven  paarweise  zusammenfallen.  Denn  sei  Q  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  beiden  Kurven  (7^^)  und  $(^>  und  denken 
wir  uns  die  Tangente  in  Q  an  der  Kurve  $^^)  gezogen,  so  muss 
von  ihren  beiden  übrigen  Schnittpunkten  mit  der  Tripelkurve, 
die  P  und  P'  heissen  mögen,  einer  der  konjuglrte  Punkt  P  zu  Q 
sein,  weil  8^^)  der  von  sämmtlichen  Verbindungslinien  PQ  um- 
hüllte Ort  ist,  und  der  andere  P'  mit  Q  zusammenfallen^  weil  Q 
der  Berührungspunkt  mit  j^^^)  ist,  also  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  PQP';  da  nun  dieser  mit  Q  zusammenfällt,  so  muss 
auch  P'  in  Q  hineinfallen  (§  8);  der  übrigens  noch  denkbare 
Fall,  dass  P  und  P'  konjugirte  Punkte  der  Tripelkurve  sein 
könnten,  zeigt  sich  als  unzulässig;  denn  da  Q  der  Berüliruogs- 
punkt  mit  R^^)  ist,  so  müsste  sein  zugeordneter  vierter  harmoni- 
scher Punkt  zu  PP'  der  dritte  Schnittpunkt  -mit  der  Tripelkurve 
sein,  also  wiederum  Q;  wenn  aber  von  vier  harmonischen  Punk- 
ten zwei  zugeordnete  zusammenfallen,  so  muss  auch  von  dem 
andern  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  hineinfallen;  fiele  der 
vierte  harmonische  Punkt  aber  nicht  auf  Q,  so  hätte  die  Gerade 
vier  Schnittpunkte  mit  der 'Tripelkurve,  was  unmöglich  ist;  folg- 
lich muss  P  oder  P'  mit  Q  zusammenfallen,  wie  oben  behauptet 
ist.  Ein  solcher  Schnittpunkt  Qq  der  beiden  Kurven  C^^)  und  Ä<^) 
besitzt  also  die  Eigenthümlichkeit,  dass  die  Tangente  in  ihm  für 
beide  Kurven  dieselbe  ist;  diese  Tangente  schneidet  die  Tripel- 
kurve C(^)  zum  dritten  Mal  in  dem  Punkte  Pq,  wekher  der  kon- 
jugirte zu  Qq  ist.  Nun  ist  früher  bewiesen  worden,  dass  die 
Tangente  in  Pq  die  Tripelkurve  C^*)  zum  dritten  Male  in  dem- 
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jenigen  Punkte  schneidet,  der  konjugirt  ist  zum  dritten  Schnitt- 
punkte von  Pq  Qq  mit  C^^^ ;  da  dieser  aber  Qq  selbst  ist,  so  ist 
sein  konjugirter  wieder  Pq,  d.  h.  die  Tangente  in  Pq  schneidet 
die  Tripelkurve  C^^^  in  drei  zusammenfallenden  Punkten;  sie 
heisst  eine  Wendetangente  und  ihr  Berührungspunkt  Pq  ein 
Wendepunkt  der  Tripelkurve.  Die  w^tere  Ausführung  dieser 
Betrachtung  giebt  die  Anzahl  und  gegenseitige  Lage  der  Wende- 
punkte einer  Kurve  dritten  Grades  C<^>.  Auch  für  die  Kurve 
dritter  Klasse  ^^^^  haben  die  gemeinschaftlichen  Punkte  Qq  von 
^^5)  und  C^^\  in  welchen  diese  Kurven  sich  zugleich  berühren, 
eine  eigenthümliche  Bedeutung,  im  Allgemeinen  giebt  es  näm- 
lich von  einem  beliebigen  Punkte  aus  drei  Tangenten  an  die 
Kurve  dritter  Klasse  $(^);  liegt  der  angenommene  Punkt  auf  der 
Kurve  Ä^*^  selbst,  so  fallen  zwei  durch  ihn  gehende  Tangenten 
in  die  eine  zusammen,  welche  $^^)  in  dem  angenommenen  Punkte 
selbst  berührt,  und  es  bleibt  noch  eine  dritte  Tangente  übrig, 
welche  im  Allgemeinen  von  diesen  beiden  zusammenfallenden  ver- 
schieden ist.  Ist  aber  insbesondere  der  ang'enoinmene  Punkt  ein 
Schnittpunkt  Qq  der  Kurve  Ä^^)  mit  C^^\  so  muss  auch  die  dritte 
Tangente  mit  den  beiden  erstem  zusammenfallen.  Dies  können 
wir  auf  folgende  Art  erkennen:  Irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  der  Tripelkurve  P,  Q  und  P'  Q'  bestimmen ,  wie  wir  wis- 
sen, eip  drittes  Paar  [PP\  QQ')  ^  P"  und  (PQ\  QP')  =  Q'' 
und  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  PQ, 
P'Q\  P"  Q"  drei  Paare  konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  sind, 
hat  zu  seinen  drei  Diagonalen  PQ,  P'Q\  P''ff'  drei  Tangenten 
der  Kurve  Ä^^^;  denken  wir  uns  nun  den  Wendepunkt  Pq  als 
drei  unendlich- nahe  Punkte  PP'  P'\  deren  Verbindungslinie  die 
Wendetangente  in  Pq  ist,  so  fallen  QQ' Q"  in  Qq  zusammen  (ohne 
indessen  in  gerader  Linie  tM  liegen,  da  nur  immer  zwei  Q  mit 
dem  dritten  P  in  einer  Geraden  liegen);  von  dem  vollständigen 
Vierseit  wird  also  eine  Seite  die  Wendetangente  in  Pq  und  die 
drei  andern  fallen  auf  Pq  Qq  zusammen ;  die  drei  Diagonalen  fallen 
folglich  auch  auf  diese  Gerade  und  der  Punkt  Qq  ist  also  ein 
solcher  ausgezeichneter  Punkt  der  Kurve  ^^\  dass  durch  ihn 
drei  zusammenfallende  Tangenten  [QqPq\  derselben  gehen;  er 
heisst  ein  Rückkehrpunkt  und  die  Tangente  in  ihm  eine 
Rückkehrtangent«  der  Kui*ve  dritter  Klasse  $t^).  Die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  C^^^  und  ^(^)  sind  also  für  die  letztere 
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zugleich  Rückkehrpunkte;  in  ihnen  berühren  sich  die  beiden 
Kurven  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  gehen  durch  die 
Wendepunkte  von  C^^K 

Wir  brechen  hier  die  allgemeine  Betrachtung  des  Kegel- 
schnittnetzes ab,  da  eine  weitere  Ausführung  die  dem  Buche 
gesteckten  Grenzen  überschreiten  und  zu  einer  Theorie  der  Kur- 
ven dritten  Grades  führen  würde,  in  Bezug  auf  welche  wir  auf 
L.  Cremona's  fntroduzione  ad  una  teoria  geoi^etrica  delle  curve 
piane,  Bologna  1862,  verweisen,  wo  auch  die  den  Gegenstand  be- 
treffende Literatur  in  vollständigster  Weise  angeführt  ist.  Wir 
wollen  nur  noch  auf  einen  besonderen  Fall  des  Kegelschnittnetzes 
hinweisen ,  welcher  zu  vielen  Beziehungen  zwischen  Kegelschnitten 
und,  noch  weiter  specialisirt,  zu  bekannten  Resultaten  ans  der 
Kreistheorie  führt.  Wenn  nämlich  die  drei  zur  Bestimmung  des 
Netzes  erforderlichen  Kegelschnitte  ABC  die  besondere  Lage 
haben,  dass  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  ihnen  gemein- 
schaftlich sind,   d.  h.  eine    gemeinschaftliche   Sekante  aller  drei 

'^Kegelschnitte  existirt, .  dann  muss  die  Tripelkurve  zerfallen  in 
diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt;  denn  da  der  gemeinschaft- 
lichen Sekante  dasselbe  Punktsystem  rücksichtlich  aller  drei  Ke- 
gelschnitte zugehört,  so  ist  jedes  Paar  konjugirter  Punkte  dessel- 
ben ein  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelkurve;  dieser 
gehört  also  die  ganze  Gerade  an  und  der  übrige  Theil  kann  nur 
noch  ein  Kegelschnitt  sein;  letzterer  geht  auch  durch  die  beiden 
gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Kegelschnitte  ABC  oder  hat 
dasselbe  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Sekante  von  ABC 
zu  seinem  zugehörigen,  weil  die  Asymptotenpunkte  desselben  als 
ein  besonderes  zusammenfallendes  Paar  konjugirter  Punkte  P,  Q 
der  Tripelkurve  anzusehen,  also  die  beiden  Doppelpunkte  dersel- 
ben sind.  Jeder  dieser  Punkte  ist  zugleich  als  ein  Theil  der 
Kurve  dritter  Klasse  Ä^^^  anzusehen,  welche  von  allen  Verbin- 
dungsstrahlen PQ  umhüllt  wird.  Diese  Kurve  zerfällt  daher  in 
drei  Punkte;  der  dritte  Punkt  ist  der  gemeinschaftliche  Schnitt- 
punkt  derjenigen    drei   gemeinschaftlichen    Sekanten   der  Kegel- 

"  schnittpaare  B,  C;  C^  A\  A,  B,  welche  den  übrigen  Theil  des 
Linienpaares  im  Büschel  bilden,  zu  dem  die  eine  gemeinschaft- 
liche Sekante  aller  drei  Kegelschnitte  ABC  gehört  (§  39).  Die 
Verbindungslinien  aller  Paare  konjugirter  Punkte  PQ  auf  dem 
Kegelschnitt,  welcher  von  der  Tripelkurve  übrig  bleibt,  laufen 
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daher  sämmtlich  durchweinen  Punkt.  Wir  können  also  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  ABC  eine  (reelle  oder 
ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  s  haben,  so  haben 
je  zwei  derselben  B  und  C,  C  und  A,  A  und  B  noch 
eine  gemeinschaftliche  Sekante  1 1' t",  den  übrigen 
Theil  des  Linienpaares,  welches  in  Je  einem  der  drei 
ßüschel  {B,  C)  {C,  A)  [A,  B)  vorkommt  und  von  welchem 
s  ein  Theil  ist.  Die  drei  Geraden  tt'  V'  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  0.  Von  den  drei  gemeinschaftlichen 
Tripeln  der  drei  Büschel  liegen  drei  Eckpunkte  auf 
s,  die  sechs  übrigen  auf  einem  Kegelschnitt  ß,  wel- 
cher die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von  jedem  Punkte 
P  desselben  die  drei  Polaren  in  Bezug  auf  ABC  sich 
wieder  in  einem  Punkte  Q  desselben  Kegelschnitts  ^ 
treffen;  die  Verbindungslinie  PQ  läuft  durch  den 
festen  Punkt  0,  der  zugleich  der  Pol  der  Geraden  s  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  £  ist. 

Zu  ganz  bekannten  Resultaten  werden  wir  geführt  durch 
weitere  Specialisirung  der  allgemeinen  Betrachtung;  nehmen  wir 
nämlich  insbesondere  für  die  drei  beliebig  zu  wählenden  Kegel- 
schnitte ABC  drei  Kreise  an,  so  haben  dieselben  die  unendlich- 
entfernte Gerade  zu  einer  gemeinschaftlichen  (ideellen)  Sekante  s; 
der  Punkt  0  wird  der  Punkt  der  gleichen  Potenzen  der  drei 
Kreise  ABC,  der  Kegelschnitt  ^  der  die  drei  angenommenen 
Kreise  rechtwinklig  schneidende  Kreis  und  0  sein  Mittelpunkt. 
Das  Kegelschnittnetz  besteht  in  diesem  Falle  aus  lauter  Kreisen, 
was  mit  dem  oben  gefundenen  Resultat,  dass  in  dem  allgemeinen 
Kegelschnittnetz  nur  ein  Kreis  vorkommt,  in  keinem  Widerspruch 
steht. 

Die  Durchführung  der  polar  gegenüberstehenden  Betrachtung, 
welche,  gleichfalls  von  drei  beliebigen  Kegelschnitten  ABC  aus- 
gehend, die  drei  Schaaren  [B^  C)  [C,A)  (A,  B)  und  die  durch 
sie  bestimmte  Tripelkurve  dritter  Klasse  ins  Auge  fasst,  darf  dem 
Leser  überlassen  bleiben,  da  sie  in  allen  wesentlichen  Punkten 
der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführten  Untersuchung  nachge- 
bildet werden  kann. 


Anhang. 


Ein  Kegelschnitt  ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt,  so- 
bald man  von  ihm  den  Mittelpunkt  m  und  ein  Tripel  konjugirter 
Punkte  xy  z  kennt  (§  45),  oder  allgemeiner:  ein  Involutions-Nelz 
ist  vollständig  bestimmt  durch  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und 
ein  Paar  von  Pol  und  Polare  (§  57) ;  wählt  man  für  das  letztere 
die  unendlich  -  entfernte  Gerade  (B^  und  den  Mittelpunkt  m,  so 
lässt  sich  leicht  das  demselben  zugehörige  Strahlsystem  (das  System 
der  konjugirten  Durchmesser)  und  das  Axenpaar  ermitteln  mit  den 
ihm  zugehörigen  Punktsystemen.  Bezeichnen  Pa  und  Pi,  die  Po- 
tenzen der  auf  den  beiden  Axen  des  Netzes  (oder  Kegelschnitts) 
befindlichen,  demselben  zugehörigen  Punktsysteme  (d.  h.  für  den 
Fall  der  Ellipse  die  Quadrate  der  Halbaxen  derselben),  so  haben 
wir  in  §  34  für  die  Verbindungen  {Pa  +  Pö)  und  P«  .  P^  fol- 
gende Ausdrücke  gefunden: 

(1.)  Pa  +  Pö  =  Pst, 

wo  P^  bedeutet   die   Potenz    des  Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf 

den  dem  Tripeldreieck  xyz  umschriebenen  Kreis,  und 

(2.)  P«  .  Pä  =  2  .  PiP2P^r, 

^^  Pi  P2P3  bedeuten  die  Perpendikel,  welche  vom  Mittelpunkte  m 
auf  die  Seiten  des  Tripeldreiecks  xyz  herabgelassen  werden  und 
r  den  Radius  des  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreises. 

Aehnliche  Ausdrücke  lassen  sich  für  diese  Verbindungen  er- 
mitteln, sobald  der  Kegelschnitt  oder  das  Netz  durch  andere  Be- 
stimmungsstücke gegeben  ist;  wir  haben  in  §§  33  und  58  irgend 
ein  Paar  konjugirter  Durchmesser  mit  den  auf  ihnen  befindlichen 
Punktsystemen  zur  Bestimmung  angenommen  und  daraus  die  be- 
kannten Beziehungen  zwischen  den  konjugirten  Durcbmessero  ab- 
geleitet. Andere  Bestimmungsarten  von  besonderem  Interesse  sind 
die  beiden  folgenden: 
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1)  Der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  und  drei  Tangenten, 
2j  der  Mittelpunkt  und  drei  beliebige  Punkte  desselben  sind  zur 
Bestimmung  gegeben. 

In  diesen  beiden  Fällen  hat  Steiner  für  die  Verbindung 
Pa  .  Pb  interessante  Ausdrücke  angegeben^),  und  Faure  für  die 
Verbindung  Pa  +  Pb**)^  ohne  dass  dieselben,  soviel  mir  bekannt 
ist,  auf  synthetischem  Wege  bewiesen  worden  sind.  Es  scheint 
daher  nicht  unangemessen,  eine  einfache  Ableitung  jener  Ausdrücke 
hier  nachträglich  mitzutheilen,  wie  sie  aus  den  in  dem  Buche 
dargelegten  Betrachtungen  sich  ergiebt. 

1)  Wenn  man  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  m 
und  drei  Tangenten,  welche  ein  Dreieck  abc  bilden,  kennt,  so 
kann  jede  beliebige  durch  m  gezogene  Gerade  301  als  die  Mittel- 
punktslinie einer  Kegelschnittschaar  von  vier  Tangenten  betrach- 
tet werden,  deren  drei  die  Seiten  des  Dreiecks  abc  sind;  dieser 
Schaar  gehört  offenbar  auch  der  gesuchte  Kegelschnitt  an  und 
die  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  der  Schaar  wird  nach  §  44 
so  gefunden:    Die  Mitten   der  Dreiecksseiten  bc,  ca,  ab  seien 

(Fig.  101.) 


a^  b^  C| ;  die  Seiten  dieses  neuen  Dreiecks  a^  b^  c^  treffen  97t  in 
den  Punkten  m^m^m^;  zieht  man  »ij  a,  Wg^,  Wg  c  und  macht 
=  amii   1W2/3  =  ftwj;  ^^y  =  cm>^,    so  liegen  die   drei 


nii  a 


Punkte  aßy  auf  einer  Geraden,  welche  die  gesuchte  vierte  Tan - 


*)  J.  Steiner:    „Teoremi  relativi   alle   coniche  inscritte  e  circo- 
scritte,"  Crelle's  Journal  für  Mathematik,  Bd.  XXX,  Seite  97. 

**)   Nouvelles   Annales   de   mathematiques  p.  M.  Terquem  et  M. 
Gerono,  tome  XX,  pag.  56. 
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gente  der  Schaar  ist.  Die  drei  Geraden  m^a,  m^h,  tn^c  sind 
die  Diagonalen  des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Schaar  gebildeten  vollständigen  Vierseits  und  schneiden  sich 
in  den  Punkten  xyz,  die  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  für 
sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden.  Beschreiben  wir 
um  das  Dreieck  xyz  einen  Kreis,  so  ist  die  Potenz  des  gege- 
benen Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  nach  dem 
Früheren  gleich  Pa  +  Pb-  Sei  0  der  Mittelpunkt  dieses  um 
xyz  beschriebenen  Kreises  und  aus  0  ein  Perpendikel  auf  die 
Gerade  3)1  herabgelassen,  welches  in  s  treffen  möge,  so  entliält 
dies  Perpendikel  nothwendig  den  Höhenpunkt  H  des  Dreiecks  abc 
(§  44)  und  es  ist: 

ferner,  wenn  wir  mit  R  den  Radius  des  dem  Dreieck  xyz  um- 
beschriebenen Kreises  bezeichnen: 

m^y  ,  m^z  =  m^O'^  —  R^, 

und  da  y  und  z  harmonisch  -  zugeordnete  Punkte  sind  mit  aa, 
deren  Mitte  m^  ist,   so  folgt: 

m^y  .  m^z  =  m^ a^  =  m^  0^  —  R^ ; 

wir  erhalten  also: 

mO^  —  R^  =  mH'^  +  m^a^  —  m^H'^. 

Denken  wir  uns  die  Höhe  Ha  gezogen,  welche  die  gegen- 
überUegende  Seite  6  c  in  a  treffen  mag ,  so  ist  a  ein  Punkt  im 
Kreise,  der  über  au  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann, 
folglich : 

Ha  .  HcL  =  Hm^^  —  m^a^ 
und  hiernach 

m  0'^  ^  R^  =  mH^  —  Ha  .  ^a; 

mO'^  —  R^  ist  aber  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  den 
dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

P^   +  Pi,  =  mH^  —  Ha  .  Ha, 

und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  drückt  nichts  anderes 
aus,  als  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  einen  neuen 
Kreis,  der  den  Punkt  H  zum  Mittelpunkt  und  das  Dreieck  abc 
zum  Tripeldreieck  hat;  dieser  Kreis  ^  ist  nur  reell,  wenn  der 
Punkt  H  ausserhalb  des  Dreiecks  abc  liegt,  d.  h.  das  Dreieck 
selbst   ein  stumpfwinkliges  ist;    der  imaginäre  Kreis  kann  aber 
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durch  das  ihm  zugehörige  reelle  favolutions  -  Netz  vertreten  wer- 
den, das  Quadrat  des  Radius  durch  das  Produkt  Ha  .  H^,  wel- 
ches in  dem  nicht  reellen  Falle  negativ  wird,  weil  a  und  a  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  H  liegen.  Unter  dieser  Modifikation 
können  wir  allgemein  den  Satz  aussprechen: 

(I.)  P,   +  Pf,  =  Pst. 

Wird  einem  beliebigen  Dreiseit  ein  Kegelschnitt 
einbeschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  xler 
auf  seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punkt- 
systeme (ev.  die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen) 
gleich  der  Potenz  des  Mittelpunktes  vom  Kegelschnitt 
in  Bezug  auf  denjenigen  Kreis,  welcher  den  Höhen- 
punkt des  gegebenen  Dreiseits  zu  seinem  Mittelpunkt 
und  die  Ecken  desselben  zu  einem  Tripel  konjugirter 
Punkte  hat. 

Um  einen  Ausdruck  für  die  zweite  Verbindung  Pa  .  Pb  zu 
erhalten,  scheint  es  einfacher,  durch  m  eine  besondere  Linie  9)i 
zu  legen,  die  durch  die  Mitte  a^  der  Seite  bc  des  gegebenen 
Dreiecks  hindurchgeht;  trifll  ma^  die  Verbindungslinie  h^Cy  in  s 
und  US  die  Seite  6c  in  ^  so  ist  ^  der  Berührungspunkt  des  Ke- 
gelschnitts mit  der  Seite  hc,  was  sich  auch  leicht  a  posteriori 
nachweisen   lässt.     Da   nämlich  m   der  Mittelpunkt  und  ab   eine 


(Fig.  102.) 


Tangente  des  Kegelschnitts  ist,  so  erhalten  wir  die  mit  ihr 
parallele  Tangente,  indem  wir  eine  von  m  ebenso  weit  wie  ah 
nach    entgegengesetzter  Seite    liegende    Parallele    ziehen;    diese 
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möge  bc  \n  h  treffen;  ebenso  erhalten  wir  die  parallele  Tangente 
zvL  ac,  indem  wir  eine  von  m  ebenso  weit  wie  ac  abstehende 
nach  entgegengesetzter  Seite  bin  liegende  Parallele  ziehen,  die 
bc  in  c  treffen  möge.  Sämmtliche  Paare  paralleler  Tangenten 
treffen  nun  die  feste  Tangente  6  c  in  Punktenpaaren  eines  Punkt- 
systems (§  31),  dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  von  bc 
mit  dem  Kegelschnitt  ist;  um  ihn  zu  finden,  ziehen  wir  durch 
m  Parallele  zu  jenen  beiden  Tangenten,  oder  mq  parallel  zu 
a^  b^  und  m  (^  parallel  zu  a^  c^ ,  so  dass  c^  die  Mitte  von  a  h  und 
bj  die  Mitte  von  ac  wird  und  b^Ci  mit  b^c^  auf  derselben  Ge- 
raden liegen;  dann  ist  wegen  der  Parallelität: 

S  bi     8  öj  S  C^ 

folglich 

sb^  .  sh^  =  s  c^  .  s  c^l 
es  sind  also  b^i^  und  q  q  zwei  Punktenpaare  eines  Punktsystems, 
dessen  Mittelpunkt  s  ist  und  ebenso  wegen  der  Parallelität^  weil: 

bf  =  2ci5;     ct  =  2his;     ct=i2i^s;    bt=^2c^s 

tb  .  ti  =:  tc,tc, 

d.  h.  t  der  Mittelpunkt  eines  Punktsystems,  dessen  zwei  Punkten- 
paare bh  und  cc  sind,  also  t  der  Berührungspunkt  der  Tangente 
bc  mit  dem  Kegelschnitt.  Die.  Potenz  dieses  Punktsystems  auf 
der  Tangente,  welches  von  sämmtlichen  Paaren  paralleler  Tan- 
genten ausgeschnitten  wird,  ist  gleich  aber  entgegengesetzt  der 
Potenz  desjenigen  Punktsystems,  welches  dem  durch  m  parallel 
zur  Tangente  gezogenen  Durchmesser  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehört;  dieser  Durchmesser  ist  der  konjugirte  Durch- 
messer zu  mt;  wir  haben  also  die  Potenzen  der  Punktsysteme 
auf  zwei  konjugirten  Durchmessern; 

P^  =  [m t)^;      P^  =  bt  .ti  ^==  et  .tc. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  konju- 
girten Durchmessern  mit  g>,  so  ist  bekanntlich: 

P^.P^.  sin2  q>  =  P^  .  P^.     (§  58.) 

Bezeichnen  wir  nun  die  Perpendikel,  welche  auf  die  Dreiecks- 
seiten djCj,  qa^,  a^b^  von  m  aus  herabgelassen  werden,  durch 
PiP2P'd'  ^^  liefert  die  Parallelität  folgende  einfache  Beziehungen: 

9 

.9.9.  9     tnOi 

m  r  .  sin^  ©  =  »/  .  — -^; 
^  *^^        mar 
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sei  noch  das  Perpendikel  von   s  auf  mb|   durch  ]}2,   das  von  s 
auf  mC]  durch  p.^  bezeichnet,  so  haben  wir: 


Ol  m 


ms  p,  pj 

also 


=  ^  =  ^   und  ^  Ci  .  <)3  =  Ci  5  .  Pi , 


m  fi  .  sin^  q)  =  P1P2P3  * 


171  Ci 


Da  ferner 


QiS  .pi 


SO  folgt: 


pt         m  bi  m  Ci 

9C|  .  sin  Ci  iii  Ci  a^bi ' 


mi^  .  sin2  9  =  Pi P2P3  •  T^rf 


sin  0|  QiS  ,  8  Ci 

und  mit  Berücksichtigung  der  oben  gefundenen  Beziehung: 

P^  .  P»  sin^  9  =  P«  .  i>^  =  4  P1P2P3  •  ^^"i;^- 
Das  Verhältniss    V  '     druckt  bekanntlich   den  Durchmesser 

sin  C| 

des  dem  Dreieck  a^b^c^  umschriebenen  Kreises  oder  den  Radius 
r  des  dem  gegebenen  Dreieck  abc  umschriebenen  Kreises  aus, 
so  dass  folgt: 

(II.)  Pa  .  Pb  =4  '  P1P2PS  •  r,     d.  h. : 

Wird  einem  beliebigen  Dreiseit  ein  Kegelschnitt 
einbeschrieben,  so  ist  das  Produkt  der  Potenzen  der 
auf  seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punkt- 
systeme (ev.  das  Produkt  der  Quadrate  der  Halbaxen) 
gleich  dem  vierfachen  Produkt  der  aus  seinem  Mittel- 
punkte auf  die  Seiten  desjenigen  Dreiseits  herabge- 
lassenen Perpendikel,  welches  die  Mitten  der  Seiten 
des  gegebenen  verbindet,  multiplicirt  mit  dem  Radius 
des  dem  gegebenen  Dreiseit  umschriebenen  Kreises. 

2)  Wenn  man  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  m 
und  drei  beliebige  Punkte  abc  kennt,  so  Qndet  man  ein  Paar 
konjugirter  Durchmesser,  indem  man  (Fig.  103)  durch  m  eine 
Parallele  zu  bc  und  die  Verbindungslinie  von  m  mit  der  Mitte  ai 
der  Seite  b  c  zieht ;  die  diesen  beiden  konjugirten  Durchmessern 
zugehörigen  Punktsysteme  kann  man  auf  folgende  Art  finden: 

Die  Gerade  m  a^  treffe  a  c  und  a  b  resp.  in  y  und  tj  und 
eine  durch  a  zw  bc  parallel  gezogene  Gerade  treffe  ma^  in  m; 
macht  man  m^  :=  am,   so  gehört  offenbar  d  dem  Kegelschnitt 

Schroter,  Theorie  d.  Keg«lsehn.  36 
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an  und  das  demselben  einbeschriebene  Viereck  ab  cd  hat  zu  sei- 
nem Diagonaldreieck  das  von  den  Punkten  yvi  und  dem  unend- 
lich-entfernten auf  hc  gebildete,  weil  offenbar  ydh  und  vidc  m 

(Fig.  103.) 


je  einer  Geraden  liegen;  folglich  sind  yvi  ein  Paar  konjugirler 
Punkte  auf  dem  Durchmesser  ma^^  und 

my  ,  mri  =^  P^. 

Treffe  ferner  der  durch  m  zu  bc  parallel  gezogene  Durchmesser 
ab  in  X,  und  sei  auf  ab  der  vierte  harmonische  dem  x  zuge- 
ordnete Punkt  x^,  während  a  und  b  das  andere  Paar  zugeord- 
neter Punkte  sind;  treffe  endlich  die  durch  x^  zu  ma^  parallel 
gezogene  Gerade  mx  in  ^,  so  ist  x^  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
auf  dem  Durchmesser,  welcher  zu  ma^  konjugirt  ist,   also: 

mx  .  m^  =  P<^, 

Der  Punkt  §  lässt  sich  noch  auf  eine  etwas  kürzere  Art 
ermitteln;  da  auf  bc  der  unendlich -entfernte  Punkt  und  die 
Punkte  a^y  b,  c  vier  harmonische  Punkte  sind  und  ebenso  auch 
xx^  ba,  so  schneiden  sich  mx,  ac,  x^Ui  in  einem  Punkte  s,  und 
da  ferner  b^a^  parallel  ax^,  a^  ;7i.  parallel  o?]^,  so  ist  ^^^m  parallel 
a^;  um  also  |  zu  finden,  brauchen  wir  nur  durch  a  eine  Parallele 
zu  b^m  zu  ziehen,  welche  mx  in  dem  konjugirten  Punkte  ^  tref- 
fen wird. 

Die  ausgeführte  Konstruktion  giebt  wegen  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  manche  Beziehungen;  bezeichnen  wir  mit  PiP^P^  ^^ 
drei  von  m  auf  die  Dreiecksseiten:  bc,  ca,  ab  herabgelassenen 
Perpendikel  und  mit  Tr^TTj^  die  drei  Perpendikel  von  m  auf  die 
Dreiecksseiten:  b^c^^,  c^a^y  «i^i»  weiche  durch  die  Mitten  der 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  gehen,  so  haben  wir: 
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my  Pi  ffiV  P^ 

— ^  =  —         — -  =  ^         m  a,  .  sm  Qp  =  Pi 
my  ,  mvi  .  sirt*  op  =  ^*  ^*^^  =  i%  sin^  op 
war .  siD  ft  ^=  ö«;     ^  =  — -  =  -^2;     ;waj .  ^j  . »  =  '(ii/:? 

^^       ^fc    P2P3  gl  gl      p 

«1        8in  ö| 

TTj  7^2  »3        Sm  Ol 

oder  wenn  wir  durch  r  den  Radius  des  dem  gegebenen  Dreieck 
ahc  umschriebenen  Kreises  bezeichnen, 

(III.)  P^  .Pf,  =  Pi^PJ'P^'  .r,       d.h.: 

Tti  n^  7t^ 

Wird  einem  beliebigen  Dreieck  ein  Kegelschnitt 
umschrieben,  so  ist  dasProdukt  derPotenzen  der  auf 
seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punktsysteme 
(ev.  das  Produkt  der  Quadrate  der  Halbaxen)  gleich 
dem  Quadrate  des  Produkts  der  drei  Perpendikel  aus 
dem  Mittelpunkte  auf  die  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks, dividirt  durch  das  Produkt  der  drei  Perpendikel 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Seiten  desjenigen  Drei- 
ecks, welches  von  den  Mitten  der  Seiten  des  gegebe- 
nen gebildet  wird,  multiplicirt  mit  dem  Radius  des 
dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises. 

Um  endlich  einen  Ausdruck  für  die  Verbindung  -P51  -}-  P^, 
welche  bekanntlich  gleich  Pa  4-  Pb  ist,  zu  gewinnen,  führen  wir 
noch  die  Schnittpunkte  {my,  b^c^)  =  «^  und  {mx,  a^b^)  =  j3j  ein; 
dann  folgt: 

?ti  X  P3       ffißi  cct  bi  Oo  a,  bi 


m£  Pm         tl\C\  Pi  y  PiPt 

Ol  a  TCi  «1  Ci  ^2  Äj  «2  *      ' 


mx  .  m|    =    Ps^     =     CÜTA^a    ^  (i     .    _LJ »_i  j 

r»  *>       PtP^         ""^^i  P\ 

my  ,  mri  =  P^  =    m  a^^  -  ^;    -J  =  ^ 

n       I      n     Pi  Pi  Pi  .„,,    /^^      I      «1^1  «  «|Ci) 

«1^2  W3  '     (^  «1«^         J 

Die   Verbindunff     '  ^ '  "'  ^*  lässt  sich  dadurch   einfach   darstellen, 
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dass  wir  um  das  Dreieck  a^b^c^  einen  Kreis  S  legen,  der  ma^ 
in  0]  zum  andern  Male  treffen  möge;  dann  ist  wegen  der  Potenz 
des  Punktes  c^i  in  Bezug  auf  diesen  Kreis: 

«1  &i  •  ^1  ^1  =  '^i  ^1  •  '^i  öl »     also 

und  ma^  .  maj  ist  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Beztig  auf  den 
Kreis  Ä,  welche  wir  mit  Pg^  bezeichnen  wollen,  also: 

(IV.)  Pa  +'  Pb  =  ^^*-^  'Pst.      d.  li. : 

Wird  einem  beliebigen  Dreieck  ein  Kegelschnitt 
umschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  der  auf 
seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punktsysteme 
(ev.  die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen)  gleich 
dem  Produkt  der  drei  Perpendikel  aus  dem  Mittel- 
punkt auf  die  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks,  dividirt 
durch  das  Produkt  der  drei  Perpendikel  auf  die  Sei- 
ten desjenigen  Dreiecks,  welches  von  den  Mitten  der 
Seiten  des  gegebenen  gebildet  wird,  multiplicirt  mit 
der  Potenz  des  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  gege- 
benen Dreiecks  gelegt  werden'kann  (Neunpunktkreis). 


Verbesserungen. 


Seite  12  Zeile  4  v.  o.  st.  zugeordeter  1.  zugeordneter 

13      „    13  V.  n.    ,,    zugeordneteter  1.  zugeordneter 
13      ,f      3  V.  n.    ,,    zugordnete  1.  zugeordnete 

20  ,, '  10  y.  u.    yy    lasssen  1.  lassen 

21  ,,      4  V.  u.    ,,    entsprechende    Strahlen    1.    Strahlen    heissen 

entsprechende 


,,  36   ,.  10  v.o.  „  Mi^yJ-i.  '<'(^«J'<) 


7» 

J» 
»» 


40  »,  10  V.  o.  „  21  in  der  Figur  1.  21, 

40  „  16  v.u.  „  c,  (oo)  1.  ri(<») 

60  ,,      7  V.  o.  das  Wort  „beiden*^  einmal  zu  streichen. 

65  „      3  V.  u.  st.  „muss"  1.  „ist** 

93  „  17  V.  u.    „    X  und  X\  1-  X\  ^nd  y 

95  „      3  V.  o.  hinter   „beliebiger*'    zu   ergänzen    ,,Projectiou8- 

strahl** 

109  ,,      9  V.  o.  St.  folglich  1.  so 

114  ,,  11  y.  u.    „    liegendem  parallelen  1.  liegende  parallele 

115  „  20  V.  u.   j,    c  f  1.  Ci  f 


»» 


7» 

»7 

„    124      ,,    10  y.  o.-  ,,    schneiden  sich  1.  ist 
„    138     „    16  y.  u.    „    2l2li  1.  21,21 


154  „  9  y.  u.  ,,  treffen  sich  n^  1.  treffen  sich  in  n^ 

157  „  15  y.  u.  „  as  \.  as 

169  „  14  y.  o.  „  Ä",  1.  K 

159  ,,  14  y.  u.  „  erhält  1.  enthält 


»7 
»7 

„    160      ,,      3  y.  u.    „    deren  Polaren  1.  dem  Polar -Dreiseit 
„    172      „      1  y.  o.    „    dass  die  bei  1.  dass  bei 


175  ,,  23  y.  o.    „    HJjrpothenuse  1.  Hypotenuse 

177  „  6 — 8  y.  u.  die  Worte  yon  „also**  bis  „Ellipse*'  in  Klam- 
mem zu  schliessen. 

183  „  16  y.  o.  St.  M^  1.  Mx^ 

183  „      1  y.  u.    „    Ax^  1.  %x^ 

191  in  Fig.  48      „    f  und  /*,  1.  f  und  f, 

204  Zeile  20  v.  o.    ,,    ausgehende  1.  ausgehenden 

212  „      3  y.  o.    „    „j?  nach  c**  und   „x^  auf  Cj**  1.  „o;  nach  «** 

und  „  Xx  auf  aj" 

212  „      6  y.  o.    „    (5'  Ä«)  1.  (6>  b^') 

225  „  18  y.  o.    ,,    sie  1.  21  die 

228  „      5  y.  o.    „    in  d'  1.  8^ 

230  „      6  y.  u.    ,,    Hperbeln  1.  Hyperbeln 

231  „      5  y.  o.  die  Worte  yon  „weil"  bis  „wird**  zu  streichen. 
,,    289  „      4  y.  o.  st.  der  1.  den 

,,    244  ,,      7  y.  u.    „    ein  1.  einen 

„     248  „  11  y.  o.    „    ö  1.  @ 

248  „  13  y.  u.    „    G  \.  ® 

256  „      8  y.  o.    ,/    aa  \.  aa 

256  „  12  y.  o.    „    und  also  1.  und  werden  also 

258  .,,      7  y.  o.    „    elliptisch  1.  hyperbolisch 

258  „      7  y.  o.    ,,    hyperbolisch  1.  elliptisch. 

260  „       2  y.  o.    „    (ö,  a)  1.  (ß,  a) 
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566  Verbegserangen. 


Seite  261  Zeile  13  v.  o.  st.  a«  «^  I.  a^  a* 


»7 


n 


266  ,,  9  y.  o.  ,,  darch  8   1.  durch  jedes  s 

274  „  5  V.  o.  „  AT  1.  Ä 

279  3  V.  u.    P  \.  B 

284  ",  12,  13  V.  ü.  St.  21  und  %^  1.  %y  und  21. 

284  ,,  8  y.  u.    st.  dem  1.  einem 


Z      285      "    20  V.  o.    „    21  und  21»  1.  21,  und  21 
„      285      ,,    25  y.  o.    „    mit  1.  für 
„      319      „      1  V.  o.    „    G^  1.  ©00 


324  ,,  5  y.  o.  ,,    keinem  1.  einem 

330  „  18  y.  o.  ,,    möge  1.  mögen 

348  ff  5  V.  u.  die  Worte  ,fZu  haben ^^  sind  zu  streichen. 

355  „  21  V.  o.  St.  a'  Ä»  1.  a  Ä» 

370  „  6  y.  o.  „    der  Pol  1.  die  Polare 


?7 

11      372      „    17  V.  u.    „    G^  1.  ©« 
„      373      ,,    10  V.  o.    „    G^  1.  @„ 


382      „    12  V.  o.    „    pi  1.  p, 

385  Seitenzahl      ,,    38  1.  385 

387  Zeile  17  y.  u.  die  Worte  ,, letzteren**  und  „ersteren*'    sind  zu 

yertauschen. 
387      „      2  y.  u.  st.  ;  1.  , 

396  „      1  y,  o.    „    Gruppen  1.  Gruppe 

398  „      6  y.  o.    „    Polaren  1.  Polare 

399  „      4  y.  o.    „    o,  q,  1.  o,  q, 
403      „      3  y.  o.    „    Py:     cikih^  \  1.  j  e,  Ä,  Äg 

4  y.  o.    „    Pz:     e,  Äj^g  ;       |  e,  Ä,  Ä, 
410      „      4  y.  u.  die  Worte   „Viereck**    und  „Vierseit**   sind    zu 

yertauschen. 
,,      426      „    21  y.  o.   st.  in  I.  und 

429  „    14  y.  o.    „    os  1.  xs 

436  „    16  y.  o.    ,,    Gegenecken  I.  Gegenseiten 
438      „    14y.  u.    „    6  6,;  6^  6,M.  6  6';  6jÄ,» 

442  „      2  y.  u.    „    Punktsystems  1.  Punktsystem 

446  „    12  y.  o.    „    treffen  1.  treffe 

450  „      9  y.  o.    „    parabolische  1.  hyperbolische 

457  „    18  v.u.    „    BfO  \.  B^o  • 

457  „    12  y.  u.    „    21  2li  21  1.  21  21,  % 

461  „    20  y.  o.    „    21,  1.  2t 

462  ,,      2  v.'u.    ,,    Punktenpaare  1.  Punktsysteme 
464  „    14  y.  o.    „    «,  p,  1.  «,  p, 
469  ,,    19  y.  o.    „    «04  1.  ^04 
471  ,,    16  V.  u.    „    ihrer  1.  dieser 
476  ,,      7  u.  15  y.  o.  st   Hypothenuse  1.  Hypotenuse 
481  „      3  y.  u.   st.  Punktsystems  1.  Strahlsystems 

486  „      1  y.  u.    „    Px^  und  PyTj  1.  Px^^oiind  PyoTjo 

487  „      5  y.  o.    „    y^lo  1.  .Vo^o 
492  „      6  y.  u.    ,,     X  l  F 
502  f,    11  y.  o.  hinter  ,,wird**  ergänze  „sie" 
511  „      8  y.  u.  hinter  X  ergänze  „ist'* 
516  „      1  y.  u.  st.  „Strahlsystem"  1.  „Punktsystem** 

537  „    13  y.  o.  das  Wort  „auch'*  zu  streichen. 

538  „      7 — 9  V.  o.   die   Worte    yon    „zu  jj'*    bis  „sodann**    zu 

streichen 

550  „    14  V.  o.  st.  „ein"  1.  „einer 
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